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Kraków 1995

0



Spis treści

Wst
↪
ep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.Globalna aproksymacja funkcji plurisubharmonicznych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2. Pr

↪
ady dodatnie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3. Zespolony operator Monge’a-Ampère’a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4. Problem Dirichleta w obszarach B-regularnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5. Stabilność operatora Monge’a-Ampère’a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
6.Operator Monge’a-Ampère’a w obszarach hiperwypukÃlych . . . . . . . . . . . . . . . . 30
Bibliografia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Indeks poj

↪
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Wst
↪
ep

Jeśli u jest gÃladk
↪
a funkcj

↪
a plurisubharmoniczn

↪
a (w skrócie psh) określon

↪
a na otwartym

podzbiorze przestrzeni Cn, to zespolony operator Monge’a-Ampère’a definiujemy nast
↪
epu-

j
↪
aco:

Mu := det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
.

M jest nieliniowym eliptycznym operatorem różniczkowym cz
↪
astkowym drugiego rz

↪
edu.

Jak pokazali Bedford i Taylor ([BT1]), korzystaj
↪
ac z nierówności udowodnionej wcześniej

przez Cherna, Levine’a i Nirenberga ([CLN]), Mu można dobrze zdefiniować również dla
funkcji psh ci

↪
agÃlych jako dodatni

↪
a miar

↪
e borelowsk

↪
a. Definicj

↪
e t

↪
e można rozszerzyć na

funkcje psh lokalnie ograniczone, ale nie da si
↪
e tego zrobić dla wszystkich funkcji psh (zob.

[BT2]).
Niech Ω b

↪
edzie ograniczonym obszarem w Cn, µ dodatni

↪
a miar

↪
a borelowsk

↪
a na Ω

zaś f funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na ∂Ω. Z punktu widzenia teorii równań eliptycznych drugiego rz

↪
edu

naturalnym jest rozpatrywanie nast
↪
epuj

↪
acego problemu Dirichleta: czy istnieje funkcja u

speÃlniaj
↪
aca warunki

(0.1)





u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω)
Mu = µ

u|∂Ω = f.

W swojej pracy [BT1] Bedford i Taylor udowodnili, że problem (0.1) jest jednoznaczny
dla dowolnych Ω, µ i f oraz że jest on rozwi

↪
azalny, jeżeli Ω jest obszarem ścísle pseudo-

wypukÃlym zaś µ funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na Ω (utożsamiamy funkcje lokalnie caÃlkowalne z mia-

rami zespolonymi, te zaś z dystrybucjami). Rezultat ten, szczególnie w przypadku µ ≡ 0
(wtedy problem (0.1) nazywamy jednorodnym), okazaÃl si

↪
e fundamentalny w teorii pluri-

potencjaÃlu, gdzie zespolony operator Monge’a-Ampère’a speÃlnia analogiczn
↪
a rol

↪
e do ope-

ratora Laplace’a w klasycznej teorii potencjaÃlu (zob. [BT2] oraz [Bed] i [Kli]).
Rozwi

↪
azanie problemu Dirichleta dane przez Bedforda i Taylora można starać si

↪
e

uogólnić w kilku kierunkach. Jednym jest badanie dla jakich miar µ problem ma rozwi
↪
a-

zanie. Jest on interesuj
↪
acy nawet, gdy rozpatrujemy go lokalnie, bez nakÃladania żadnych

warunków na wartości brzegowe funkcji u. W celu zapoznania si
↪
e z aktualnym stanem

wiedzy na ten temat odsyÃlamy do pracy [KoÃl] oraz do podanej tam bibliografii. Innym
kierunkiem może być szukanie klasy obszarów Ω, w których problem (0.1) jest rozwi

↪
azalny.

Jeśli dla danych Ω i µ rozwi
↪
azanie ma istnieć dla dowolnego f ∈ C(∂Ω), to w szczególności

każda funkcja ci
↪
agÃla na ∂Ω musi być przedÃlużalna do funkcji psh na Ω, ci

↪
agÃlej na Ω.

Obszary o tej wÃlasności nosz
↪
a nazw

↪
e B-regularnych. Autor tego poj

↪
ecia Sibony ([Sib])

udowodniÃl, że dla takich obszarów istnieje funkcja definiuj
↪
aca ψ (tj. ψ ∈ PSH(Ω), ψ < 0,

limz→∂Ω ψ(z) = 0), gÃladka i taka, że

n∑

j,k=1

∂2ψ

∂zj∂zk
αjαk ≥ |α|2, α ∈ Cn
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(tzn. wszystkie wartości wÃlasne macierzy (∂2ψ/∂zj∂zk) s
↪
a nie mniejsze niż 1). Dzi

↪
eki

temu można powtórzyć rozumowanie Bedforda i Taylora i pokazać, że problem (0.1) jest
rozwi

↪
azalny w obszarach B-regularnych (gdy µ ∈ C(Ω)).

W tej pracy rozpatrujemy szersz
↪
a klas

↪
e obszarów hiperwypukÃlych, czyli tych które

dopuszczaj
↪
a funkcje definiuj

↪
ace. Jak pokazali Kerzman i Rosay ([KR]) dla obszaru hiper-

wypukÃlego istnieje gÃladka, ścísle psh funkcja definiuj
↪
aca. W rozdziale 6. wzmacniamy

powyższy rezultat pokazuj
↪
ac, że dla obszaru hiperwypukÃlego istnieje gÃladka funkcja defi-

niuj
↪
aca ψ taka, że

Mψ = det
(

∂2ψ

∂zj∂zk

)
≥ 1

(tzn. iloczyn wszystkich wartości wÃlasnych macierzy (∂2ψ/∂zj∂zk) jest nie mniejszy niż
1). Podstawowe dwa skÃladniki dowodu tego faktu to globalna aproksymacja funkcji psh
metod

↪
a Richberga ([Rich]) oraz rozwi

↪
azanie problemu (0.1) w obszarach hiperwypukÃlych,

przy koniecznym zaÃlożeniu, że f ∈ C(∂Ω) przedÃluża si
↪
e do funkcji psh na Ω, ci

↪
agÃlej na

Ω. Przedstawienie powyższych wyników jest gÃlównym celem pracy i temu sÃluży jej orga-
nizacja. Prawie wszystkie rezultaty prezentowane s

↪
a z myśl

↪
a o wykorzystaniu w rozdziale

6. CaÃly potrzebny materiaÃl dotycz
↪
acy zespolonego operatora Monge’a-Ampère’a prezen-

towany jest z peÃlnymi dowodami, choć raczej zwi
↪
eźle. U czytelnika zakÃlada si

↪
e znajomość

podstawowych faktów z analizy zespolonej wielu zmiennych, teorii dystrybucji, funkcji
rzeczywistych, form różniczkowych, macierzy hermitowskich oraz klasycznej teorii poten-
cjaÃlu, które można znaleźć w ogólnie dost

↪
epnych podr

↪
ecznikach.

W rozdziale 1. uogólniamy (twierdzenie 1.4) rezultat Richberga ([Rich]) dotycz
↪
acy

aproksymacji funkcji ścísle psh ci
↪
agÃlych (twierdzenie 1.2), tak by móc go później zastosować

w rozdziale 6. Przydatna okazuje si
↪
e tutaj terminologia snopów. Nast

↪
epnie dowodzimy

wspomniane wyżej charakteryzacje obszarów hiperwypukÃlych (twierdzenie 1.7) oraz B-
regularnych (twierdzenie 1.8), upraszczaj

↪
ac nieznacznie dowód pierwszego z tych rezul-

tatów dzi
↪
eki zastosowaniu wyniku J. B. Walsh’a (twierdzenie 1.6). RozdziaÃl 2. zawiera

ogólnie znane wśród specjalistów, ale trudne do znalezienia w podr
↪
ecznikach wÃlasności

pr
↪
adów dodatnich oraz macierzy hermitowskich. W rozdziale 3., wzoruj

↪
ac si

↪
e cz

↪
eściowo

na przegl
↪
adowej pracy Demailly’ego [Dem], definiujemy zespolony operator Monge’a-Am-

père’a dla funkcji psh ci
↪
agÃlych i prezentujemy jego podstawowe wÃlasności (wi

↪
ekszość po-

chodzi z [BT1]). Dowodzimy również oszacowania pochodz
↪
acego z [BÃlo1] (twierdzenie 3.5,

wniosek 3.6), b
↪
ed

↪
acego z jednej strony uogólnieniem nierówności Cherna-Levine’a-Niren-

berga, z drugiej zaś przydatnego w rozpatrywaniu stabilności operatora Monge’a-Ampère’a
w rozdziale 5.

RozdziaÃl 4. poświ
↪
econy jest przedstawieniu wspomnianego rozwi

↪
azania problemu Diri-

chleta w obszarach B-regularnych. Dla równania jednorodnego oryginalny dowód z [BT1]
zostaÃl znacznie skrócony przez Demailly’ego ([Dem]), jednak metoda ta przenosi si

↪
e także

na przypadek ogólny. GÃlównym uproszczeniem Demailly’ego jest zastosowanie twierdzenia
Rademachera i propozycji 3.8 w punkcie V dowodu twierdzenia 4.1. Ta prosta operacja
skraca oryginalny dowód o kilkanaście stron (por. [BT1] i [Kli]). W [Dem] uproszczony
zostaÃl również znacznie dowód tego, że z nierówności (4.8) i z tego, że funkcja u jest psh
wynika, że jest ona klasy C1,1.

W rozdziale 5. rozważamy poj
↪
ecie stabilności operatora Monge’a-Ampère’a. GÃlównym
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wynikiem, stosowanym później w rozdziale 6., jest twierdzenie 5.7 udowodnione przez
Cegrella i Perssona ([CP]), którzy wykorzystali pomysÃl Chenga i Yau przedstawiony w
[Bed], polegaj

↪
acy na porównaniu rzeczywistego i zespolonego operatora Monge’a-Ampère’a

(lemat 5.9). Post
↪
epuj

↪
ac podobnie jak Cegrell i Persson upraszczamy jednak ich dowód,

tak, że obywamy si
↪
e bez korzystania z rozwi

↪
azania problemu Dirichleta dla rzeczywistego

operatora Monge’a-Ampère’a. Różnica polega na tym, że oszacowanie z lematu 5.8 stosu-
jemy bezpośrednio dla funkcji psh, podczas gdy Cegrell i Persson korzystaj

↪
a z niego tylko

dla funkcji wypukÃlych.
Wreszcie w rozdziale 6. rozwi

↪
azujemy problem (0.1) w obszarach hiperwypukÃlych

aproksymuj
↪
ac je obszarami B-regularnymi oraz korzystaj

↪
ac ze stabilności operatora Mon-

ge’a-Ampère’a (twierdzenie 6.1). W przypadku, gdy Ω = ∆2 jest bidyskiem (a wi
↪
ec ob-

szarem hiperwypukÃlym, ale nie B-regularnym) twierdzenie 6.1 zostaÃlo udowodnione przez
Levenberga i Okad

↪
e ([LO]) przy pomocy znacznie bardziej skomplikowanych, probabili-

stycznych metod. Na końcu dowodzimy istnienia gÃladkich podrozwi
↪
azań w obszarach

hiperwypukÃlych (twierdzenie 6.2).
Praca zawiera wi

↪
ec rezultaty zarówno nowe jak i już znane, choć z reguÃly z prost-

szymi niż oryginalne dowodami. Za wÃlasne wyniki autora można uznać 3.5-3.6, 5.1-5.6
oraz rozdziaÃl 6. Nowe jest również twierdzenie 1.4, ale metody dowodu nie różni

↪
a si

↪
e od

argumentów Richberga.
ChciaÃlbym podzi

↪
ekować mojemu promotorowi profesorowi Józefowi Siciakowi za opie-

k
↪
e naukow

↪
a w czasie mojej pracy w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Jagiellońskiego,

SÃlawkowi KoÃlodziejowi mi
↪
edzy innymi za szybkie obalanie moich licznych hipotez, co

zaoszcz
↪
edziÃlo mi dużo czasu, oraz profesorowi Markowi Jarnickiemu za wiele cennych i

bardzo celnych uwag.
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1.Globalna aproksymacja funkcji plurisubharmonicznych

Niech Ω b
↪
edzie obszarem ograniczonym w Cn. Jeśli u jest funkcj

↪
a psh na Ω, to dla

δ > 0 splotow
↪
a regularyzacj

↪
e funkcji u definiujemy wzorem:

uδ(z) := (u ∗ ρδ)(z) =
∫

B

u(z − δw)ρ(w)dλ(w),

gdzie λ jest miar
↪
a Lebesgue’a, B kul

↪
a jednostkow

↪
a w Cn, δ > 0 zaś ρ ∈ C∞0 (Cn) jest

nieujemna, zależy tylko od |z|, supp ρ = B,
∫

B
ρdλ = 1 oraz ρδ(z) := δ−2nρ(z/δ). Wtedy

uδ ∈ PSH ∩ C∞(Ωδ), gdzie Ωδ := {z ∈ Ω : dist(z, ∂Ω) > δ}, oraz uδ ↓ u, gdy δ ↓ 0
(zob. np. [Hör1]). Jeśli u jest ci

↪
agÃla, to zbieżność jest lokalnie jednostajna.

Mówimy, że funkcja u jest ścísle psh na Ω, jeżeli dla każdego ϕ ∈ C∞0 (Ω) istnieje
ε0 > 0 takie, że u + εϕ ∈ PSH(Ω), gdy ε ∈ [0, ε0]. ÃLatwo można udowodnić nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a

charakteryzacj
↪
e funkcji ścísle psh:

Propozycja 1.1. Dla u ∈ PSH(Ω) nast
↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a równoważne:

i) Funkcja u jest ścísle psh;
ii) Funkcj

↪
e u można lokalnie zapisać w postaci u′ + ψ, gdzie u′ jest psh zaś ψ jest

ścísle psh klasy C∞;
iii) Dla każdego Ω′ b Ω istnieje c > 0 takie, że w Ω′ mamy

n∑

j,k=1

∂2uδ

∂zj∂zk
αjαk ≥ c|α|2, δ > 0, α ∈ Cn.

Dowód. Można Ãlatwo pokazać, że każdy z powyższych warunków jest równoważny temu,
że dla Ω′ b Ω istnieje ε > 0 takie, że u(z)− ε|z|2 ∈ PSH(Ω′).

Jeśli chodzi o globaln
↪
a aproksymacj

↪
e funkcji psh ci

↪
agÃlych, to mamy nast

↪
epuj

↪
acy rezul-

tat Richberga:

Twierdzenie 1.2 ([Rich]). ZaÃlóżmy, że Ω jest obszarem ograniczonym w Cn a u funkcj
↪
a

ścísle psh ci
↪
agÃl

↪
a na Ω. Niech ε > 0 b

↪
edzie funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na Ω tak

↪
a, że limz→∂Ω ε(z) = 0.

Wtedy istnieje funkcja ścísle psh v, klasy C∞ na Ω, taka, że u ≤ v ≤ u + ε.

Stosuj
↪
ac metody Richberga uogólnimy powyższe twierdzenie, by zastosować je później

w rozdziale 6. Jedn
↪
a z gÃlównych idei w dowodzie twierdzenia 1.2 w pracy [Rich] jest

rozpatrywanie funkcji postaci

uθ(z) := uθ(z)(z) =
∫

B

u(z − θ(z)w)ρ(w)dλ(w), z ∈ Ωδ,

gdzie θ ∈ C∞(Ω), 0 ≤ θ ≤ δ.
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Definicja. Podsnop S snopa funkcji psh ci
↪
agÃlych nad Cn b

↪
edziemy nazywać snopem

Richberga, jeżeli speÃlnia on nast
↪
epuj

↪
ace warunki:

(1.1) Dla u ∈ S(Ω), ϕ ∈ C∞0 (Ω) i c ∈ R istnieje ε0 > 0 takie, że u + εϕ + c ∈ S(Ω), gdy
ε ∈ [0, ε0].
(1.2) Jeśli u, v ∈ S, to max{u, v} ∈ S.
(1.3) Jeśli Ω′ b Ω, θ ∈ C∞(Ω), 0 ≤ θ ≤ 1 oraz u ∈ S(Ω) jest klasy C∞ na otoczeniu
zbioru {θ < 1} ∩ Ω′, to istnieje δ0 > 0 takie, że uδθ ∈ S ∩ C∞(Ω′) dla δ ∈ (0, δ0].

Propozycja 1.3. Snop funkcji ścísle psh ci
↪
agÃlych jest snopem Richberga.

W rozdziale 6. skonstruujemy inny snop Richberga.

Dowód propozycji 1.3. Wystarczy pokazać (1.3). Oznaczmy D := {θ < 1} ∩ Ω′ i niech
r > 0 b

↪
edzie takie, że u jest klasy C∞ na zbiorze {z ∈ Ω′ : dist(z,D) < 3r}. Niech

0 < δ ≤ r. Wtedy uδθ(z) = uδ(z), gdy dist(z,D) > r, z ∈ Ω′, oraz uδθ jest klasy C∞ na
zbiorze D̃ := {z ∈ Ω′ : dist(z,D) < 2r}, bo możemy wówczas różniczkować pod znakiem
caÃlki. Mamy

∂2u(z − δθ(z)w)
∂zj∂zk

(z0) =
∂2u

∂zj∂zk
(z0 − δθ(z0)w) + δγjk(z0, w, δ),

gdzie funkcje γjk s
↪
a jednostajnie ograniczone dla z0 ∈ D̃, w ∈ B i δ ≤ r. Dostaniemy wi

↪
ec

jednostajn
↪
a zbieżność pochodnych cz

↪
astkowych ∂2uδθ/∂zj∂zk −→ ∂2u/∂zj∂zk na zbiorze

D̃. Zatem dla odpowiednio maÃlych δ funkcje uδθ s
↪
a ścísle psh na Ω′, co kończy dowód

propozycji.

Uogólnieniem twierdzenia 1.2 jest wi
↪
ec nast

↪
epuj

↪
ace:

Twierdzenie 1.4. ZaÃlóżmy, że S jest snopem Richberga i niech Ω i ε b
↪
ed

↪
a takie jak w

twierdzeniu 1.2. Wtedy dla u ∈ S(Ω) istnieje v ∈ S ∩ C∞(Ω) takie, że u ≤ v ≤ u + ε.

GÃlównym skÃladnikiem dowodu twierdzenia 1.4 b
↪
edzie nast

↪
epuj

↪
acy:

Lemat 1.5. Niech u ∈ S(Ω), gdzie S jest snopem Richberga a Ω obszarem ograniczonym
w Cn. ZaÃlóżmy, że u jest klasy C∞ na otoczeniu D (zbiór pusty jest otoczeniem zbioru
pustego), gdzie D b Ω jest zbiorem otwartym. Niech V i W b

↪
ed

↪
a zbiorami otwartymi

takimi, że V b W b Ω i niech ε > 0 (staÃle). Wtedy istnieje v ∈ S(Ω) takie, że
i) v = u na Ω \W ,
ii) u ≤ v ≤ u + ε na Ω,
iii) v jest klasy C∞ na otoczeniu D ∩ V .

Lemat 1.5 Ãlatwo implikuje twierdzenie 1.4:

Dowód twierdzenia 1.4. ZaÃlóżmy, że Ωk ↑ Ω, gdzie Ωk b Ωk+1 b Ω, k ≥ 0, s
↪
a otwarte,
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Ω0 = ∅. Dla k ≥ 1 poÃlóżmy Wk := Ωk+1 \ Ωk−2 (W1 := Ω2) i niech Vk b
↪
edzie zbiorem

otwartym takim, że Ωk \ Ωk−1 b Vk b Wk. Niech γk b
↪
edzie liczb

↪
a dodatni

↪
a; zostanie ona

ustalona później. Z lematu 1.5 dostaniemy ci
↪
ag {uk} ⊂ S(Ω) taki, że u0 = u oraz

uk = uk−1 na Ω \Wk,
uk−1 ≤ uk ≤ uk−1 + γk na Ω,
uk jest klasy C∞ na otoczeniu

⋃k
j=1 V j

(rol
↪
e D speÃlnia

⋃k−1
j=1 Vj). Ci

↪
ag {uk} lokalnie si

↪
e stabilizuje, możemy zatem zdefiniować

v := lim uk ∈ S ∩ C∞(Ω). Mamy wtedy u ≤ v na Ω oraz dla z ∈ Ω \ Ωk

v(z) = u(z) +
∞∑

j=k

(uj(z)− uj−1(z)) ≤ u(z) +
∞∑

j=k

γj .

Jeśli teraz γk s
↪
a takie, że

∞∑

j=k

γj = min
Ωk+1

ε,

to u ≤ v ≤ u + ε na Ω.

Dowód lematu 1.5. Niech η ∈ C∞0 (Ω) b
↪
edzie takie, że 0 ≤ η ≤ 1 na Ω, supp η ⊂ W oraz

η = 1 na otoczeniu V .
ZaÃlóżmy najpierw, że D jest zbiorem pustym. Z (1.1) wynika, że istnieje c0 ∈ (0, 2ε)

takie, że u + c0η ∈ S(Ω). Regularyzuj
↪
ac funkcj

↪
e u + c0η i korzystaj

↪
ac z (1.3) dostaniemy

funkcj
↪
e ψ0 ∈ S ∩C∞(Ω′), gdzie Ω′ jest otoczeniem W , tak

↪
a, że u+c0η ≤ ψ0 ≤ u+c0η+ c0

2
na Ω′. Zdefiniujmy

v :=
{

max{u, ψ0 − c0} na W,

u na Ω \W.

Wtedy v = u, gdy η = 0, oraz v = ψ0 − c0, gdy η = 1. Zatem v ∈ S(Ω) (dzi
↪
eki (1.2)), v

jest klasy C∞ na otoczeniu V oraz u ≤ v ≤ u + c0
2 ≤ u + ε na Ω.

Niech teraz D b
↪
edzie dowolne. Wybierzmy zbiory otwarte Gj , Dj oraz θj ∈ C∞(Ω),

j = 1, 2, tak, że 0 ≤ θj ≤ 1, Gj = {θj = 0}, Dj = {θj < 1}, D b G1 b D1 b G2 b D2 b Ω
oraz u jest klasy C∞ na otoczeniu D2.

Dzi
↪
eki (1.1) znajdziemy c ∈ (0, ε/2) takie, że

(1.4) ũ := u + cη ∈ S(Ω), u + cη − cθ1 ∈ S(Ω).

Twierdzimy, że dla δ > 0 odpowiednio maÃlego funkcja ψ̃ := ũδθ2 , zdefiniowana na W ,
speÃlnia nast

↪
epuj

↪
ace warunki:

(1.5) ψ̃ = ũ na otoczeniu W ∩D1,
(1.6) ũ ≤ ψ̃ ≤ ũ + c na W ,
(1.7) ψ̃ ∈ S ∩ C∞(W ).
Żeby dostać (1.5) wystarczy wzi

↪
ać δ takie, że D1 ⊂ {z ∈ Ω : dist(z, ∂G2) > 2δ}. Mamy

ũδ ↓ ũ i zbieżność jest lokalnie jednostajna na Ω. Zatem jeśli ũδ ≤ ũ + c na W , to
ψ̃(z) = ũδθ2(z)(z) ≤ ũδ(z) i mamy (1.6). (1.7) wynika natychmiast z (1.3).
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Niech teraz ψ := ψ̃ − cθ1 na W . Twierdzimy, że
(1.8) ψ ∈ S ∩ C∞(W ),
(1.9) ψ ≤ u, gdy η = 0.
Istotnie, na W \ D1 mamy ψ = ψ̃ − c, zaś na otoczeniu W ∩ D1, z (1.5), ψ = ũ − cθ1.
Zatem z (1.4) i (1.7) otrzymujemy (1.8), (1.9) zaś wynika z (1.5) i (1.6).

Definiujemy

v :=
{

max{u, ψ} na W,

u na Ω \W.

Z (1.8), (1.9) i (1.2) wynika, że v ∈ S(Ω). Mamy oczywíscie i), zaś z (1.6) wynika,
że v speÃlnia również ii). Wystarczy wi

↪
ec pokazać iii). Gdy η = 1, to z (1.6) mamy

ψ ≥ ũ − cθ1 = u + c − cθ1 ≥ u, zatem dzi
↪
eki (1.8) v jest klasy C∞ na otoczeniu V . Do

zakończenia dowodu lematu wystarczy pokazać, że v jest klasy C∞ na G1. Gdy η = 0,
to dzi

↪
eki (1.9) v = u, wi

↪
ec wystarczy pokazać klas

↪
e C∞ na G1 ∩ W . Wtedy z (1.5)

ψ = ψ̃ = u + cη, czyli v = u + cη na G1 ∩W . Dowód lematu zostaÃl zakończony.

Maj
↪
ac do dyspozycji twierdzenie 1.2 scharakteryzujemy teraz obszary hiperwypukÃle

oraz B-regularne. Przydatny b
↪
edzie także nast

↪
epuj

↪
acy rezultat J. B. Walsh’a:

Twierdzenie 1.6 ([Wal]). Niech Ω b
↪
edzie obszarem ograniczonym w Cn i niech f ∈

C(∂Ω). PoÃlóżmy
u := sup{v ∈ PSH(Ω) : v∗|∂Ω ≤ f}

(v∗, odp. v∗, oznacza górn
↪
a, odp. doln

↪
a, regularyzacj

↪
e funkcji v; jest ona określona na Ω).

ZaÃlóżmy dodatkowo, że u∗ = u∗ = f na ∂Ω. Wtedy funkcja u jest ci
↪
agÃla.

Dowód. Funkcja u∗ jest psh na Ω i z zaÃlożenia u∗|∂Ω ≤ f . Zatem u = u∗ i u jest póÃlci
↪
agÃla

z góry. Dla pokazania póÃlci
↪
agÃlości z doÃlu weźmy z0 ∈ Ω i ε > 0. Dzi

↪
eki zwartości ∂Ω

znajdziemy 0 < δ < dist(z0, ∂Ω) takie, że

(1.10) z ∈ Ω, w ∈ ∂Ω, |z − w| ≤ 2δ ⇒ |u(z)− f(w)| < ε.

Weźmy z̃ ∈ Ω takie, że |z0 − z̃| < δ i dla z ∈ Ω zdefiniujmy

v(z) :=
{

max{u(z), u(z + z0 − z̃)− 2ε} gdy z + z0 − z̃ ∈ Ω,

u(z) gdy z + z0 − z̃ 6∈ Ω.

Gdy z + z0 − z̃ ∈ ∂Ω, to z (1.10) u(z + z0 − z̃) ≤ u(z) − ε, wi
↪
ec v ∈ PSH(Ω). Z (1.10)

dostaniemy też, że v = u na pewnym otoczeniu ∂Ω, zatem v ≤ u na Ω. Mamy w efekcie
u(z̃) ≥ v(z̃) ≥ u(z0)− 2ε, czyli u jest póÃlci

↪
agÃla z doÃlu.

Obszar Ω b Cn nazywamy hiperwypukÃlym, jeżeli istnieje w nim ograniczona wyczerpu-
j

↪
aca funkcja psh, tzn. istnieje u ∈ PSH(Ω), takie, że u < 0 oraz limz→∂Ω u(z) = 0. Takie
u b

↪
edziemy nazywać funkcj

↪
a definiuj

↪
ac

↪
a dla Ω. Z klasycznej teorii potencjaÃlu wynika, że

obszary hiperwypukÃle s
↪
a regularne wzgl

↪
edem równania Laplace’a, tzn. każd

↪
a funkcj

↪
e ci

↪
agÃl

↪
a
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na ∂Ω można przedÃlużyć do funkcji harmonicznej na Ω i ci
↪
agÃlej na Ω (zob. np. [Doo],

str. 125).

Twierdzenie 1.7 ([KR]). Jeśli Ω jest obszarem hiperwypukÃlym, to istnieje funkcja defi-
niuj

↪
aca ψ klasy C∞, ścísle psh na Ω.

Powyższe twierdzenie zostanie wzmocnione w rozdziale 6. Pokażemy, że o ψ można
dodatkowo zaÃlożyć, że

det
(

∂2ψ

∂zj∂zk

)
≥ 1.

Dowód twierdzenia 1.7. Pokażemy najpierw, że istnieje ci
↪
agÃla funkcja definiuj

↪
aca. Weźmy

dowoln
↪
a kul

↪
e K b Ω i niech

u := sup{v ∈ PSH(Ω) : v ≤ 0, v|K ≤ −1}.

Wtedy −1 ≤ u ≤ 0, u∗|∂K = −1 (z logarytmicznej wypukÃlości funkcji psh) oraz u∗|∂Ω = 0
(z definicji obszaru hiperwypukÃlego). Z twierdzenia 1.6 stosowanego do Ω \K mamy wi

↪
ec

u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω), u|∂Ω = 0, u|K = −1, zatem u jest funkcj
↪
e definiuj

↪
ac

↪
a.

Niech C > 0 b
↪
edzie takie, że v(z) := |z|2−C ≤ 0 na Ω. PoÃlóżmy ũ := −2

√
uv. Wtedy

ũ jest ci
↪
agÃla na Ω oraz ũ|∂Ω = 0. Dla funkcji jednej zmiennej mamy

∂2(−2
√

uv)
∂z∂z

= (uv)−1/2

(
−u

∂2v

∂z∂z
− v

∂2u

∂z∂z

)
+

1
2
(uv)−3/2

∣∣∣∣u
∂v

∂z
− v

∂u

∂z

∣∣∣∣
2

≥
√

u

v

∂2v

∂z∂z
,

czyli w ogólnym przypadku ũ jest ścísle psh. Z twierdzenia 1.2 dostaniemy teraz ż
↪
adane

ψ.

Twierdzenie 1.8 ([Sib]). Dla ograniczonego obszaru Ω w Cn nast
↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a

równoważne:
i) Funkcje ci

↪
agÃle na ∂Ω przedÃlużaj

↪
a si

↪
e do funkcji psh na Ω, ci

↪
agÃlych na Ω, tzn. dla

każdego f ∈ C(∂Ω) istnieje v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω) takie, że v|∂Ω = f .
ii) W każdym punkcie brzegowym istnieje bariera psh, tzn. dla każdego z0 ∈ ∂Ω

istnieje v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω) takie, że v(z0) = 0 oraz v|Ω\{z0} < 0.

iii) Dla Ω istnieje funkcja definiuj
↪
aca ψ klasy C∞ taka, że

n∑

j,k=1

∂2ψ

∂zj∂zk
αjαk ≥ |α|2, α ∈ Cn.

Obszar Ω speÃlniaj
↪
acy jeden z powyższych warunków nazywamy B-regularnym. W

szczególności brzeg obszaru B-regularnego nie ma struktury analitycznej (tzn. nie można
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w nim zanurzyć dysku analitycznego). Obszary B-regularne s
↪
a oczywíscie hiperwypukÃle,

ale poj
↪
ecia te nie s

↪
a równoważne, gdyż np. polidyski s

↪
a obszarami hiperwypukÃlymi, ale

nie B-regularnymi.

Dowód twierdzenia 1.8. Implikacja i)⇒ii) jest oczywista. Żeby pokazać implikacj
↪
e

odwrotn
↪
a weźmy f ∈ C(∂Ω) i niech u b

↪
edzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Znajdziemy

funkcj
↪
e h ∈ C(∂Ω), harmoniczn

↪
a na Ω i tak

↪
a, że h|∂Ω = f . Z definicji u mamy u ≤ h, wi

↪
ec

u∗ ≤ f na ∂Ω. Weźmy dowolne z0 ∈ ∂Ω i ε > 0. Dzi
↪
eki ii) istnieje v0 ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω)

takie, że v0(z0) = 0 oraz v0|Ω\{z0} < 0. Jeśli teraz v := f(z0) + tv0, to dla t odpowiednio
dużego mamy v|∂Ω ≤ f +ε. St

↪
ad v−ε ≤ u na Ω, wi

↪
ec f(z0)−ε ≤ u∗(z0) i w efekcie f ≤ u∗

na ∂Ω. Mamy zatem u∗ = u∗ = f na ∂Ω i z twierdzenia 1.6 wynika, że u ∈ PSH(Ω)∩C(Ω).
Chcemy nast

↪
epnie pokazać, że z i) wynika iii). Dzi

↪
eki i) istnieje v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω)

takie, że dla z ∈ ∂Ω mamy v(z) = −2|z|2. PoÃlóżmy u(z) := v(z) + |z|2. Z twierdzenia
1.2 dostaniemy funkcj

↪
e ũ ∈ PSH ∩ C∞(Ω) tak

↪
a, że limz→∂Ω(u(z)− ũ(z)) = 0. Wystarczy

teraz przyj
↪
ać ψ(z) := ũ(z) + |z|2.

Do pokazania zostaÃla jeszcze implikacja iii)⇒i). Weźmy f ∈ C(∂Ω) i ponownie niech
u b

↪
edzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Niech ε > 0; znajdziemy wtedy g ∈ C∞(Ω) takie,

że f ≤ g ≤ f + ε na ∂Ω. Dla A odpowiednio dużego funkcje g + Aψ i −g + Aψ s
↪
a psh

na Ω. Funkcja g + Aψ − ε jest ≤ f na ∂Ω, wi
↪
ec jest ≤ u na Ω. Z kolei dla v ∈ PSH(Ω)

takich, że v∗|∂Ω ≤ f funkcja v∗ − g + Aψ jest ≤ 0 na ∂Ω, wi
↪
ec jest również ≤ 0 na Ω, a

zatem u− g + Aψ ≤ 0 na Ω. Dostalísmy wi
↪
ec g + Aψ− ε ≤ u ≤ g−Aψ na Ω czyli, wobec

dowolności ε, u∗ = u∗ = f na ∂Ω. Z twierdzenia 1.6 u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω).
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2. Pr
↪
ady dodatnie

Niech Ω b
↪
edzie zbiorem otwartym w Rm i niech 0 ≤ p ≤ m. Form

↪
e różniczkow

↪
a

T =
∑

|I|=p

TIdxI

(suma brana po I = (i1, . . . , ip) takich, że 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ m; dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxip
),

gdzie TI s
↪
a dystrybucjami na Ω, nazywamy pr

↪
adem stopnia p (wymiaru m− p) i piszemy

T ∈ D′(p) (Ω). Jeśli Ψ =
∑
|J|=q ΨJdxJ ∈ C∞0,(q)(Ω) jest gÃladk

↪
a form

↪
a różniczkow

↪
a o

nośniku zwartym, to definiujemy

〈T, Ψ〉 :=

{
0 gdy q 6= m− p
∑
|J|=q

˜(T ∧ dxJ) (ΨJ ) gdy q = m− p,

gdzie ˜ : D′(m) (Ω) 3 tdλ 7→ t ∈ D′(Ω), dλ = dx1 ∧ . . . ∧ dxn. Można Ãlatwo sprawdzić, że
odwzorowanie

D′(p) (Ω) 3 T 7→ 〈T, ·〉 ∈
(
C∞0,(m−p)

)′

jest izomorfizmem przestrzeni liniowo topologicznych. Możemy wi
↪
ec identyfikować pr

↪
ady

stopnia p z ci
↪
agÃlymi funkcjonaÃlami liniowymi na przestrzeni gÃladkich form różniczkowych

stopnia m− p o nośniku zwartym.
Mówimy, że pr

↪
ad T jest rz

↪
edu zero, jeśli wszystkie jego wspóÃlczynniki TI s

↪
a (lokalnie)

miarami zespolonymi, tzn. TI , jako ci
↪
agÃle funkcjonaÃly liniowe na C∞0 (Ω), przedÃlużaj

↪
a si

↪
e

na C0 (Ω). Gdy T jest rz
↪
edu zero, to

〈T, Ψ〉 =
∫

Ω

T ∧Ψ, Ψ ∈ D′(m−p)(Ω).

Pr
↪
ad T nazywamy zamkni

↪
etym, jeżeli dT = 0 (operator d : D′(p) (Ω) −→ D′(p+1) (Ω)

definiuje si
↪
e analogicznie jak w przypadku form gÃladkich).

Jeśli T =
∑
|I|=p TIdxI ∈ D′(p) (Ω), to dla δ > 0 definiujemy (Tδ)I := TI ∗ ρδ. Wtedy

(Tδ)I ∈ C∞ (Ωδ) oraz funkcje (Tδ)I d
↪
aż

↪
a sÃlabo do TI , tj.

(Tδ)I(ϕ) =
∫

Ω

(Tδ)I ϕdλ −→ TI(ϕ)

dla ϕ ∈ C∞0 (Ω), a gdy TI jest miar
↪
a zespolon

↪
a to również dla ϕ ∈ C0(Ω). Jeśli

Tδ := T ∗ ρδ =
∑
|I|=p(Tδ)IdxI , to Tδ ∈ C∞(p)(Ωδ) oraz formy Tδ d

↪
aż

↪
a sÃlabo do T tj.

limδ−→0 〈Tδ, Ψ〉 = 〈T, Ψ〉 dla Ψ ∈ C∞0,(m−p), a gdy T jest rz
↪
edu zero, to również dla

Ψ ∈ C0,(m−p)(Ω).
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Dla pr
↪
adów rz

↪
edu zero możemy sformuÃlować twierdzenie Stokes’a:

Twierdzenie 2.1. Niech Ω b
↪
edzie ograniczonym obszarem w Rm o gÃladkim brzegu a T

pr
↪
adem stopnia m − 1, określonym na otoczeniu Ω, gÃladkim na otoczeniu ∂Ω i takim, że

pr
↪
ad dT jest rz

↪
edu zero (czyli jest miar

↪
a zespolon

↪
a). Wtedy∫

∂Ω

T =
∫

Ω

dT.

Dowód. Niech F b
↪
edzie gÃladk

↪
a form

↪
a stopnia m− 1 w Ω tak

↪
a, że F = T na otoczeniu ∂Ω.

Z klasycznego twierdzenia Stokes’a mamy∫

∂Ω

T =
∫

∂Ω

F =
∫

Ω

dF.

Możemy zatem zaÃlożyć, że T = 0 na otoczeniu ∂Ω. Niech Tδ := T ∗ρδ −→ T sÃlabo. Wtedy
Tδ = 0 na otoczeniu ∂Ω (dla odpowiednio maÃlych δ), wi

↪
ec z klasycznego twierdzenia

Stokes’a
∫
Ω

dTδ = 0. Weźmy ϕ ∈ C∞0 (Ω) takie, że ϕ = 1 na otoczeniu supp T . dTδ −→ dT
sÃlabo, zatem ∫

Ω

dT =
∫

Ω

ϕdT = lim
δ−→0

∫

Ω

ϕdTδ = 0.

Niech teraz Ω b
↪
edzie zbiorem otwartym w Cn ∼= R2n. Pr

↪
ad postaci

T =
∑

|I|=p,|J|=q

TIJdzI ∧ dzJ

nazywamy pr
↪
adem zespolonym bistopnia (p, q) (biwymiaru (n − p, n − q)) i piszemy T ∈

D′(p,q) (Ω). Podobnie jak wyżej mamy D′(p,q) (Ω) ∼=
(
C∞0,(n−p,n−q)

)′
.

Elementy przestrzeni C(p,p) (czyli formy bistopnia (p, p) o staÃlych wspóÃlczynnikach)
postaci iα1 ∧α1 ∧ . . .∧ iαp ∧αp, gdzie αj ∈ C(1,0) (tj. αj =

∑n
k=1 ajkdzk, ajk ∈ C), nazy-

wamy gÃlównymi formami dodatnimi. Pr
↪
ad zespolony T ∈ D′(p,p) (Ω) nazywamy dodatnim

(ozn. T ≥ 0), jeżeli dla każdej (n− p, n− p) - gÃlównej formy dodatniej α mamy T̃ ∧ α ≥ 0
(jako dystrybucja).

Poniżej przedstawimy podstawowe wÃlasności pr
↪
adów dodatnich i gÃlównych form do-

datnich.

Lemat 2.2. W przestrzeni wektorowej C(p,p) istnieje baza zÃlożona z gÃlównych form do-
datnich.

Dowód. Wystarczy pokazać, że formy typu dzI ∧ dzJ s
↪
a generowane przez gÃlówne formy

dodatnie. Mamy dzI ∧ dzJ = ±∧p
k=1 dzik

∧ dzjk
, wi

↪
ec wystarczy zauważyć, że

dzj ∧ dzk =
1
2

(dzj + dzk) ∧ (dzj + dzk) +
i

2
(dzj + idzk) ∧ (dzj − idzk)

− i + 1
2

(dzj ∧ dzj + dzk ∧ dzk) .
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Twierdzenie 2.3. Każdy pr
↪
ad dodatni jest rz

↪
edu zero.

Dowód. Niech {αj} b
↪
edzie baz

↪
a w C(n−p,n−p) zÃlożon

↪
a z gÃlównych form dodatnich a {βj}

baz
↪
a w C(p,p) dualn

↪
a do {αj} (tzn. αj ∧ βk = δjkdλ). Niech T =

∑
I,J TIJdzI ∧ dzJ ∈

D′(p,p) (Ω) b
↪
edzie dowolnym pr

↪
adem dodatnim. Mamy T =

∑
j Tjβj , gdzie Tj = T̃ ∧ αj s

↪
a

dystrybucjami dodatnimi, czyli miarami dodatnimi. Jeśli zatem βj =
∑

I,J cj
IJdzI ∧ dzJ ,

cj
IJ ∈ C, to TIJ =

∑
j cj

IJTj , wi
↪
ec TIJ s

↪
a miarami zespolonymi.

Propozycja 2.4. Pr
↪
ad T =

∑n
j,k=1 Tjk idzj ∧ dzk ∈ D′(1,1) (Ω) jest dodatni wtedy i

tylko wtedy, gdy macierz (Tjk) jest dodatnio określona (tzn. dla w ∈ Cn dystrybucja∑n
j,k=1 wjwkTjk jest dodatnia).

Dowód. Niech α = iα1 ∧ α1 ∧ . . . ∧ iαn−1 ∧ αn−1, αs =
∑n

t=1 astdzt, ast ∈ C. Dostaniemy
T ∧ α = 2n

∑n
j,k=1 MjMkTjkdλ, gdzie Mj = det (ast) s=1,...,n−1

t=1,...,n, t 6=j
.

Propozycja 2.5. Jeśli T jest pr
↪
adem dodatnim a Ψ ∈ C(1,1) (Ω) (czyli Ψ jest (1, 1)−form

↪
a

o ci
↪
agÃlych wspóÃlczynnikach), to T ∧Ψ ≥ 0.

Dowód. ZaÃlóżmy najpierw, że T ma wspóÃlczynniki ci
↪
agÃle i weźmy z0 ∈ Ω. Dzi

↪
eki propozycji

2.4, po ewentualnej zmianie wspóÃlrz
↪
ednych, możemy zaÃlożyć, że

Ψ (z0) =
n∑

j=1

Ψj (z0) idzj ∧ dzj , Ψj (z0) ≥ 0.

Jeśli α ∈ C(n−p−1,n−p−1) jest gÃlówn
↪
a form

↪
a dodatni

↪
a , to mamy

T (z0) ∧Ψ(z0) ∧ α =
n∑

j=1

Ψj (z0) T (z0) ∧ idzj ∧ dzj ∧ α ≥ 0,

czyli T ∧ Ψ ≥ 0. Niech teraz T b
↪
edzie dowolne. Dla ϕ ∈ C∞0 (Ω), ϕ ≥ 0, δ > 0 oraz

β ∈ C(n−p,n−p) - gÃlównej formy dodatniej mamy ˜(Tδ ∧ β) (ϕ) = ˜(T ∧ β) (ϕ ∗ ρδ) ≥ 0, czyli
Tδ ≥ 0. W efekcie

˜(T ∧Ψ ∧ α) (ϕ) = lim
δ−→0

˜(Tδ ∧Ψ ∧ α) (ϕ) ≥ 0.

Lemat 2.6. Niech {αj} b
↪
edzie baz

↪
a w C(n−p,n−p) zÃlożon

↪
a z gÃlównych form dodatnich i

niech β :=
∑

j αj . Wtedy istnieje staÃla dodatnia C zależna tylko od n i β taka, że dla
każdego dodatniego pr

↪
adu T =

∑
TIJdzI ∧ dzJ ∈ D′(p,p) (Ω) mamy

|TIJ | ≤ C T ∧ β
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(|µ| oznacza wariacj
↪
e miary zespolonej µ).

Dowód. Niech {ωIJ} b
↪
edzie baz

↪
a w C(n−p,n−p) dualn

↪
a do bazy {dzI ∧ dzJ} w C(p,p) i niech

ωIJ =
∑

j cj
IJαj . Wtedy

|TIJ | = |T ∧ ωIJ | =
∣∣∣∣∣∣
∑

j

cj
IJT ∧ αj

∣∣∣∣∣∣
≤ max

j,I,J

∣∣∣cj
IJ

∣∣∣ T ∧ β.

W nast
↪
epnych rozdziaÃlach b

↪
edziemy potrzebować również pewnych prostych wÃlasności

macierzy:

Lemat 2.7. ZaÃlóżmy, że A ∈ gl(n,C) jest macierz
↪
a kwadratow

↪
a o wspóÃlczynnikach zespo-

lonych. Przez ̂ oznaczmy naturalne zanurzenie gl(n,C) w gl(2n,R). Wtedy det Â =
| detA|2.

Dowód. Jeśli A = M + iN , gdzie M, N ∈ gl(n,R), to

Â =
(

M −N
N M

)
.

Jeśli λ1, . . . , λn s
↪
a wszystkimi wartościami wÃlasnymi macierzy A, to Ãlatwo pokażemy, że

λ1, . . . , λn, λ1, . . . , λn s
↪
a wszystkimi wartościami wÃlasnymi macierzy Â, co kończy dowód

lematu.

Lemat 2.8 ([Gav]). Przez A oznaczmy rodzin
↪
e wszystkich macierzy hermitowskich A ∈

gl(n,C), dla których detA = 1. Wtedy dla dowolnej macierzy hermitowskiej B mamy

(detB)1/n =
1
n

inf
A∈A

tr(AB).

Dowód. Weźmy A ∈ A. Znajdziemy wtedy macierz ortonormaln
↪
a P tak

↪
a, że macierz

C := PABP−1 jest diagonalna. Wtedy z nierówności pomi
↪
edzy średni

↪
a geometryczn

↪
a i

arytmetyczn
↪
a dostaniemy

(det B)1/n = (det C)1/n ≤ 1
n

tr C =
1
n

tr(AB).

Trzeba jeszcze pokazać, że infimum jest realizowane. ÃLatwo zrobimy to w przypadku, gdy
macierz B jest diagonalna. Przypadek ogólny dostaniemy diagonalizuj

↪
ac B.

Wniosek 2.9 ([BT1]). Odwzorowanie B 7→ (det B)1/n jest wkl
↪
esÃle na zbiorze macierzy

hermitowskich.

13



Dowód. Z lematu 2.8 mamy

(det(B1 + B2))1/n =
1
n

inf
A∈A

tr(AB1 + AB2)

≥ 1
n

inf
A∈A

tr(AB1) +
1
n

inf
A∈A

tr(AB2) = (det B1)1/n + (det B2)1/n.

Wkl
↪
esÃlość wynika teraz z jednorodności rozpatrywanego odwzorowania.
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3. Zespolony operator Monge’a-Ampère’a

W tym rozdziale podamy definicj
↪
e oraz potrzebne nam później wÃlasności zespolonego

operatora Monge’a-Ampère’a dla funkcji psh ci
↪
agÃlych. Wi

↪
ekszość rezultatów b

↪
edzie miaÃla

charakter czysto lokalny i wtedy nie b
↪
edziemy precyzować na jakim obszarze w Cn funkcje

te s
↪
a określone. Podstawowym wynikiem jest nast

↪
epuj

↪
ace twierdzenie, b

↪
ed

↪
ace w istocie

definicj
↪
a operatora Monge’a-Ampère’a:

Twierdzenie 3.1 ([BT1]). Dla każdej funkcji psh ci
↪
agÃlej u istnieje dokÃladnie jedna do-

datnia miara borelowska Mu (określona tam gdzie u) o nast
↪
epuj

↪
acych wÃlasnościach:

i) Mu = det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
, gdy u jest klasy C∞;

ii) Jeśli {uj} jest ci
↪
agiem funkcji psh ci

↪
agÃlych jednostajnie zbieżnych do u, to Muj −→

Mu sÃlabo.

Operator M konstruować b
↪
edziemy przy pomocy operatorów różniczkowych ∂ i ∂

(zob. np. [Hör1], str. 22-25). Mamy d = ∂ + ∂, poÃlóżmy

dc := i(∂ − ∂).

Wtedy ddc = 2i∂∂ oraz, dzi
↪
eki propozycji 2.4, u jest psh wtedy i tylko wtedy, gdy ddcu ≥ 0.

Ponadto dla gÃladkich u mamy

(ddcu)n = ddcu ∧ . . . ∧ ddcu = n!4n det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
.

Propozycja 3.2 ([Dem]). Dla funkcji psh ci
↪
agÃlej u i pr

↪
adu zamkni

↪
etego dodatniego T

zdefiniujmy
ddcu ∧ T := ddc (uT ) .

Wtedy pr
↪
ad ddcu ∧ T jest zamkni

↪
ety i dodatni.

Dowód. Wystarczy pokazać dodatniość. Niech uj := u ∗ ρ1/j b
↪
ed

↪
a regularyzacjami funkcji

u. Wtedy ujT −→ uT sÃlabo oraz ddc (ujT ) = ddcuj ∧ T w zwykÃlym sensie. Z propozycji
2.5 mamy ddcuj ∧ T ≥ 0, a st

↪
ad ddcu ∧ T ≥ 0.

Możemy zatem zdefiniować indukcyjnie

ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T := ddc (u1ddcu2 ∧ . . . ∧ ddcukT )

gdzie u1, . . . , uk s
↪
a funkcjami psh ci

↪
agÃlymi a T pr

↪
adem zamkni

↪
etym dodatnim; dostaniemy

znowu pr
↪
ad zamkni

↪
ety dodatni.
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Propozycja 3.3. Jeśli T jest pr
↪
adem bistopnia (p, p) zaś Ψ form

↪
a klasy C∞ bistopnia

(q, q) oraz p + q + 1 = n, to

Ψ ∧ ddcT − ddcΨ ∧ T = d (Ψ ∧ dcT − dcΨ ∧ T ) .

Dowód. Mamy

d (Ψ ∧ dcT − dcΨ ∧ T ) = Ψ ∧ ddcT − ddcΨ ∧ T + dΨ ∧ dcT + dcΨ ∧ dT

oraz
dΨ ∧ dcT = i

(
∂Ψ ∧ ∂T − ∂Ψ ∧ ∂T

)
= −dcΨ ∧ dT.

Nast
↪
epny rezultat jest nazywany nierówności

↪
a Cherna-Levine’a-Nirenberga:

Twierdzenie 3.4 ([CLN]). Jeśli K b Ω b Cn, to istnieje staÃla C, zależna tylko od K i Ω,
taka, że dla każdego pr

↪
adu zamkni

↪
etego dodatniego T i dowolnych u1, . . . , uk ∈ PSH∩C(Ω)

mamy
||ddcu1 ∧ . . . ∧ ddcuk ∧ T ||K ≤ C||u1||L∞(Ω) . . . ||uk||L∞(Ω)||T ||Ω,

gdzie jeśli T =
∑

I,J TIJdzI ∧ dzJ , to

||T ||K =
∑

I,J

|TIJ | (K) .

Dowód. Dzi
↪
eki indukcji możemy zaÃlożyć, że k = 1, u1 = u. Niech ϕ ∈ C∞0 (Ω) b

↪
edzie

takie, że ϕ = 1 na K, ϕ ≥ 0 i niech β b
↪
edzie takie jak w lemacie 2.6, gdzie (p, p) jest

bistopniem pr
↪
adu ddcu ∧ T . Z lematu 2.6, propozycji 3.3 i twierdzenia 2.1 (Ψ := ϕβ;

wtedy ddcΨ = ddcϕ ∧ β, bo dβ = 0) mamy

||ddcu ∧ T ||K ≤ C ′
∫

K

ddcu ∧ T ∧ β ≤ C ′
∫

Ω

ϕ ddcu ∧ T ∧ β

= C ′
∫

Ω

uT ∧ ddcϕ ∧ β ≤ C||u||L∞(Ω)||T ||Ω,

gdzie C jest równe staÃlej C ′ pomnożonej przez maksimum moduÃlów wszystkich wspóÃlczyn-
ników formy ddcϕ ∧ β.

Nast
↪
epne twierdzenie można traktować jako uogólnienie nierówności Cherna-Levine’a-

Nirenberga:

Twierdzenie 3.5. ZaÃlóżmy, że Ω jest obszarem ograniczonym w Cn i niech h, u, v ∈
PSH(Ω) ∩ C(Ω) b

↪
ed

↪
a takie, że u ≤ h na Ω, u = h na ∂Ω oraz v ≤ 0 na Ω. Niech T b

↪
edzie

pr
↪
adem zamkni

↪
etym dodatnim bistopnia (n-1,n-1) na Ω. Wtedy dla t ≥ 1 mamy

∫

Ω

(h− u)tddcv ∧ T ≤ t

∫

Ω

|v|(h− u)t−1ddcu ∧ T.
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Wniosek 3.6 ([BÃlo1]). Niech Ω, u i h b
↪
ed

↪
a takie jak w twierdzeniu 3.5. Wtedy dla

vj ∈ PSH ∩ C(Ω), vj ≤ 0, j = 1, . . . , n, mamy

∫

Ω

(h− u)nddcv1 ∧ . . . ∧ ddcvn ≤ n! ||v1||Ω . . . ||vn−1||Ω
∫

Ω

|vn| (ddcu)n
.

Dowód twierdzenia 3.5. Zamiana h na hε := max{u, h − ε} i skorzystanie z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieżności ograniczonej redukuje dowód twierdzenia do przypadku, gdy h = u
na otoczeniu ∂Ω. Niech teraz hδ := h ∗ ρδ, uδ := u ∗ ρδ. Z lokalnie jednostajnej zbieżności
regularyzacji, ze sÃlabej zbieżności ddcuδ∧T −→ ddc∧T oraz z nierówności Cherna-Levine’a-
Nirenberga dostaniemy sÃlab

↪
a zbieżność

|v|(hδ − uδ)tddcuδ ∧ T −→ |v|(h− u)tddcu ∧ T.

Wystarczy wi
↪
ec udowodnić twierdzenie 3.5 w przypadku, gdy h i u s

↪
a gÃladkie oraz

h = u na otoczeniu ∂Ω. Z twierdzenia Stokes’a mamy
∫

Ω

(h− u)tddcv ∧ T =
∫

Ω

vddc(h− u)t ∧ T.

Na mocy propozycji 2.5, by zakończyć dowód, wystarczy pokazać, że

(3.1) −ddc(h− u)t ≤ t(h− u)t−1ddcu.

Mamy

ddc(h− u)t = t(t− 1)(h− u)t−2d(h− u) ∧ dc(h− u) + t(h− u)t−1ddc(h− u)

oraz d(h − u) ∧ dc(h − u) = i∂(h − u) ∧ ∂(h− u) ≥ 0 i ddch ≥ 0, co dowodzi nierówności
(3.1).

Maj
↪
ac do dyspozycji operator (ddc)n oraz nierówność Cherna-Levine’a-Nirenberga

możemy Ãlatwo udowodnić twierdzenie 3.1:

Dowód twierdzenia 3.1. Definiujemy oczywíscie

Mu := (n!4n)−1 (ddcu)n
.

WÃlasność i) oraz jednoznaczność Mu s
↪
a oczywiste. Wystarczy pokazać ii). Niech uj −→ u

jednostajnie i oznaczmy T k
j := (ddcuj)k, T k := (ddcu)k, k = 1, . . . , n. Udowodnimy

indukcyjnie, że T k
j −→ T k sÃlabo. Wystarczy pokazać, że z tego, iż T k

j −→ T k sÃlabo
wynika, że ujT

k
j −→ uT k sÃlabo. Mamy

ujT
k
j − uT k = uj(T k

j − T k) + (uj − u)T k
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i wystarczy skorzystać z nierówności Cherna-Levine’a-Nirenberga.

Ważn
↪
a wÃlasności

↪
a zespolonego operatora Monge’a-Ampère’a jest jego dobre zachowa-

nie si
↪
e przy holomorficznej zmianie zmiennych:

Propozycja 3.7. Niech Ω1 i Ω2 b
↪
ed

↪
a zbiorami otwartymi w Cn i niech H : Ω1 −→ Ω2

b
↪
edzie odwzorowaniem holomorficznym o niezeruj

↪
acym si

↪
e jakobianie. Wtedy dla u ∈

PSH ∩ C(Ω2) mamy
M(u ◦H) = |JacH|2H∗Mu,

gdzie H∗Mu jest obrazem wstecznym (ang. pullback) miary Mu (gdy Mu ∈ C(Ω), to
H∗Mu = Mu ◦H; zob. [Hör2], Theorem 6.1.2).

Dowód. H∗ : D′(Ω2) −→ D′(Ω1) jest odwzorowaniem liniowym ci
↪
agÃlym, a ponieważ

problem jest czysto lokalny, to możemy zaÃlożyć, że u jest klasy C∞. Wtedy mamy równość
macierzy: (

∂2(u ◦H)
∂zj∂zk

)
= AT

(
∂2u

∂zl∂zm
◦H

)
A,

gdzie A = (∂Hp/∂zq), co kończy dowód propozycji.

Dla funkcji klasy C∞ mamy

(3.2) Mu = det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
.

Prawa strona (3.2) jest dobrze określona również dla funkcji klasy C2 a nawet funkcji klasy
C1,1, tj. funkcji klasy C1, których pochodne cz

↪
astkowe s

↪
a lokalnie lipschitzowskie. Wynika

to z twierdzenia Rademachera (zob. np. [ÃLoj]), które mówi, że funkcja lipschitzowska jest
różniczkowalna prawie wsz

↪
edzie wzgl

↪
edem miary Lebesgue’a. Funkcje klasy C1,1 można

identyfikować z dystrybucjami, których pochodne cz
↪
astkowe drugiego rz

↪
edu s

↪
a lokalnie

ograniczone. (Istotnie, z twierdzenia Sobolewa, zob. np. [Hör2], Theorem 4.5.12, wynika
w szczególności, że takie dystrybucje s

↪
a klasy C1. To, że s

↪
a klasy C1,1 można teraz Ãlatwo

wywnioskować z oszacowania

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ ||∇ϕ|| |x− y|, ϕ ∈ C∞0 (Rm), x, y ∈ Rm.)

Propozycja 3.8. Równość (3.2) pozostaje prawdziwa dla funkcji psh klasy C1,1. Co
wi

↪
ecej, jeśli uδ := u ∗ ρδ jest regularyzacj

↪
a takiej funkcji u, to Muδ −→ Mu lokalnie w

normie Lp dla każdego p < ∞.

Dowód. Wystarczy pokazać drug
↪
a cz

↪
eść propozycji. Zauważmy najpierw, że pochodne

cz
↪
astkowe ∂2u/∂zj∂zk, dobrze zdefiniowane ”punktowo” dzi

↪
eki twierdzeniu Rademachera

jako funkcje lokalnie ograniczone, pokrywaj
↪
a si

↪
e z pochodnymi dystrybucyjnymi (wynika to
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st
↪
ad, że funkcje bezwzgl

↪
ednie ci

↪
agÃle, a wi

↪
ec także lipschitzowskie, jednej zmiennej możemy

caÃlkować przez cz
↪
eści, zob. [ÃLoj], Tw. 6, str. 174). Dla p < ∞ mamy zbieżność w Lp

loc

∂2uδ

∂zj∂zk
=

∂2u

∂zj∂zk
∗ ρδ −→ ∂2u

∂zj∂zk
.

W celu zakończenia dowodu wystarczy zaobserwować, że jeśli dwa ci
↪
agi funkcji {fj} i

{gj} s
↪
a lokalnie jednostajnie ograniczone oraz zbieżne w Lp

loc do, odpowiednio, f i g, to
fjgj −→ fg w Lp

loc. Istotnie, wystarczy zapisać

fjgj − fg = fj(gj − g) + g(fj − f).

Nast
↪
epne twierdzenie nazywane jest cz

↪
esto zasad

↪
a porównawcz

↪
a:

Twierdzenie 3.9 ([BT1]). Jeśli Ω b Cn, u, v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω) s
↪
a takie, że u ≤ v na ∂Ω

oraz Mu ≥ Mv, to u ≤ v w Ω.

Dowód. Przypuśćmy, że zbiór {u < v} jest niepusty. Niech C b
↪
edzie takie, że ψ(z) :=

|z|2 − C ≤ 0 na Ω; wtedy dla pewnego ε > 0 zbiór S := {u + εψ > v} jest także niepusty.
Dla δ > 0 niech vδ := max{u+εψ, v+δ}. Wtedy vδ ↓ u+εψ na S, gdy δ ↓ 0, oraz vδ = v+δ
na otoczeniu ∂S. Z twierdzenia Stokes’a oraz ze sÃlabej zbieżności Mvδ −→ M(u + εψ)
mamy

Mv(S) = lim inf
δ−→0

Mvδ(S) ≥ M(u + εψ)(S) ≥ Mu(S) + εn > Mu(S)

- sprzeczność (operator M jest superaddytywny - wynika to Ãlatwo np. z wniosku 2.9).

Twierdzenie 3.10 ([BT1]). Jeśli funkcje u i v s
↪
a psh i ci

↪
agÃle, to

M max{u, v} ≥ 1{u>v}Mu + 1{u≤v}Mv,

gdzie 1A oznacza funkcj
↪
e charakterystyczn

↪
a zbioru A.

Dowód. Wystarczy pokazać, że dla zwartych K ⊂ {u = v} mamy M max{u, v}(K) ≥
Mu(K). Dla δ > 0 niech uδ := max{u + δ, v}; wtedy uδ = u + δ na otoczeniu K oraz
uδ ↓ max{u, v}. Ze sÃlabej zbieżności Muδ −→ M max{u, v} mamy wi

↪
ec

Mu(K) = lim sup
δ−→0

Muδ(K) ≤ M max{u, v}(K).
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4. Problem Dirichleta w obszarach B-regularnych

Celem tego rozdziaÃlu jest przedstawienie dowodu nast
↪
epuj

↪
acego twierdzenia:

Twierdzenie 4.1 ([BT1]). ZaÃlóżmy, że Ω b Cn jest obszarem B-regularnym. Niech
f ∈ C(∂Ω), F ∈ C(Ω), F ≥ 0. Wtedy istnieje dokÃladnie jedno rozwi

↪
azanie u = uΩ(f, F )

nast
↪
epuj

↪
acego problemu Dirichleta:

(4.1)





u ∈ PSH (Ω) ∩ C
(
Ω

)

Mu = F na Ω
u|∂Ω = f.

W rozdziale 6. uogólnimy powyższe twierdzenie na klas
↪
e obszarów hiperwypukÃlych.

Dowód twierdzenia 4.1. Jednoznaczność wynika z zasady porównawczej. Co wi
↪
ecej,

rozwi
↪
azanie, jeśli istnieje, to musi być postaci u = supB, gdzie

B = {v ∈ PSH (Ω) ∩ C(Ω) : v|∂Ω = f, Mv ≥ F}.

(elementy rodziny B nazywamy podrozwi
↪
azaniami problemu (4.1)). Niech ψ b

↪
edzie takie

jak w twierdzeniu 1.8. Rodzina B jest niepusta, bo jeśli v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω), v|∂Ω = f , to
M(v + Aψ) ≥ Mv + AnMψ ≥ An ≥ F dla A odpowiednio dużego. Na mocy twierdzenia
3.10 rodzina B ma wÃlasność kraty:

(4.2) v1, v2 ∈ B ⇒ max{v1, v2} ∈ B.

Twierdzenie b
↪
edzie dowodzone w kilku etapach.

I. Możemy zaÃlożyć, że F ∈ C∞(Ω).

ZaÃlóżmy, że udowodnilísmy twierdzenie 4.1 dla gÃladkich F . Jeśli teraz F b
↪
edzie

dowoln
↪
a funkcj

↪
a nieujemn

↪
a i ci

↪
agÃl

↪
a na Ω, to znajdziemy ci

↪
ag gÃladkich funkcji {Fj} taki, że

Fj ↓ F . Istniej
↪
a zatem rozwi

↪
azania uj := uΩ(f, Fj) i z zasady porównawczej dostaniemy

uj + ‖Fj − Fk‖1/n

Ω
ψ ≤ uk,

a st
↪
ad

‖uj − uk‖Ω ≤ ‖ψ‖Ω‖Fj − Fk‖1/n

Ω
.

Funkcje uj s
↪
a zatem jednostajnie zbieżne na Ω. Można teraz Ãlatwo pokazać, że u := lim uj

jest szukanym rozwi
↪
azaniem.
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II. Jeśli funkcja F jest jednostajnie ci
↪
agÃla na Ω, to u := supB ∈ B.

Wybierzmy v0 ∈ B i niech h b
↪
edzie funkcj

↪
a harmoniczn

↪
a na Ω, ci

↪
agÃl

↪
a na Ω i tak

↪
a, że

h|∂Ω = f . Mamy vo ≤ u ≤ h, zatem w szczególności u∗ = u∗ = f na ∂Ω.
Z definicji funkcja u jest póÃlci

↪
agÃla z doÃlu. Chcemy pokazać, że jest ona również

póÃlci
↪
agÃla z góry. Rozumowanie b

↪
edzie podobne jak w dowodzie twierdzenia 1.6. Ustalmy

z0 ∈ Ω i ε > 0. Znajdziemy 0 < δ < dist(z0, ∂Ω) takie, że

(4.3) z ∈ Ω, w ∈ ∂Ω, |z − w| ≤ 2δ ⇒ |v0(z)− f(w)| < ε, |h(z)− f(w)| < ε

(dzi
↪
eki zwartości ∂Ω) oraz

(4.4) |τ | ≤ δ, z ∈ Ω, z + τ ∈ Ω ⇒ |F (z + τ)− F (z)| ≤ (ε/‖ψ‖Ω)n

(dzi
↪
eki jednostajnej ci

↪
agÃlości F ). Ustalmy z̃ ∈ B(z0, δ). Znajdziemy wtedy v ∈ B takie, że

u(z̃) ≤ v(z̃) + ε. Z (4.2) wynika, że możemy wzi
↪
ać v ≥ v0, a st

↪
ad i z (4.3) mamy

(4.5) z ∈ Ω, w ∈ ∂Ω, |z − w| ≤ 2δ ⇒ |v(z)− v(w)| < ε.

Zdefiniujmy

v̂(z) :=
{

max{v(z), v(z + z̃ − z0)− 2ε} gdy z + z̃ − z0 ∈ Ω,

v(z) gdy z + z̃ − z0 6∈ Ω.

Gdy z + z̃ − z0 ∈ ∂Ω, to z (4.5) mamy v(z + z̃ − z0) ≤ v(z) + ε, wi
↪
ec v̂ ∈ PSH(Ω) ∩C(Ω).

Z (4.5) wynika również, że v̂ = v na pewnym otoczeniu ∂Ω. Dzi
↪
eki (4.4) i twierdzeniu

3.10 mamy Mv̂ ≥ F − (ε/‖ψ‖Ω)n, a st
↪
ad wynika, że v̂ + εψ/‖ψ‖Ω ∈ B. Mamy wi

↪
ec

u(z0) ≥ v̂(z0)−ε ≥ v(z̃)−3ε ≥ u(z̃)−4ε, czyli funkcja u jest póÃlci
↪
agÃla z doÃlu. Pokazalísmy

wi
↪
ec, że u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω), u|∂Ω = f .

Z lematu Choquet’a (zob. np. [Doo]) wynika, że istnieje ci
↪
ag {vj} ⊂ B taki, że u =

sup vj . Dla uj := max{v1, . . . , vj} ∈ B mamy wtedy uj ↑ u. Zbieżność jest jednostajna,
zatem Mu ≥ F i w efekcie u ∈ B.

III. Możemy zaÃlożyć, że Ω jest kul
↪
a jednostkow

↪
a B oraz f ∈ C∞(∂B).

Do udowodnienia twierdzenia 4.1 pozostaÃlo pokazanie, że jeśli F ∈ C∞(Ω), to Mu =
F . ZaÃlóżmy najpierw, że zrobilísmy to w przypadku, gdy Ω jest kul

↪
a. Niech teraz Ω b

↪
edzie

dowolne. Ustalmy B̃ = B(z0, r) b Ω i niech ũ := u
B̃

(f |
∂B̃

, F |
B̃

). Z zasady porównawczej
ũ ≥ u na B̃ oraz ũ = u na ∂B̃. Z twierdzenia 3.10 wynika, że funkcja

v :=
{

ũ na B̃

u na Ω \ B̃

jest elementem rodziny B (bo v = max{u, v}). W efekcie ũ = u na B, wi
↪
ec Mu = F na

B̃. Możemy zatem zaÃlożyć, że Ω = B.
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ZaÃlóżmy z kolei, że twierdzenie 4.1 jest prawdziwe, gdy f ∈ C∞(∂B). Jeśli teraz
f ∈ C(∂B), to znajdziemy ci

↪
ag {fj} ⊂ C∞(∂B) taki, że fj ↓ f na ∂B oraz rozwi

↪
azania

uj := uB(fj , F ). Z zasady porównawczej Ãlatwo pokażemy, że ci
↪
ag {uj} jest jednostajnie

zbieżny na Ω i st
↪
ad otrzymamy rozwi

↪
azanie uB(f, F ) = lim uj .

IV. Jeśli f ∈ C2(∂B) oraz F ∈ C2(B), to u ∈ C1,1(B).

Dla a ∈ B poÃlóżmy

Ta(z) :=
a− Pa(z)− saQa(z)

1− 〈z, a〉 ,

gdzie Pa(z) = 〈z,a〉
|a|2 a jest rzutem punktu z na prost

↪
a Ca, Qa(z) = z − Pa(z), sa =√

(1− |a|2) (T0(z) = −z). Wtedy Ta jest biholomorfizmem B, Ta
−1 = Ta oraz Ta(0) = a

(zob. [Rud]).
Ustalmy ε > 0 i zdefiniujmy

L(a, h, z) := T−1
a+h (Ta (z)) = Ta+h (Ta (z)) .

Wtedy L ∈ C∞
(
B1−ε ×Bε ×B

)
(BR = B (0, R)), bo możemy wyliczyć, że

Ta(z) =
a− saz + 〈z,a〉

sa+1a

1− 〈z, a〉 .

Jeśli oznaczymy

V (a, h, z) :=
1
2

[u (L (a, h, z)) + u (L (a,−h, z))] ,

to V ∈ C2
(
B1−ε ×Bε × ∂B

)
oraz

(4.6) V (a, 0, z) = u(z),

(4.7) V (z, h, z) =
1
2

[u(z + h) + u(z − h)] .

Chcemy najpierw pokazać, że istniej
↪
a staÃle dodatnie K1 i K2, zależne tylko od u i ε, takie,

że dla (a, h) ∈ B1−ε ×Bε/2 funkcja

v(z) := V (a, h, z)−K1|h|2 + K2(|z|2 − 1)|h|2

należy do B. Dla a ∈ B1−ε i z ∈ ∂B mamy ∂V /∂h(a, 0, z) = 0, wi
↪
ec ze wzoru Taylora z

reszt
↪
a Lagrange’a

V (a, h, z) = V (a, 0, z) +
1
2

∂2V

∂h2
(a, h̃, z). h2
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dla pewnego |h̃| ≤ |h|. Dzi
↪
eki (4.6) wystarczy zatem wzi

↪
ać

K1 :=
1
2

∥∥∥∥
∂2V

∂h2

∥∥∥∥
B1−ε×Bε/2×∂B

,

żeby dostać v|∂B ≤ f . Z kolei dzi
↪
eki propozycji 3.7

Mv ≥ 1
2

[
F (L(a, h, z))|JaczL(a, h, z)|2 + F (L(a,−h, z))|JaczL(a,−h, z)|2] + K2|h|2.

Jeśli teraz ponownie skorzystamy ze wzoru Taylora z reszt
↪
a Lagrange’a, to staÃla

K2 :=
1
2

∥∥∥∥∥
∂2

(
F (L(a, h, z))|JaczL(a, h, z)|2)

∂h2

∥∥∥∥∥
B1−ε×Bε/2×∂B

da nam v ∈ B. Gdy a = z, to z (4.7) otrzymamy oszacowanie

(4.8) u (z + h) + u (z − h)− 2u (z) ≤ K|h|2, |z| ≤ 1− ε, |h| ≤ ε/2,

gdzie staÃla K := K1 + K2 zależy tylko od ε, f i F .
Pokażemy teraz, że dowolna funkcja psh na B speÃlniaj

↪
aca oszacowanie (4.8) jest klasy

C1,1. Jeśli uδ := u ∗ ρδ, to z (4.8) dla δ < ε/2 mamy

uδ (z + h) + uδ (z − h)− 2uδ (z) ≤ K|h|2, |z| ≤ 1− 2ε, |h| ≤ ε/2,

st
↪
ad zaś uδ

′′ (z) .h2 ≤ K|h|2. Funkcje uδ s
↪
a psh, wi

↪
ec

uδ
′′ (z) .h2 + uδ

′′ (z) . (ih)2 = 4
n∑

j,k=1

∂2uδ

∂zj∂zk
(z)hjhk ≥ 0.

Mamy zatem
uδ
′′ (z) .h2 ≥ −u′′δ (z) . (ih)2 ≥ −K|h|2,

wi
↪
ec |u′′δ (z) | ≤ K. Z twierdzenia Banacha-Alouglu i ze sÃlabej zbieżności ci

↪
agu {u′′δ} do u′′

dostaniemy lokaln
↪
a ograniczoność pochodnych cz

↪
astkowych drugiego rz

↪
edu funkcji u, czyli

u jest klasy C1,1.

V. Mu = F , gdy u ∈ C1,1.

Z punktu III mamy Mu ≥ F . Z propozycji 3.8 wynika, że wystarczy pokazać, że

(4.9) det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
= F

tam gdzie funkcja u jest dwukrotnie różniczkowalna. Przypuśćmy, że dla pewnego z0 mamy
siln

↪
a nierówność ”>” w (4.9). Możemy zaÃlożyć, że macierz (∂2u/∂zj∂zk(z0)) ma postać
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diagonaln
↪
a (λjδjk), λj > 0. Niech 0 < λ̃j < λj b

↪
ed

↪
a takie, że λ̃1 . . . λ̃n > F (z0). Z

rozwini
↪
ecia Taylora mamy

u (z0 + h) = Re P (h) + λ1|h1|2 + · · ·+ λn|hn|2 + o
(|h|2) ,

gdzie

P (h) = u(z0) + 2
n∑

j=1

∂u

∂zj
(z0)hj +

n∑

j,k=1

∂2u

∂zj∂zk
(z0)hjhk.

Istniej
↪
a zatem r > 0 i ε > 0 takie, że F (z0 + h) < λ̃1 . . . λ̃n, gdy |h| ≤ r, oraz

Q(h) := Re P (h) + λ̃1|h1|2 + · · ·+ λ̃n|hn|2 + ε < u(z0 + h),

gdy |h| = r. Wtedy funkcja

v(z) :=
{

max{u(z), Q(z − z0)} dla z ∈ B(z0, r),
u(z) dla z 6∈ B(z0, r)

należy do B, wi
↪
ec v ≤ u. Mamy jednak v(z0) ≥ Re P (0) + ε = u(z0) + ε - sprzeczność.

Dowód twierdzenia 4.1 zostaÃl zakończony.

Przy okazji w punkcie IV dowodu twierdzenia 4.1 udowodnilísmy nast
↪
epuj

↪
ace:

Twierdzenie 4.2. Jeśli B jest kul
↪
a jednostkow

↪
a w Cn, f ∈ C2(∂B) oraz F ∈ C2(B), to

uB(f, F ) ∈ C1,1(B).
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5. Stabilność operatora Monge’a-Ampère’a

Definicja. Niech p, q ∈ (0,∞]. Powiemy, że operator Monge’a-Ampère’a jest (p, q)-stabilny,
jeżeli istnieje staÃla C, zależna tylko od p, q i n, taka, że

(5.1) ‖uB(0, F )‖Lp(B) ≤ C‖F‖1/n
Lq(B), F ∈ C(B), F ≥ 0.

Z nierówności Höldera wynika, że (p0, q0)-stabilność implikuje (p, q)-stabilność dla
p ≤ p0 i q ≥ q0. Z zasady porównawczej dla F ∈ C(B), F ≥ 0, mamy

‖F‖1/n

B
(|z|2 − 1) ≤ uB(0, F )(z), z ∈ B,

sk
↪
ad wynika, że operator Monge’a-Ampère’a jest (∞,∞)-stabilny. To zaś oznacza, że jest

on (p,∞)-stabilny dla każdego p > 0. Pokażemy teraz kiedy operator Monge’a-Ampère’a
nie jest (p, q)-stabilny:

PrzykÃlad. Niech u b
↪
edzie funkcj

↪
a psh gÃladk

↪
a na Cn tak

↪
a, że u(z) = log |z|, gdy |z| ≥ 1.

Zdefiniujmy uj(z) := u(jz)− log j. Wtedy uj(z) = log |z|, gdy |z| ≥ 1/j, uj ↓ log |z|, gdy
j ↑ ∞, oraz Muj(z) = j2nMu(jz). Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności monotonicznej
mamy zatem ‖uj‖Lp(B) −→ ‖ log |z|‖Lp(B) oraz, ponieważ Muj(z) = M(log |z|) = 0, gdy
|z| ≥ 1/j, mamy ‖Muj‖Lq(B) = j2n(1−1/q)‖Mu‖Lq(B). Pokazuje to, że operator Monge’a-
Ampère’a nie jest (p, q)-stabilny, gdy albo q < 1 albo p = ∞ i q = 1.

(p, q)-stabilność oznacza, że Lp-norm
↪
e odpowiednio regularnej funkcji psh na kuli jed-

nostkowej, zeruj
↪
acej si

↪
e na brzegu, możemy oszacować przez Lq-norm

↪
e g

↪
estości miary Mon-

ge’a-Ampère’a tej funkcji. Okazuje si
↪
e, że rozpatrywanie tylko kuli i funkcji psh nie jest

istotnym ograniczeniem:

Twierdzenie 5.1. Niech Ω b
↪
edzie obszarem w Cn zawartym w pewnej kuli o promieniu

R. ZaÃlóżmy, że operator Monge’a-Ampère’a jest (p, q)-stabilny. Wtedy
i) Dla u, v ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω) takich, że u = v na ∂Ω oraz Mu,Mv ∈ C(Ω) mamy

‖u− v‖Lp(Ω) ≤ CR‖Mu−Mv‖1/n

Lq(Ω)
,

gdzie

CR = C R2(n
p + q−1

q ).

ii) Dla ϕ ∈ C2(Ω) takich, że ϕ|∂Ω = 0 mamy

‖ϕ‖Lp(Ω) ≤ 2CR‖Mϕ‖1/n

Lq(Ω)
.

25



Dowód. Możemy zaÃlożyć, że R = 1 oraz Ω ⊂ B (wykÃladnik przy R dostaniemy stosuj
↪
ac

liniow
↪
a transformacj

↪
e z 7→ Rz). W celu udowodnienia i) wybierzmy Fj ∈ C(B) takie, że

Fj |Ω = |Mu − Mv| oraz Fj ↓ 0 na B \ Ω. Jeśli poÃlożymy uj := uB(0, Fj), to z zasady
porównawczej |u− v| ≤ −uj na Ω. Zatem z (p, q)-stabilności

‖u− v‖Lp(Ω) ≤ ‖uj‖Lp(B) ≤ C‖Fj‖1/n
Lq(B) −→ CR‖Mu−Mv‖1/n

Lq(Ω)
.

Dla dowodu ii) przez Γϕ oznaczmy maksymalny zbiór otwarty, na którym ϕ jest ścísle psh.
B

↪
edzie nam potrzebna nast

↪
epuj

↪
aca wersja zasady porównawczej:

Twierdzenie 5.2. Niech Ω i u b
↪
ed

↪
a takie jak w twierdzeniu 3.9. ZaÃlóżmy, że v ∈

C2(Ω) ∩ C(Ω), u ≤ v na ∂Ω oraz Mu ≥ Mv na Γv. Wtedy u ≤ v na Ω.

Dowód. B
↪
edziemy si

↪
e wzorować na dowodzie Lemma 5.2 w [RT]. Niech C b

↪
edzie takie, że

ψ(z) := |z|2 − C ≤ 0 na Ω. Przypuśćmy, że zbiór {u > v} jest niepusty, wtedy również
S := {u+εψ > v} 6= ∅ dla pewnego ε > 0. Przez a oznaczmy maksimum funkcji u+εψ−v
zaś przez W zbiór, na którym jest ono realizowane. W jest zbiorem zwartym, zawartym
w S.

Przypuśćmy, że W ⊂ Γv. Wtedy dla pewnego a′ < a mielibyśmy u + εψ − v ≤ a′ na
∂Γv i z klasycznej zasady porównawczej dostalibyśmy sprzeczność. Możemy zatem zaÃlożyć,
że istnieje z0 ∈ W \Γv. Wtedy macierz (∂2v/∂zj∂zk(z0)) nie jest dodatnio określona, czyli
dla pewnego α ∈ Cn

∂2

∂ζ∂ζ
v(z0 + ζα)(0) ≤ 0.

Mamy wi
↪
ec

∂2

∂ζ∂ζ
(u + εψ − v)(z0 + ζα)(0) > 0

co przeczy temu, że u + εψ − v ma maksimum w z0.

Uwaga. Twierdzenie 5.2 nie jest prawdziwe, jeśli o funkcji v zaÃlożymy tylko, że jest ci
↪
agÃla

na Ω. KontrprzykÃlad można Ãlatwo skonstruować nawet w przypadku, gdy n = 1.

Koniec dowodu twierdzenia 5.1. Podobnie jak poprzednio znajdziemy G+
j , G−j ∈ C(B)

takie, że G±j = M(±ϕ) w Γ±ϕ oraz G±j ↓ 0 na B \ Γ±ϕ. Jeśli teraz u±j := uB(0, G±j ), to z
twierdzenia 5.2 dostaniemy u+

j ≤ ϕ ≤ −u−j . W efekcie

‖ϕ‖Lp(Ω) ≤ ‖u+
j ‖Lp(B) + ‖u−j ‖Lp(B) ≤ C

(
‖G+

j ‖1/n
Lq(B) + ‖G−j ‖1/n

Lq(B)

)

−→ C
(
‖Mϕ‖1/n

Lq(Γϕ)
+ ‖Mϕ‖1/n

Lq(Γ−ϕ)

)
≤ 2C‖Mϕ‖1/n

Lq(Ω)
.
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Z drugiej strony nast
↪
epne twierdzenie pokazuje, że stabilność wystarczy weryfikować

dla gÃladkich funkcji psh:

Twierdzenie 5.3. ZaÃlóżmy, że dla pewnych p, q, C i C̃ mamy oszacowanie

(5.2) ‖u‖Lp(B) ≤ C̃‖u‖∂B + C‖Mu‖1/n
Lq(B), u ∈ PSH(B) ∩ C∞(B), u ≤ 0.

Wtedy operator Monge’a-Ampère’a jest (p, q)-stabilny.

Dowód. Ponieważ oszacowanie (5.2) nie zachodzi dla q < 1 oraz operator Monge’a-Am-
père’a jest (p,∞)-stabilny dla każdego p > 0, to możemy zaÃlożyć, że 1 ≤ q < ∞.

W celu pokazania (5.1) weźmy najpierw F ∈ C2(B), F ≥ 0. Dzi
↪
eki twierdzeniu

4.2 funkcja u := uB(0, F ) jest klasy C1,1 w B. Ustalmy ε > 0 i niech uδ := u ∗ ρδ ∈
PSH ∩ C∞(Bδ) (Bδ = B(0, 1 − δ)) b

↪
ed

↪
a regularyzacjami funkcji u. Niech δ̃ > 0 b

↪
edzie

takie, że ‖u‖B\Bδ̃
≤ ε. Wtedy

(5.3) ‖u‖p
Lp(B) ≤ ‖u‖p

Lp(Bδ̃) + εpλ(B) = lim
δ−→0

‖uδ‖p
Lp(Bδ̃) + εpλ(B).

Z zaÃlożenia oraz propozycji 3.8 mamy

(5.4) lim
δ−→0

‖uδ‖Lp(Bδ̃) ≤ lim
δ−→0

(
C̃ε + C‖Muδ‖1/n

Lq(Bδ̃)

)
= C̃ε + C‖F‖1/n

Lq(Bδ̃).

Z (5.3) i (5.4)

‖u‖p
Lp(B) ≤

(
C̃ε + C‖Mu‖1/n

Lq(B)

)p

+ εpλ(B),

wi
↪
ec dzi

↪
eki dowolności ε mamy (5.1) dla F ∈ C2(B).

Niech teraz F b
↪
edzie dowolne i niech Fj b

↪
edzie ci

↪
agiem funkcji klasy C2 na B malej

↪
a-

cym do F . Dzi
↪
eki zasadzie porównawczej mamy u+‖F−Fj‖1/n

B
(|z|2−1) ≤ uj ≤ uj+1 ≤ u,

gdzie u = uB(0, F ), uj = uB(0, Fj), zatem uj ↑ u. W szczególności ‖uj‖Lp(B) −→ ‖u‖Lp(B)

oraz ‖Fj‖Lq(B) −→ ‖F‖Lq(B), co kończy dowód twierdzenia.

Z wniosku 3.6 bezpośrednio wynika nast
↪
epuj

↪
aca:

Propozycja 5.4. Jeśli u, v ∈ PSH(B) ∩ C(B) oraz u|∂B = 0, to

∫

B

|u|nMv ≤ n!‖v‖n
L∞(B)

∫

B

Mu.

Dowód. We wniosku 3..6 wystarczy przyj
↪
ać Ω = B, h = 0 oraz v1 = · · · = vn = v.

Wniosek 5.5. Operator Monge’a-Ampère’a jest (n, 1)-stabilny.

Dowód. W propozycji 5.4 wystarczy przyj
↪
ać v(z) := |z|2 − 1.
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Wniosek 5.6 ([BÃlo2]). Niech q > 1. Wtedy (∞, q)-stabilność implikuje (nq/(q − 1), 1)-
stabilność.

Dowód. Niech u ∈ PSH ∩ C(B), u|∂B = 0. Oznaczmy p := nq/(q − 1) i zdefiniujmy
v := uB(0, |u|p/q). Wtedy dzi

↪
eki propozycji 5.4 i (∞, q)-stabilności mamy

∫

B

|u|pdλ =
∫

B

|u|nMv ≤ n!‖v‖n
L∞(B)

∫

B

Mu ≤ C

(∫

B

|u|pdλ

)1/q ∫

B

Mu.

Jak pokazaÃl ostatnio KoÃlodziej ([KoÃl]) operator Monge’a-Ampère’a jest (∞, q)-stabilny
dla każdego q > 1. Z wniosku 5.6 wynika zatem, że jest on (p, q)-stabilny dla wszystkich
par (p, q) poza tymi, które byÃly wymienione w przykÃladzie na pocz

↪
atku rozdziaÃlu.

Obecnie udowodnimy wcześniejszy rezultat Cegrella i Perssona:

Twierdzenie 5.7 ([CP]). Operator Monge’a-Ampère’a jest (∞, 2)-stabilny.

Potrzebne nam b
↪
ed

↪
a dwa lematy:

Lemat 5.8 ([GT], Lemma 9.2). Niech B b
↪
edzie kul

↪
a jednostkow

↪
a w Rm. Wtedy dla

u ∈ C2(B) ∩ C(B) mamy

− inf
B

u ≤ − inf
∂B

u +
2

λ(B)1/m

(∫

{D2u≥0}
detD2u dλ

)1/m

,

gdzie D2u = (∂2u/∂xj∂xk)j,k=1,...,m.

Lemat 5.9. ZaÃlóżmy, że funkcja u jest dwukrotnie różniczkowalna w punkcie z0 ∈ Cn

oraz że macierz (∂2u/∂xj∂xk(z0))j,k=1,...,2n jest dodatnio póÃlokreślona (przyjmujemy zj =
xj + ixn+j , j = 1, . . . , n). Wtedy

det
(

∂2u

∂xj∂xk
(z0)

)
≤ 4n

(
det

(
∂2u

∂zp∂zq
(z0)

))2

.

Dowód. Oznaczmy

X :=
(

∂2u

∂xj∂xk
(z0)

)

j,k=1,...,2n

, B :=
(

∂2u

∂zp∂zq
(z0)

)

p,q=1,...,n

.

Można wyliczyć, że przy oznaczeniach z lematów 2.7 i 2.8, dla A ∈ A mamy 4tr(AB) =
tr(ÂT X). Wtedy z lematów 2.7 i 2.8 dostaniemy

(det B)1/n =
1
4n

inf{tr(ÂT X) : A ∈ A} ≥ 1
2
(det X)1/2n.
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Dowód twierdzenia 5.7. Weźmy u ∈ PSH(B)∩C∞(B), u ≤ 0. Z lematów 5.8 i 5.9 mamy

‖u‖B ≤ ‖u‖∂B + C

(∫

{D2u≥0}
(Mu)2 dλ

)1/2n

.

(∞, 2)-stabilność wynika teraz z twierdzenia 5.3.
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6.Operator Monge’a-Ampère’a w obszarach hiperwypukÃlych

Używaj
↪
ac (∞, 2)-stabilności możemy teraz uogólnić twierdzenie 4.1 na przypadek ob-

szarów hiperwypukÃlych:

Twierdzenie 6.1 ([BÃlo2]). Niech Ω b Cn b
↪
edzie obszarem hiperwypukÃlym. ZaÃlóżmy, że

f ∈ C(∂Ω) przedÃluża si
↪
e do funkcji psh na Ω, ci

↪
agÃlej na Ω, tzn. istnieje v0 ∈ PSH(Ω)∩C(Ω)

takie, że v0|∂Ω = f . Niech F b
↪
edzie takie jak w twierdzeniu 4.1. Wtedy istnieje rozwi

↪
azanie

u = uΩ(f, F ) problemu (4.1).

Dowód. ZaÃlóżmy najpierw, że F ≡ 0 i niech u b
↪
edzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Niech

h b
↪
edzie funkcj

↪
a harmoniczn

↪
a na Ω, ci

↪
agÃl

↪
a na Ω i tak

↪
a, że h|∂Ω = f . Wtedy v0 ≤ u ≤ h

i z twierdzenia 1.6 u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω). Jeśli B̃ = B̃(z0, r) b Ω, to Ãlatwo pokażemy, że
u = u

B̃
(u|∂B , 0) na B̃, zatem Mu = 0. Możemy wi

↪
ec dodatkowo zaÃlożyć, że Mv0 = 0.

ZaÃlóżmy z kolei, że F ma nośnik zwarty w Ω. Niech ψ b
↪
edzie takie jak w twierdzeniu

1.7. Wtedy M(v0 + Aψ) ≥ F dla A odpowiednio dużego (bo F ma nośnik zwarty).
Niech Ωj ↑ Ω b

↪
ed

↪
a obszarami B-regularnymi. Dzi

↪
eki twierdzeniu 4.1 istniej

↪
a rozwi

↪
azania

uj := uΩj (v0|∂Ωj , F |Ωj ). Z zasady porównawczej

(6.1) v0 + Aψ ≤ uj+1 ≤ uj ≤ v0 na Ωj .

Chcemy pokazać, że ci
↪
ag {uj} jest lokalnie jednostajnie zbieżny na Ω. W tym celu wy-

bierzmy K b Ω i ε > 0. Niech k0 b
↪
edzie takie, że K ⊂ Ωk0 oraz |Aψ| ≤ ε na ∂Ωk0 . Wtedy

z (6.1) i zasady porównawczej dla j, k ≥ k0 mamy

‖uj − uk‖K ≤ ‖uj − uk‖Ωk0
= ‖uj − uk‖∂Ωk0

≤ ‖Aψ‖∂Ωk0
≤ ε,

wi
↪
ec ci

↪
ag {uj} jest lokalnie jednostajnie zbieżny na Ω. Możemy teraz Ãlatwo pokazać, że

u := lim uj jest szukanym rozwi
↪
azaniem.

Niech teraz F b
↪
edzie dowolne. Znajdziemy funkcje Fj ∈ C∞0 (Ω), Fj ≥ 0, takie, że

Fj −→ F w L2(Ω). Wystarczy pokazać, że ci
↪
ag rozwi

↪
azań uj := uΩ(f, Fj) jest jednostajnie

zbieżny na Ω. Możemy zaÃlożyć, że Ω ⊂ B. Wtedy z zasady porównawczej na Ω mamy

|uj − uk| ≤ −uΩ(0, |Fj − Fk|) ≤ −uB(0, |Fj − Fk|)

wi
↪
ec z twierdzenia 5.7

‖uj − uk‖Ω ≤ ‖uB(0, |Fj − Fk|)‖B ≤ C‖Fj − Fk‖1/n
L2(Ω)

czyli ci
↪
ag {uj} jest jednostajnie zbieżny na Ω. Funkcja u := lim uj posiada wszystkie

ż
↪
adane wÃlasności.

Uwaga. W dowodzie twierdzenia 6.1 nie musimy stosować twierdzenia 1.7 w peÃlnej wersji.
Jeśli K b Ω, to bez korzystania z twierdzenia 1.2 możemy Ãlatwo skonstruować funkcj

↪
e
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definiuj
↪
ac

↪
a, która jest ścísle psh i klasy C∞ tylko na pewnym otoczeniu K, i to wystarczy

w dowodzie twierdzenia 6.1.
Nie musimy również korzystać ze stabilności operatora Monge’a-Ampère’a, jeśli wiemy,

że dla Ω istnieje ci
↪
agÃla funkcja definiuj

↪
aca ψ taka, że Mψ ≥ F . Tak jest na przykÃlad w

przypadku bidysku:

PrzykÃlad. Bidysk ∆2 w C2 jest obszarem hiperwypukÃlym, ale nie B-regularnym. Dla
ε ∈ (0, 1] zdefiniujmy

ψ(z) := − (
1− |z1|2

)ε (
1− |z2|2

)ε
, z = (z1, z2) ∈ ∆

2
.

Wtedy ψ|∂∆2 = 0, ψ jest funkcj
↪
a klasy C∞, oddzielnie subharmoniczn

↪
a na ∆2 oraz

Mψ(z) = ε2
(
1− |z1|2

)2ε−2 (
1− |z2|2

)2ε−2 (
1− ε(|z1|2 + |z2|2)

)
,

zatem ψ jest psh na ∆2, gdy ε ≤ 1/2.
Pokazuje to (bez korzystania z rezultatów udowodnionych w rozdziaÃlach 1 i 5), że

dla Ω = ∆2 problem (4.1) ma rozwi
↪
azanie, jeśli f jest takie jak w twierdzeniu 6.1 zaś

F ∈ C(∆2) takie, że

0 ≤ F (z) ≤ C

(1− |z1|2)β (1− |z2|2)β
, z ∈ ∆2

dla pewnych C ≥ 0 oraz β < 2. Wzmacnia to rezultat Levenberga i Okady ([LO], Theo-
rem 3.1), którzy zakÃladaj

↪
a, że β < 1 i posÃluguj

↪
a si

↪
e znacznie bardziej skomplikowanymi,

probabilistycznymi metodami - dowód zajmuje okoÃlo 10 stron!

Na końcu pokażemy, że w obszarach hiperwypukÃlych problem (4.1) ma gÃladkie pod-
rozwi

↪
azania:

Twierdzenie 6.2. Niech Ω i f b
↪
ed

↪
a takie jak w twierdzeniu 6.1. Wtedy istnieje u ∈

PSH ∩ C∞(Ω) ∩ C(Ω) takie, że u|∂Ω = f oraz Mu ≥ 1.

W tym celu zdefiniujemy odpowiedni snop Richberga.
Dla A = (ajk) ∈ A, gdzie A jest określone w lemacie 2.8, oznaczamy

∆A :=
1
n

n∑

j,k=1

ajk
∂2

∂zj∂zk
.

Z lematu 2.8 i propozycji 3.8 mamy

(6.2) (Mu)1/n = inf
A∈A

∆Au dla u ∈ PSH ∩ C1,1.
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Dla funkcji psh ci
↪
agÃlej u rozpatrzmy nast

↪
epuj

↪
ace dwa warunki:

(6.3) ∆Au ≥ 1 dla A ∈ A,
(6.4) Mu ≥ 1.

Propozycja 6.3. i) Funkcja u speÃlnia (6.3) wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego δ > 0
regularyzacja uδ speÃlnia (6.3).

ii) Jeśli u speÃlnia (6.3), to Muδ ≥ 1 dla każdego δ > 0.
iii) Z (6.3) wynika (6.4).
iv) Warunki (6.3) i (6.4) s

↪
a równoważne w każdym z nast

↪
epuj

↪
acych przypadków:

a) u jest klasy C1,1,
b) Mu jest ci

↪
agÃle.

Dowód. i) Jeśli ∆Au ≥ 1, to ∆Auδ = (∆Au) ∗ ρδ ≥ 1. Implikacja przeciwna wynika ze
sÃlabej zbieżności ∆Auδ −→ ∆Au.

ii) Wynika z i) i (6.2).
iii) Wynika z ii) i sÃlabej zbieżności Muδ −→ Mu.
iv) Punkt a) wynika z (6.2). Żeby pokazać b) możemy zaÃlożyć, że funkcja u jest

określona na otoczeniu B, Mu jest ci
↪
agÃle oraz Mu ≥ 1. Niech fj ∈ C2(∂B) oraz Fj ∈

C2(B) b
↪
ed

↪
a takie, że fj ↑ u|∂B oraz Fj ↓ Mu. Wtedy dzi

↪
eki twierdzeniu 4.2 uj :=

uB(fj , Fj) ∈ C1,1(B) oraz z zasady porównawczej uj ↑ u. Z a) mamy wi
↪
ec ∆Auj ≥ 1,

zatem ∆Au ≥ 1 dla A ∈ A.

Możemy teraz zdefiniować poszukiwany snop Richberga:

Definicja. Jeśli Ω jest otwartym podzbiorem Cn, to przez F(Ω) oznaczmy zbiór wszystkich
funkcji ścísle psh ci

↪
agÃlych u na Ω takich, że dla Ω′ b Ω istnieje a ∈ (0, 1) takie, że funkcja

au speÃlnia (6.3) w Ω′.

Propozycja 6.4. F jest snopem Richberga.

Dowód. Definicja ma charakter lokalny, wi
↪
ec F jest snopem. Niech u ∈ F , ϕ ∈ C∞0 (Ω) i

niech a < 1 b
↪
edzie takie, że funkcja au speÃlnia (6.3) na otoczeniu suppϕ. Żeby przekonać

si
↪
e, że F speÃlnia (1.1) wystarczy wzi

↪
ać b ∈ (a, 1) oraz ε0 > 0 takie, że (1−b)u+εϕ ∈ PSH(Ω)

dla ε ∈ [0, ε0]; wtedy ∆A

(
a
b (u + εϕ)

) ≥ ∆A(au) ≥ 1 dla A ∈ A.
Tak samo jak w dowodzie twierdzenia 3.10 można pokazać, że

∆A max{u, v} ≥ 1{u>v}∆Au + 1{u≤v}∆Av, A ∈ A,

czyli F speÃlnia (1.2).
Niech Ω′, Ω, θ i u b

↪
ed

↪
a takie jak w (1.3). Żeby pokazać, że F speÃlnia (1.3) post

↪
epujemy

teraz tak jak w dowodzie propozycji 1.3. Dostaniemy lokalnie jednostajn
↪
a zbieżność

pochodnych cz
↪
astkowych ∂2uδθ/∂zj∂zk −→ ∂2u/∂zj∂zk, δ ↓ 0, na pewnym otoczeniu

zbioru {θ < 1} ∩ Ω′ zaś poza tym otoczeniem uδθ = uδ dla δ odpowiednio maÃlego. Wystar-
czy teraz skorzystać z propozycji 6.3 i).
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Dowód twierdzenia 6.2. Na mocy propozycji 6.4, twierdzenia 1.4 oraz propozycji 6.3 iv)
a) wystarczy pokazać, że istnieje u ∈ F(Ω)∩C(Ω) takie, że u|∂Ω = f . Niech v := uΩ(f, 2)
b

↪
edzie dane przez twierdzenie 6.1 a ψ przez twierdzenie 1.7. PoÃlóżmy u := v+ψ. Wtedy u

jest ścísle psh oraz, dzi
↪
eki propozycji 6.3 iv) b), ∆Au ≥ ∆Av ≥ 21/n dla A ∈ A, co kończy

dowód.
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- ścísle psh 4
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