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Wstep

Jesli u jest gladka funkcja plurisubharmoniczna (w skrécie psh) okreslona na otwartym
podzbiorze przestrzeni C”, to zespolony operator Monge’a-Ampere’a definiujemy nastepu-

jaco:
9%u
Mu = det .
Y © (azjaik)

M jest nieliniowym eliptycznym operatorem rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu.
Jak pokazali Bedford i Taylor ([BT1]), korzystajac z nieréwnosci udowodnionej wezesniej
przez Cherna, Levine’a i Nirenberga ([CLN]), Mu mozna dobrze zdefiniowaé réwniez dla
funkcji psh ciaglych jako dodatnia miare borelowska. Definicje te mozna rozszerzy¢ na
funkcje psh lokalnie ograniczone, ale nie da sie tego zrobi¢ dla wszystkich funkcji psh (zob.
[BT2]).

Niech €) bedzie ograniczonym obszarem w C", u dodatnia miara borelowska na ()
za$ f funkcja ciagla na 0€2. Z punktu widzenia teorii rownan eliptycznych drugiego rzedu
naturalnym jest rozpatrywanie nastepujacego problemu Dirichleta: czy istnieje funkcja u
spelniajaca warunki

u € PSH(Q) N C(Q)
(0.1) Mu=p

ulpn = f.

W swojej pracy [BT1] Bedford i Taylor udowodnili, ze problem (0.1) jest jednoznaczny
dla dowolnych €2, i f oraz ze jest on rozwiazalny, jezeli () jest obszarem $cisle pseudo-
wypukltym za$ p funkcja ciagla na Q (utozsamiamy funkcje lokalnie calkowalne z mia-
rami zespolonymi, te za$ z dystrybucjami). Rezultat ten, szczegdlnie w przypadku pu = 0
(wtedy problem (0.1) nazywamy jednorodnym), okazal sie fundamentalny w teorii pluri-
potencjatu, gdzie zespolony operator Monge’a- Ampere’a spetnia analogiczna role do ope-
ratora Laplace’a w klasycznej teorii potencjatu (zob. [BT2| oraz [Bed] i [Kli]).

Rozwiazanie problemu Dirichleta dane przez Bedforda i Taylora mozna staraé sie
uogdlni¢ w kilku kierunkach. Jednym jest badanie dla jakich miar p problem ma rozwia-
zanie. Jest on interesujacy nawet, gdy rozpatrujemy go lokalnie, bez naktadania zadnych
warunkéw na wartosci brzegowe funkcji u. W celu zapoznania sie z aktualnym stanem
wiedzy na ten temat odsylamy do pracy [Kol] oraz do podanej tam bibliografii. Innym
kierunkiem moze by¢ szukanie klasy obszaréw 2, w ktérych problem (0.1) jest rozwiazalny.
Jedli dla danych Q i p rozwiazanie ma istnie¢ dla dowolnego f € C(0f), to w szczegdlnosci
kazda funkcja ciagla na 9 musi byé¢ przediuzalna do funkcji psh na €, ciaglej na Q.
Obszary o tej wlasnosci nosza nazwe B-regularnych. Autor tego pojecia Sibony ([Sib])
udowodnil, ze dla takich obszaréw istnieje funkcja definiujaca ¢ (tj. ¢ € PSH(Q), v < 0,
lim, 901 (z) = 0), gtadka i taka, ze



(tzn. wszystkie wartosci wlasne macierzy (0?1/9z;0%)) sa nie mniejsze niz 1). Dzieki
temu mozna powtérzy¢ rozumowanie Bedforda i Taylora i pokazaé, ze problem (0.1) jest
rozwiazalny w obszarach B-regularnych (gdy u € C(Q)).

W tej pracy rozpatrujemy szersza klase obszaréw hiperwypuklych, czyli tych ktére
dopuszczaja funkcje definiujace. Jak pokazali Kerzman i Rosay ([KR]) dla obszaru hiper-
wypuklego istnieje gladka, $cidle psh funkcja definiujaca. W rozdziale 6. wzmacniamy

powyzszy rezultat pokazujac, ze dla obszaru hiperwypuklego istnieje gladka funkcja defi-

niujaca 1 taka, ze
2
Mw:det( 81/1_ ) >1
2;0Z

(tzn. iloczyn wszystkich wartosci wlasnych macierzy (021/92;0Z)) jest nie mniejszy niz
1). Podstawowe dwa sktadniki dowodu tego faktu to globalna aproksymacja funkeji psh
metoda Richberga ([Rich]) oraz rozwiazanie problemu (0.1) w obszarach hiperwypuktych,
przy koniecznym zalozeniu, ze f € C(9N2) przedtuza sie do funkcji psh na €, ciagltej na
Q. Przedstawienie powyzszych wynikéw jest gléwnym celem pracy i temu stuzy jej orga-
nizacja. Prawie wszystkie rezultaty prezentowane sa z mysla o wykorzystaniu w rozdziale
6. Caly potrzebny material dotyczacy zespolonego operatora Monge’a-Ampere’a prezen-
towany jest z pelnymi dowodami, cho¢ raczej zwiezle. U czytelnika zaklada sie znajomo$é
podstawowych faktow z analizy zespolonej wielu zmiennych, teorii dystrybucji, funkcji
rzeczywistych, form rézniczkowych, macierzy hermitowskich oraz klasycznej teorii poten-
cjatu, ktére mozna znalezé w ogolnie dostepnych podrecznikach.

W rozdziale 1. uogdlniamy (twierdzenie 1.4) rezultat Richberga ([Rich]) dotyczacy
aproksymacji funkcji $cisle psh ciaglych (twierdzenie 1.2), tak by méc go pdzniej zastosowaé
w rozdziale 6. Przydatna okazuje sie tutaj terminologia snopéw. Nastepnie dowodzimy
wspomniane wyzej charakteryzacje obszaréw hiperwypuktych (twierdzenie 1.7) oraz B-
regularnych (twierdzenie 1.8), upraszczajac nieznacznie dowdd pierwszego z tych rezul-
tatow dzieki zastosowaniu wyniku J.B. Walsh’a (twierdzenie 1.6). Rozdzial 2. zawiera
ogoélnie znane wérod specjalistéw, ale trudne do znalezienia w podrecznikach wlasnosci
pradéw dodatnich oraz macierzy hermitowskich. W rozdziale 3., wzorujac sie cze$ciowo
na przegladowej pracy Demailly’ego [Dem], definiujemy zespolony operator Monge’a-Am-
pere’a dla funkeji psh ciaglych i prezentujemy jego podstawowe wlasnosci (wiekszo$é po-
chodzi z [BT1]). Dowodzimy réwniez oszacowania pochodzacego z [Blol] (twierdzenie 3.5,
wniosek 3.6), bedacego z jednej strony uogdlnieniem nieréwnosci Cherna-Levine’a-Niren-
berga, z drugiej za$ przydatnego w rozpatrywaniu stabilnosci operatora Monge’a- Ampere’a
w rozdziale 5.

Rozdzial 4. poswiecony jest przedstawieniu wspomnianego rozwiazania problemu Diri-
chleta w obszarach B-regularnych. Dla réwnania jednorodnego oryginalny dowéd z [BT1]
zostal znacznie skrécony przez Demailly’ego ([Dem]), jednak metoda ta przenosi sie takze
na przypadek ogélny. Giéwnym uproszczeniem Demailly’ego jest zastosowanie twierdzenia
Rademachera i propozycji 3.8 w punkcie V dowodu twierdzenia 4.1. Ta prosta operacja
skraca oryginalny dowéd o kilkanascie stron (por. [BT1] i [Kli]). W [Dem]| uproszczony
zostal rowniez znacznie dowdd tego, ze z nieréwnosci (4.8) i z tego, ze funkcja u jest psh
wynika, Ze jest ona klasy Ch1.

W rozdziale 5. rozwazamy pojecie stabilnosci operatora Monge’a-Ampere’a. Gléwnym
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wynikiem, stosowanym pédzniej w rozdziale 6., jest twierdzenie 5.7 udowodnione przez
Cegrella i Perssona ([CP]), ktérzy wykorzystali pomyst Chenga i Yau przedstawiony w
[Bed], polegajacy na poréwnaniu rzeczywistego i zespolonego operatora Monge’a- Ampere’a
(lemat 5.9). Postepujac podobnie jak Cegrell i Persson upraszczamy jednak ich dowdd,
tak, ze obywamy sie bez korzystania z rozwiazania problemu Dirichleta dla rzeczywistego
operatora Monge’a-Ampere’a. Réznica polega na tym, ze oszacowanie z lematu 5.8 stosu-
jemy bezposrednio dla funkcji psh, podczas gdy Cegrell i Persson korzystaja z niego tylko
dla funkcji wypuktych.

Wreszcie w rozdziale 6. rozwiazujemy problem (0.1) w obszarach hiperwypuktych
aproksymujac je obszarami B-regularnymi oraz korzystajac ze stabilnosci operatora Mon-
ge’a-Ampere’a (twierdzenie 6.1). W przypadku, gdy Q = A? jest bidyskiem (a wiec ob-
szarem hiperwypuklym, ale nie B-regularnym) twierdzenie 6.1 zostalo udowodnione przez
Levenberga i Okade ([LO]) przy pomocy znacznie bardziej skomplikowanych, probabili-
stycznych metod. Na koncu dowodzimy istnienia gladkich podrozwiazan w obszarach
hiperwypuklych (twierdzenie 6.2).

Praca zawiera wiec rezultaty zaré6wno nowe jak i juz znane, cho¢ z reguly z prost-
szymi niz oryginalne dowodami. Za wlasne wyniki autora mozna uzna¢ 3.5-3.6, 5.1-5.6
oraz rozdzial 6. Nowe jest réwniez twierdzenie 1.4, ale metody dowodu nie réznia sie od
argumentéw Richberga.

Chciatbym podziekowaé¢ mojemu promotorowi profesorowi Jozefowi Siciakowi za opie-
ke naukowa w czasie mojej pracy w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego,
Stawkowi Kolodziejowi miedzy innymi za szybkie obalanie moich licznych hipotez, co
zaoszczedzito mi duzo czasu, oraz profesorowi Markowi Jarnickiemu za wiele cennych i
bardzo celnych uwag.



1. Globalna aproksymacja funkcji plurisubharmonicznych

Niech €2 bedzie obszarem ograniczonym w C™. Jedli u jest funkcja psh na €2, to dla
0 > 0 splotowa regularyzacje funkcji u definiujemy wzorem:

us(z) = (ux ps)(z) = /B u(z — Sw)p(w)dA(w),

gdzie A\ jest miara Lebesgue’a, B kula jednostkowa w C™, 6 > 0 zas p € CF(C") jest
nieujemna, zalezy tylko od |z|, suppp = B, [ pd\ = 1 oraz ps(z) := 6 2"p(z/5). Wtedy
us € PSH N C*(Qy), gdzie Q5 = {z € Q : dist(z,0Q) > 0}, oraz us | u, gdy § | 0
(zob.np. [Horl]). Jesli u jest ciagla, to zbieznosé jest lokalnie jednostajna.

Moéwimy, ze funkcja u jest $cisle psh na Q, jezeli dla kazdego ¢ € C3°(Q2) istnieje
g0 > 0 takie, ze u + e € PSH(Q), gdy ¢ € [0,e0]. Latwo mozna udowodni¢ nastepujaca
charakteryzacje funkcji scidle psh:

Propozycja 1.1. Dla u € PSH(Q?) nastepujace warunki sa réwnowazne:

i) Funkcja u jest Scisle psh;

ii) Funkcje u mozna lokalnie zapisa¢ w postaci u' + 1, gdzie u’ jest psh zas 1 jest
scisle psh klasy C*°;

iii) Dla kazdego €' € Q istnieje ¢ > 0 takie, ze w £’ mamy

n
82u5

— 2 n
a0 > cla 0>0, aaecC".
— 02,07 k2 claf’, ’

5

Dowdd. Mozna tatwo pokazaé, ze kazdy z powyzszych warunkéw jest rownowazny temu,
ze dla ' € Q istnieje € > 0 takie, ze u(z) — ¢|z|> € PSH(Y'). =

Jesdli chodzi o globalna aproksymacje funkcji psh ciaglych, to mamy nastepujacy rezul-
tat Richberga:

Twierdzenie 1.2 ([Rich]). Zatézmy, ze §) jest obszarem ograniczonym w C" a u funkcja
scisle psh ciagla na Q). Niech € > 0 bedzie funkcja ciagla na Q) taka, zZe lim,_gqe(z) = 0.
Wtedy istnieje funkcja scisle psh v, klasy C* na (), taka, ze u < v < u + €.

Stosujac metody Richberga uogdlnimy powyzsze twierdzenie, by zastosowac je pdzniej
w rozdziale 6. Jedna z gléwnych idei w dowodzie twierdzenia 1.2 w pracy [Rich] jest
rozpatrywanie funkcji postaci

up(2) = ug()(2) = /Bu(z —0(z)w)p(w)dA(w), =z € Qy,

gdzie § € C*(Q2), 0 <0 < 4.



Definicja.  Podsnop S snopa funkcji psh ciagltych nad C" bedziemy nazywaé snopem
Richberga, jezeli spelnia on nastepujace warunki:

(1.1) Dlau e S(Q), ¢ € C2(2) i c € R istnieje g9 > 0 takie, ze u + ecp + ¢ € S(N), gdy
e € [0,¢&p).

(1.2) Jesli u,v € S, to max{u,v} € S.

(1.3) Jesli ' € Q, 60 € C*°(Q), 0 <0 <1 oraz u € S(N) jest klasy C*>* na otoczeniu
zbioru {6 < 1} N, to istnieje §y > 0 takie, ze usp € SN C>(Q') dla 6 € (0, dp].

Propozycja 1.3. Snop funkcji Scisle psh ciaglych jest snopem Richberga.
W rozdziale 6. skonstruujemy inny snop Richberga.

Dowdd propozycji 1.3.  Wystarczy pokazaé¢ (1.3). Oznaczmy D := {6 < 1} N Q' i niech
r > 0 bedzie takie, ze u jest klasy C* na zbiorze {z € Q' : dist(z,D) < 3r}. Niech
0 <6 <r. Wtedy usg(z) = us(z), gdy dist(z,D) > r, z € ', oraz use jest klasy C> na
zbiorze D = {z € Q' : dist(z, D) < 2r}, bo mozemy wéwezas réimiczkowaé pod znakiem
catki. Mamy
0?u(z — 60(2)w) P
823'85].3 (ZO) B azj'afk

(20 — 60(20)w) + 67,k (20, w, ),

gdzie funkcje ;1 sa jednostajnie ograniczone dla zy € 5, w € B1ié <r. Dostaniemy wiec
jednostajna zbieznosé¢ pochodnych czastkowych 0?usp/02;0z), — 0%u/dz;0z) na zbiorze
D. Zatem dla odpowiednio matych § funkcje ugp sa $cisle psh na €', co konczy dowdd
propozycji. m

Uogdlnieniem twierdzenia 1.2 jest wiec nastepujace:

Twierdzenie 1.4. Zalézmy, ze S jest snopem Richberga i niech ) i € beda takie jak w
twierdzeniu 1.2. Wtedy dla u € S(Q) istnieje v € S N C>®(Q) takie, ze u < v < u+e.

Gléwnym skladnikiem dowodu twierdzenia 1.4 bedzie nastepujacy:

Lemat 1.5. Niech u € §(Q0), gdzie S jest snopem Richberga a ) obszarem ograniczonym
w C". Zalézmy, ze u jest klasy C* na otoczeniu D (zbiér pusty jest otoczeniem zbioru
pustego), gdzie D € Q jest zbiorem otwartym. Niech V' i W beda zbiorami otwartymi
takimi, ze V.€ W &€ Q i niech ¢ > 0 (stale). Wtedy istnieje v € S(Q2) takie, zZe

i)v=unaQ\W,

ii)u<v<u-+e¢enaf,

iii) v jest klasy C* na otoczeniu DNV.

Lemat 1.5 fatwo implikuje twierdzenie 1.4:

Dowdd twierdzenia 1.4. Zalézmy, ze Q. T €, gdzie Q) € Qi1 € Q, k > 0, sa otwarte,
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Qo = 0. Dla k > 1 potézmy Wy := Qpi1 \ Qr_o (W1 := ) i niech Vj, bedzie zbiorem
otwartym takim, ze Qf \ Qr_1 € Vi € Wy. Niech 7, bedzie liczba dodatnia; zostanie ona
ustalona pézniej. Z lematu 1.5 dostaniemy ciag {ur} C S(€2) taki, ze ugp = u oraz

ug = ug—1 na Q\ Wy,

up—1 < up < up—1 + Y% na £,

ug jest klasy C° na otoczeniu U§:1 V;
(role D spelnia U;:ll V;). Ciag {u} lokalnie sie stabilizuje, mozemy zatem zdefiniowaé
v:=limug € SN C®(Q). Mamy wtedy u < v na Q oraz dla z € Q\ Q4

v(z) = u(z) + Y (u5(2) —uj1(2)) S ulz) + ).
j=k

=k

Jesli teraz vy sa takie, ze

o0
g vj = min ¢,
j=k

Qg1

tou<v<u+enafl m

Dowdd lematu 1.5. Niech n € C3°(Q2) bedzie takie, ze 0 < n < 1 na 2, suppn C W oraz
n = 1 na otoczeniu V.

Zatézmy najpierw, ze D jest zbiorem pustym. Z (1.1) wynika, Ze istnieje ¢o € (0, 2¢)
takie, ze u + con € S(2). Regularyzujac funkcje u + con i korzystajac z (1.3) dostaniemy
funkcje 1o € SNC> (), gdzie Q' jest otoczeniem W, taka, ze u+con < 1o < u-+con+ 2D
na €. Zdefiniujmy

[ max{u,¥o —co} na W,
v { u na Q\W.

Wtedy v = u, gdy n = 0, oraz v = 1)y — ¢o, gdy n = 1. Zatem v € S(Q2) (dzieki (1.2)), v
jest klasy C*° na otoczeniu Vorazu<v<u-+ %0 < u + € na .

Niech teraz D bedzie dowolne. Wybierzmy zbiory otwarte G, D, oraz §; € C*>((2),
j:1,2,tak,2e0§9jgl,gj:{Hj:O},Dj:{Hj<1},D@G1@D1@G2@D2@Q
oraz u jest klasy C™ na otoczeniu D-.

Dzieki (1.1) znajdziemy c € (0,¢/2) takie, ze

(1.4) u:=u+cneSQ), u+cn—chh €SQ).

Twierdzimy, ze dla 6 > 0 odpowiednio malego funkcja {/; = Ugg,, zdefiniowana na W,
spetia nastepujace warunki: o

(1.5) Y = u na otoczeniu W N Dy,

(1.6) u<y<u+cnall,

(1.7) e SNC2(W).

Zeby dostaé (1.5) wystarczy wziaé & takie, ze Dy C {z € Q : dist(z,0G2) > 26}. Mamy
us | w i zbieznoé¢ jest lokalnie jednostajna na . Zatem jesli us < u + ¢ na W, to
V(2) = Usp,(»)(2) < us(z) i mamy (1.6). (1.7) wynika natychmiast z (1.3).
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Niech teraz ¢ := 1; — cf; na W. Twierdzimy, ze
(1.8) e SNC2(W),
(1.9) Y < u, gdy n = 0.
Istotnie, na W \ D; mamy 1) = ¥ — ¢, za$ na otoczeniu W N Dy, z (1.5), ¥ = uw — cbs.
Zatem z (1.4) i (1.7) otrzymujemy (1.8), (1.9) za$ wynika z (1.5) i (1.6).

Definiujemy
{max{u,@b} na W,
vi=
u na Q\W.
Z (1.8), (1.9) i (1.2) wynika, ze v € S(2). Mamy oczywiscie i), za$ z (1.6) wynika,
ze v spemia réwniez ii). Wystarczy wiec pokazac iii). Gdy n = 1, to z (1.6) mamy

Y >u—ch =u—+c—ch > u, zatem dzieki (1.8) v jest klasy C* na otoczeniu V. Do
zakonczenia dowodu lematu wystarczy pokazaé, ze v jest klasy C*° na G;. Gdy n = 0,
to dzieki (1.9) v = u, wiec wystarczy pokazaé¢ klase C* na Gy N W. Wtedy z (1.5)
P = Ql)v =u+cn, czyli v =u+ cn na Gy N W. Dowdd lematu zostal zakoniczony. m

Majac do dyspozycji twierdzenie 1.2 scharakteryzujemy teraz obszary hiperwypukte
oraz B-regularne. Przydatny bedzie takze nastepujacy rezultat J. B. Walsh’a:

Twierdzenie 1.6 ([Wal]). Niech Q bedzie obszarem ograniczonym w C™ i niech f €
C(0%?). Polézmy

u :=sup{v € PSH(Q) : v*|sq < f}
(v*, odp. v, oznacza gérna, odp. dolna, regularyzacje funkcji v; jest ona okreslona na Q).
Zatozmy dodatkowo, ze u, = u* = f na 0). Wtedy funkcja u jest ciagla.

Dowdd. Funkcja u* jest psh na Qi z zalozenia u*|sq < f. Zatem u = u* i u jest pélciagla
z gory. Dla pokazania pélciaglosci z dotu wezmy zg € i € > 0. Dzieki zwartosci 0f2
znajdziemy 0 < 0 < dist(zg, 00) takie, ze

(1.10) z€Q, wed, [z—w <20 = |u(z)— flw)| <e.
Wezmy z € ) takie, ze |29 — 2| < J i dla z € Q zdefiniujmy

() { max{u(z),u(z + 20 —2) —2¢} gdy z+ 20—z € 9,
v(z) = _
u(z) gdy 2420 — 2 & Q.

Gdy z+4 20 — z € 08, to z (1.10) u(z + 2o — 2) < u(z) — ¢, wiec v € PSH(2). Z (1.10)
dostaniemy tez, ze v = u na pewnym otoczeniu J€2, zatem v < u na ). Mamy w efekcie
u(z) > v(z) > u(zg) — 2¢, czyli u jest pélciagla z dotu. m

Obszar 2 € C" nazywamy hiperwypuktym, jezeli istnieje w nim ograniczona wyczerpu-
jaca funkcja psh, tzn. istnieje u € PSH(Q2), takie, ze u < 0 oraz lim, 5o u(z) = 0. Takie
u bedziemy nazywaé funkcja definiujaca dla Q. 7 klasycznej teorii potencjatu wynika, ze
obszary hiperwypukte sa regularne wzgledem rownania Laplace’a, tzn. kazda funkcje ciagla
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na 0Q mozna przedhizyé do funkcji harmonicznej na Q i ciaglej na Q (zob. np. [Dool,
str. 125).

Twierdzenie 1.7 ([KR]). Jesli Q jest obszarem hiperwypuklym, to istnieje funkcja defi-
niujaca 1 klasy C°°, scisle psh na €.

Powyzsze twierdzenie zostanie wzmocnione w rozdziale 6. Pokazemy, ze o ¥ mozna

dodatkowo zatozy¢, ze
0%
det > 1.
¢ (8Zja§k) -

Dowaéd twierdzenia 1.7. Pokazemy najpierw, ze istnieje ciagla funkcja definiujaca. Wezmy
dowolna kule K & () i niech

u:=sup{v € PSH(Q) : v < 0,v|x < —1}.

Wtedy —1 < u <0, u*|gx = —1 (z logarytmicznej wypuklosci funkcji psh) oraz u.|gg =0
(z definicji obszaru hiperwypuklego). Z twierdzenia 1.6 stosowanego do Q\ K mamy wiec
u € PSH(Q) N C(Q), ulpn = 0, u|x = —1, zatem u jest funkcje definiujaca.

Niech C > 0 bedzie takie, ze v(z2) := |2]* —C < 0 na Q. Polézmy @ := —2\/uv. Wtedy

 jest ciagla na Q oraz 1|spq = 0. Dla funkcji jednej zmiennej mamy
2 u 0%v
> A a=>
Vv 020z

czyli w ogélnym przypadku w jest $cidle psh. Z twierdzenia 1.2 dostaniemy teraz zadane

Y. m

ov ou
U— — V—

0z 0z

62(—2\/%) . _1/2 821) azu 1 _3/2
g0z W) <_u8z82 - “azaz> 5w

Twierdzenie 1.8 ([Sib]). Dla ograniczonego obszaru 2 w C™ nastepujace warunki sa
rownowazne: -

i) Funkcje ciagle na 0) przedtuzaja sie do funkcji psh na 2, ciaglych na €2, tzn. dla
kazdego f € C(09) istnieje v € PSH(2) N C(Q) takie, ze v|an = f.

ii) W kazdym punkcie brzegowym istnieje bariera psh, tzn. dla kazdego zy € O
istnieje v € PSH(Q2) N C(Q2) takie, ze v(z9) = 0 oraz vlg, (, , <O0.

iii) Dla € istnieje funkcja definiujaca v klasy C™ taka, ze

i 8zj62k

ajar > |al®, aeC™

Obszar 2 spelniajacy jeden z powyzszych warunkéw nazywamy B-regularnym. W
szczegllnosci brzeg obszaru B-regularnego nie ma struktury analitycznej (tzn. nie mozna
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w nim zanurzy¢ dysku analitycznego). Obszary B-regularne sa oczywiscie hiperwypukte,
ale pojecia te nie sa réwnowazne, gdyz np. polidyski sa obszarami hiperwypuktymi, ale
nie B-regularnymi.

Dowdd twierdzenia 1.8. Implikacja i)=ii) jest oczywista. Zeby pokazaé¢ implikacje
odwrotna wezmy f € C(0f2) i niech u bedzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Znajdziemy
funkcje h € C(012), harmoniczna na €2 i taka, ze hlgpg = f. Z definicji v mamy u < h, wiec
u* < f na 9Q. Wezmy dowolne zy € 9Q i € > 0. Dzieki ii) istnieje vg € PSH(Q) N C(Q)
takie, ze vo(zo9) = 0 oraz v0|5\{20} < 0. Jedli teraz v := f(z0) + tvg, to dla t odpowiednio

duzego mamy v|go < f+e. Stad v—e < wuna Q, wiec f(z9) —& < us(z9) i w efekcie f < u,

na 0N2. Mamy zatem u, = u* = f na 0 i z twierdzenia 1.6 wynika, ze u € PSH(Q)NC(Q2).

Chcemy nastepnie pokazaé, ze z i) wynika iii). Dzieki i) istnieje v € PSH(Q2) N C(Q)
takie, ze dla z € 9Q mamy v(z) = —2|z|%. Polézmy u(z) := v(z) + |2|?. Z twierdzenia
1.2 dostaniemy funkcje u € PSH N C*(Q) taka, ze lim, g0 (u(z) — u(z)) = 0. Wystarczy
teraz przyjaé ¥(z) := u(z) + |2|?.

Do pokazania zostala jeszcze implikacja iii)=1). Wezmy f € C(9f2) i ponownie niech
u bedzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Niech ¢ > 0; znajdziemy wtedy g € C>(Q) takie,
ze f < g < f+emnadd. Dla A odpowiednio duzego funkcje g + A i —g + A sa psh
na 2. Funkcja g + Ay — ¢ jest < f na 052, wiec jest < u na . Z kolei dla v € PSH(Q2)
takich, ze v*|gpq < f funkcja v* — g + Ay jest < 0 na 92, wiec jest réwniez < 0 na €, a
zatem u — g + Ay < 0 na . DostaliSmy wiec g + Ay —e < u < g — Ay na Q czyli, wobec

dowolnosci €, u, = u* = f na 0Q. Z twierdzenia 1.6 u € PSH(Q) N C(Q2). m



2. Prady dodatnie

Niech €2 bedzie zbiorem otwartym w R" i niech 0 < p < m. Forme rézniczkowa

(suma brana po I = (iy,...,14,) takich, ze 1 <iy < -+ <ip <m;dry =dwg, A... Ndxy),
gdzie Ty sa dystrybucjami na ), nazywamy pradem stopnia p (wymiaru m — p) i piszemy
T /E'sz) (Q). Jesli U = szq Vydzy € C5, () jest gladka forma rézniczkowa o
no$niku zwartym, to definiujemy

{ 0 gdy ¢ #m —p
(T, ) :=
Doigj=q (T Ndzy) (¥y) gdy ¢=m—p,

gdzie " : Dy, () 3 tdA — t € D'(Q), dA = dwy A ... A dxy. Mozna latwo sprawdzi¢, ze
odwzorowanie

/
()3T = (1)) € (C3np)

jest izomorfizmem przestrzeni liniowo topologicznych. Mozemy wiec identyfikowaé prady
stopnia p z ciagtymi funkcjonatami liniowymi na przestrzeni gtadkich form rézniczkowych
stopnia m — p o nosniku zwartym.

Moéwimy, ze prad T jest rzedu zero, jesli wszystkie jego wspotezynniki T sa (lokalnie)
miarami zespolonymi, tzn. 77, jako ciagle funkcjonaly liniowe na C§° (Q2), przedtuzaja sie
na Co (2). Gdy T jest rzedu zero, to

<T,\If>:/QTA\II, veD, ().

(m—p)

Prad T nazywamy zamknictym, jezeli dI' = 0 (operator d : D, (€2) — Dy, 4, ()
definiuje sie analogicznie jak w przypadku form gladkich).

Jesli T = Zm:p Trdx; € sz) (), to dla § > 0 definiujemy (75); := 17 * ps. Wtedy
(Ts); € C* (Qy5) oraz funkcje (Ts); daza stabo do T, tj.

(T5)1(p) = /Q (T5); ¢ dA — Ty(p)

dla ¢ € CP(2), a gdy Tr jest miara zespolona to réwniez dla ¢ € Co(Q2). Jesli
Ts ;=T x ps = Zm:p(Tg)[dmI, to Ts € C‘(’;)(Qg) oraz formy Ts daza stabo do T tj.
lims 0 (T5,¥) = (T,¥) dla ¥ € C§,,_,, agdy T jest rzedu zero, to rowniez dla
v e CO’(m_p)(Q).
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Dla pradéw rzedu zero mozemy sformulowaé twierdzenie Stokes’a:

Twierdzenie 2.1. Niech ) bedzie ograniczonym obszarem w R™ o gladkim brzegu a T
pradem stopnia m — 1, okreslonym na otoczeniu §2, gladkim na otoczeniu 0f) i takim, ze
prad dT' jest rzedu zero (czyli jest miara zespolona). Wtedy

[ 1= [ar
0 Q

Dowaod. Niech F bedzie gltadka forma stopnia m — 1 w €2 taka, ze FF =T na otoczeniu 0f).
Z klasycznego twierdzenia Stokes’a mamy

[ 1= P=[ar
90 0 Q

Mozemy zatem zatozy¢, ze T' = 0 na otoczeniu 0f2. Niech Ty := T xps — T stabo. Wtedy
Ts = 0 na otoczeniu 0f) (dla odpowiednio malych §), wiec z klasycznego twierdzenia
Stokes’a fQ dTs = 0. Wezmy ¢ € CF(Q2) takie, ze ¢ = 1 na otoczeniu supp 1. dTs — dT

stabo, zatem
/dT:/godT: lim /QOdT(;:O.I

Niech teraz € bedzie zbiorem otwartym w C"™ = R?". Prad postaci

T = Z Tryjdzy Ndzy
[I|=p,|J|=q

nazywamy pradem zespolonym bistopnia (p,q) (biwymiaru (n — p,n — q)) i piszemy T €

/
D(,.4 (). Podobnie jak wyzej mamy Dy, () = ( Sf(n_p,n_q)> .

Elementy przestrzeni (C(p ) (czyli formy bistopnia (p,p) o stalych wspétezynnikach)

postaci ioq A@y A ... Niap A, gdzie o € Cy ) (tj. aj = > p_; ajrdzk, ;i € C), nazy-

Ep ) (Q) nazywamy dodatnim

(ozn. T > 0), jezeli dla kazdej (n — p,n — p) - gléwnej formy dodatniej « mamy T'A o > 0
(jako dystrybucja).

Ponizej przedstawimy podstawowe wlasnosci pradow dodatnich i gtéwnych form do-
datnich.

wamy gtownymi formami dodatnimi. Prad zespolony T € D

Lemat 2.2. W przestrzeni wektorowej C(p ) istnieje baza zlozona z gléwnych form do-
datnich.

Dowod. Wystarczy pokazaé, ze formy typu dz; A dzZj sa generowane przez gtéwne formy
dodatnie. Mamy dz; A dz; = £ A\V_, dz;, Adzj,, wiec wystarczy zauwazy¢, ze

1
dz; Ndzy = 5 (dzj + dzi) A (dZ; + dzg) + % (dz; +idzi) N (dZ; — idZy)
4+ 1
- % (de VAN dEj +dzi A d?k) . m
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Twierdzenie 2.3. Kazdy prad dodatni jest rzedu zero.

Dowdd. Niech {a;} bedzie baza w C(,,_ ,_ zlozona z gléwnych form dodatnich a {f;}
baza w C(p ) dualna do {«;} (tzn. a; A By = 05d\). Niech T' = ZLJ Trjdzr Ndzy €
sz ») (©2) bedzie dowolnym pradem dodatnim. Mamy T' = 3, T;53;, gdzie T} = m sa
dystrybuCJaml dodatnimi, czyli miarami dodatnimi. Jesli zatem §; = ) I.J cr dzr Ndzy,

cIJ eC,todry = Z cIJ , wiec T sa miarami zespolonymi. m

Propozycja 2.4. Prad T = Z;'L,k:1 T, idz; N\ dZ), € D21,1) (Q) jest dodatni wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz (T}) jest dodatnio okreslona (tzn. dla w € C™ dystrybucja
> ket Wik Tjg jest dodatnia).

Dowdd. Niech a =11 Ay A... N1 N1, Qg = Zt 1 @stdze, age € C. Dostaniemy

T/\a_Q”Z = 1MMkT]kd)\ gdzie M; = det (ast) s=1,..n—1 . M
t=1,..., n, t#£j

Propozycja 2.5. Jesli T jest pradem dodatnim a W € Cy 1y () (czyli ¥ jest (1,1)—forma
o ciaglych wspétczynnikach), to T NV > 0.

Dowadd. Zalézmy najpierw, ze T' ma wspotczynniki ciagte i wezmy zg € 2. Dzieki propozycji
2.4, po ewentualnej zmianie wspolrzednych, mozemy zalozy¢, ze

Zo) = Z\I’J (Zo) Zd,?,"7 AN dgj, \Ifj (20> > 0.
Jesli o € C(n—p—l,n—p—n jest glowna forma dodatnia , to mamy

T (20) AW (20) A=Y W, (20) T (20) Addz; A dZ; Ao >0,
j=1
czyli T ANV > 0. Niech teraz T bedzie dowolne. Dla ¢ € COO(Q) ¢ >0, > 0 oraz

GRS (C(n_p n—p) gltéwnej formy dodatniej mamy (75 A ) () = (T A B) (e *ps) >0, czyli
Ts > 0. W efekcie

—_— —_—

(T/\\IJ/\a)(go)zélim (Ts N\ U Aa)(p) > 0. m

—0

Lemat 2.6. Niech {c;} bedzie baza w (C(n_p n—p) zlozona z gléwnych form dodatnich i

niech ( := Z aj. Wtedy istnieje stala dodatnia C' zalezna tylko od n i 3 taka, ze dla
kazdego dodatmego pradu T =Y Tyjdzy Ndz; € D(p ) (Q) mamy

Trs| <CTAB
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(|pe| oznacza wariacje miary zespolonej ).
Dowdd. Niefzh {wrs} bedzie baza w C(nfp,nfp) dualna do bazy {dz; AdzZ;} w C(p’p) i niech

Wiy = Zj cj 0. Wtedy

Trsl =T ANwrs| = ZCLT/\O@ Sg{llza’u)Jc‘c}J’T/\ﬁ.-
J

W nastepnych rozdzialach bedziemy potrzebowac¢ réwniez pewnych prostych wiasnosci
macierzy:

Lemat 2.7. Zalézmy, ze A € gl(n,C) jest macierza kwadratowa o wspélczynnikach zespo-
lonych. Przez ~ oznaczmy naturalne zanurzenie gl(n,C) w gl(2n,R). Wtedy det A =
| det A2

Dowdd. Jesli A= M + iN, gdzie M, N € gl(n,R), to

~ M —-N
(4 )

Jesli A1,..., A\, sa wszystkimi wartosciami wlasnymi macierzy A, to tatwo pokazemy, ze
Alyeeoy Ay ALy - v vy Ay 88 wszystkimi wartodciami wlasnymi macierzy A, co konczy dowdéd
lematu. m

Lemat 2.8 ([Gav]). Przez A oznaczmy rodzine wszystkich macierzy hermitowskich A €
gl(n,C), dla ktorych det A = 1. Wtedy dla dowolnej macierzy hermitowskiej B mamy

1
(det B)Y/™ = = inf tr(AB).
n AcA

Dowdd. Wezmy A € A. Znajdziemy wtedy macierz ortonormalna P taka, ze macierz
C := PABP~! jest diagonalna. Wtedy z nieréwnosci pomiedzy érednia geometryczna, i
arytmetyczna dostaniemy

1 1
(det B)Y/™ = (det C)'/™ < ~trC' = —tr(AB).

Trzeba jeszcze pokazaé, ze infimum jest realizowane. Latwo zrobimy to w przypadku, gdy
macierz B jest diagonalna. Przypadek ogdélny dostaniemy diagonalizujac B. m

Whiosek 2.9 ([BT1]). Odwzorowanie B — (det B)'/™ jest wklesle na zbiorze macierzy
hermitowskich.
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Dowaéd. 7 lematu 2.8 mamy

1
det(B; + Bo))Y/™ = = inf tr(AB; + AB
(e( 1+ 2)) nf{IGlA r( 1+ 2)

1 1
> = inf tr(AB Zinf tr(ABy) = (det By)Y™ + (det By)Y/™.
AR AR+ ol (ABe) = (det BT+ (det By)

Wklestos¢ wynika teraz z jednorodnosci rozpatrywanego odwzorowania. m
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3. Zespolony operator Monge’a-Ampere’a

W tym rozdziale podamy definicje oraz potrzebne nam pézniej wlasnosci zespolonego
operatora Monge’a-Ampere’a dla funkcji psh ciaglych. Wiekszo$¢ rezultatéw bedzie miata
charakter czysto lokalny i wtedy nie bedziemy precyzowadé na jakim obszarze w C" funkcje
te sa okreslone. Podstawowym wynikiem jest nastepujace twierdzenie, bedace w istocie
definicja operatora Monge’a-Ampere’a:

Twierdzenie 3.1 ([BT1|). Dla kazdej funkcji psh ciaglej u istnieje dokladnie jedna do-
datnia miara borelowska Mu (okreslona tam gdzie u) o nastepujacych wlasnosciach:
2u
i) Mu = det d jest klasy C*°;
i) Mu e (8zj8§k)’gyu‘]es asy ;
ii) Jesli {u;} jest ciagiem funkcji psh ciaglych jednostajnie zbieznych dou, to Mu; —
Mu stabo.

Operator M konstruowa¢ bedziemy przy pomocy operatoréw rézniczkowych 0 i 0
(zob. np. [Horl], str.22-25). Mamy d = 0 + 9, potézmy

d®:=1i(0 — 0).

Wtedy dd® = 2i00 oraz, dzieki propozycji 2.4, u jest psh wtedy i tylko wtedy, gdy dd®u > 0.
Ponadto dla gtadkich v mamy

C n C C n 82“
(dd°u)” = dd°u A ... Ndd°u = n!l4" det — | .
0207y,

Propozycja 3.2 ([Dem]). Dla funkcji psh ciaglej v i pradu zamknietego dodatniego T
zdefiniujmy
ddu AT :=dd° (uT) .

Wtedy prad dd°u AT jest zamkniety i dodatni.

Dowdd. Wystarczy pokaza¢ dodatnios¢. Niech u; := u * p;/; beda regularyzacjami funkcji
u. Wtedy u;T — uT stabo oraz dd° (u;T) = dd°u; AT w zwyklym sensie. Z propozycji
2.5 mamy dd°u; AT >0, a stad dd°u AT > 0. m

Mozemy zatem zdefiniowaé¢ indukcyjnie
dduy A ... Ndd°up AT = dd° (urddus A ... A dd°ugT)

gdzie uq, ..., u sa funkcjami psh ciagtymi a T" pradem zamknietym dodatnim; dostaniemy
znowu prad zamkniety dodatni.
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Propozycja 3.3. Jesli T jest pradem bistopnia (p,p) zas ¥ forma klasy C° bistopnia
(¢,q) oraz p+q+1=n, to

UAddT —dd°U AT =d (U AT — d°UAT).

Dowaod. Mamy
d(WANdT—dUVAT) =V NddT — dd°U AT + dV Nd°T + d°V AN dT
oraz . .
AU NdT =i (0¥ ANIT —0V ANOT) = —d°U AdT. m

Nastepny rezultat jest nazywany nieréwnoscia Cherna-Levine’a-Nirenberga:

Twierdzenie 3.4 ([CLN]). Jesli K € Q € C", to istnieje stala C, zalezna tylko od K i,
taka, ze dla kazdego pradu zamknietego dodatniego T i dowolnych uy, . . ., ur € PSHNC(Q)
mamy

l|[ddus A ... ANddup AT < CHUlHLoo(Q) ces ||ukHLoo(Q)HT||Q,

gdzie jesli T =3, ;T1ydzr Ndz g, to
1Tl = 3 1T (K)
1,7
Dowdd. Drzieki indukcji mozemy zalozyé, ze k = 1, uy = u. Niech ¢ € CF(Q2) bedzie
takie, ze ¢ = 1 na K, ¢ > 0 i niech 8 bedzie takie jak w lemacie 2.6, gdzie (p,p) jest
bistopniem pradu dd“u A T. Z lematu 2.6, propozycji 3.3 i twierdzenia 2.1 (¥ := ¢f;
wtedy dd°V = dd°p A 3, bo dB = 0) mamy

Hddcu/\TﬂKgC’/ ddcu/\T/\ﬂgC'/goddcu/\T/\ﬁ
K Q

_ C'/QuT/\ dd°o A < Cllullicey I T]lo,

gdzie C jest réwne stalej C' pomnozonej przez maksimum moduléw wszystkich wspétezyn-
nikéw formy dd°@o A 3. m

Nastepne twierdzenie mozna traktowaé jako uogdlnienie nieréwnosci Cherna-Levine’a-
Nirenberga:

Twierdzenie 3.5. Zalozmy, ze ) jest obszarem ograniczonym w C" i niech h,u,v €

PSH(Q) N C(R2) beda takie, ze u < h na 2, u = h na Q2 oraz v < 0 na Q. Niech T bedzie
pradem zamknietym dodatnim bistopnia (n-1,n-1) na Q. Wtedy dla t > 1 mamy

/ (h —u)lddv AT < t/ lv|(h —u)'""tdd“u A T.
Q Q
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Whniosek 3.6 ([Blol]). Niech Q, u i h beda takie jak w twierdzeniu 3.5. Wtedy dla
v; e PSHNC(Q), v; <0, j=1,...,n, mamy

/(h — W) ddev A .. Addv, < ! |[orla. .. ||vn1||Q/ lvn] (ddu)"™ .
Q Q

Dowdd twierdzenia 3.5. Zamiana h na h. := max{u, h — ¢} i skorzystanie z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej redukuje dowod twierdzenia do przypadku, gdy h = u
na otoczeniu 0€2. Niech teraz hs := h * ps, us := u* ps. Z lokalnie jednostajnej zbieznosci
regularyzacji, ze stabej zbieznosci dd“us N'I' — dd° AT oraz z nieréwnosci Cherna-Levine’a-
Nirenberga dostaniemy staba zbieznos¢

[v|(hs — ug)tddus AT — |v|(h — u)'dd°u A T.

Wystarczy wiec udowodni¢ twierdzenie 3.5 w przypadku, gdy h i u sa gladkie oraz
h = u na otoczeniu 0f). Z twierdzenia Stokes’a mamy

/(h—u)tddcv/\T:/Uddc(h—u)t/\T.
Q Q

Na mocy propozycji 2.5, by zakonczyé¢ dowdd, wystarczy pokazac, ze
(3.1) —dd®(h —u)' < t(h — )" tddu.
Mamy
dd®(h —u)! = t(t — 1)(h —u)' 2d(h — u) Ad°(h — u) + t(h — u)" " 'dd°(h — u)

oraz d(h —u) Ad°(h —u) = i0(h —u) AO(h —u) > 01i dd°h > 0, co dowodzi nieréwnosci
(3.1). m

Majac do dyspozycji operator (dd®)" oraz nieréwnos¢ Cherna-Levine’a-Nirenberga
mozemy latwo udowodni¢ twierdzenie 3.1:

Dowdd twierdzenia 3.1. Definiujemy oczywiscie

Mu = (n!4™) "1 (ddu)" .
Wiasno$é i) oraz jednoznacznos¢ Mu sa oczywiste. Wystarczy pokazac ii). Niech u; — w
jednostajnie i oznaczmy Tf = (dd°u;)*, T := (dd°u)*, k = 1,...,n. Udowodnimy

indukcyjnie, ze T f — T* slabo. Wystarczy pokazaé, ze z tego, iz T f — TF stabo
wynika, ze uij — uT* stabo. Mamy

uij —uT" = uj(Tf —T*) + (u; — u)T"
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i wystarczy skorzystaé z nieréwnosci Cherna-Levine’a-Nirenberga. m

Wazna wlasnoécia zespolonego operatora Monge’a-Ampere’a jest jego dobre zachowa-
nie sie przy holomorficznej zmianie zmiennych:

Propozycja 3.7. Niech €21 i Q)5 beda zbiorami otwartymi w C" i niech H : 2 — )
bedzie odwzorowaniem holomorficznym o niezerujacym sie jakobianie. Wtedy dla u €
PSH N C(Q2) mamy

M(uo H) = |JacH|? H* Mu,

gdzie H*Mu jest obrazem wstecznym (ang. pullback) miary Mu (gdy Mu € C(2), to
H*Mu = Muo H; zob. [Hor2], Theorem 6.1.2).

Dowdd. H* : D'(23) — D'(1) jest odwzorowaniem liniowym ciaglym, a poniewaz
problem jest czysto lokalny, to mozemy zatozy¢, ze u jest klasy C*°. Wtedy mamy réwnosé

macierzy:
0%(uo H) T 0%u Y
aZj 0Z B 0210Zm, ’

gdzie A = (0H,/0z%,), co konczy dowdd propozycji. m

Dla funkcji klasy C*° mamy

0%u
(3.2) Mu = det ( 5 azk) .

Prawa strona (3.2) jest dobrze okreélona réwniez dla funkcji klasy C? a nawet funkcji klasy
CH1, tj. funkeji klasy C, ktérych pochodne czastkowe sa lokalnie lipschitzowskie. Wynika
to z twierdzenia Rademachera (zob.np. [Loj]), ktére méwi, ze funkcja lipschitzowska jest
rézniczkowalna prawie wszedzie wzgledem miary Lebesgue’a. Funkcje klasy C! mozna
identyfikowaé¢ z dystrybucjami, ktérych pochodne czastkowe drugiego rzedu sa lokalnie
ograniczone. (Istotnie, z twierdzenia Sobolewa, zob.np. [Ho6r2], Theorem 4.5.12, wynika
w szczegdlnodci, ze takie dystrybucje sa klasy C!. To, ze sa klasy C'! mozna teraz latwo
wywnioskowaé z oszacowania

[o(x) =) < [IVelllz —yl, e CFR™), z,y €R™)

Propozycja 3.8. Réwnosé (3.2) pozostaje prawdziwa dla funkcji psh klasy C1t. Co
wiecej, jesli us := u x ps jest regularyzacja takiej funkcji u, to Mus — Mu lokalnie w
normie LP dla kazdego p < co.

Dowod. Wystarczy pokazaé¢ druga cze$¢ propozycji. Zauwazmy najpierw, ze pochodne
czastkowe 0?u/0z;0z, dobrze zdefiniowane ”punktowo” dzieki twierdzeniu Rademachera
jako funkcje lokalnie ograniczone, pokrywaja sie z pochodnymi dystrybucyjnymi (wynika to
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stad, ze funkcje bezwzglednie ciagle, a wiec takze lipschitzowskie, jednej zmiennej mozemy

catkowaé przez czesci, zob. [Loj], Tw.6, str.174). Dla p < co mamy zbieznosé¢ w Li

0%u 9%u 9%y
— = — * ps — —.
8z]~6’zk azjazk azjazk

W celu zakonczenia dowodu wystarczy zaobserwowac, ze jesli dwa ciagi funkeji {f;} i
{g;} sa lokalnie jednostajnie ograniczone oraz zbiezne w LP = do, odpowiednio, f i g, to
fi9; — fg w L{ .. Istotnie, wystarczy zapisa¢

figi — fa=fi(g; —g)+g(f;—f) =

Nastepne twierdzenie nazywane jest czesto zasadq porownawcza:

Twierdzenie 3.9 ([BT1]). Jesli Q € C", u,v € PSH(Q) N C(Q) sa takie, ze u < v na 99
oraz Mu > Mwv, tou < v w €.

Dowdd. Przypusémy, ze zbiér {u < v} jest niepusty. Niech C bedzie takie, ze ¥ (z) :=
2|2 — C < 0 na Q; wtedy dla pewnego € > 0 zbiér S := {u + e > v} jest takze niepusty.
Dla ¢ > 0 niech vs := max{u+ey,v+6}. Wtedy vs | u+ep na S, gdy é | 0, oraz vs = v+46
na otoczeniu 0S. Z twierdzenia Stokes’a oraz ze stabej zbieznosci Mvs — M (u + )
mamy

Muv(S) = liminf Mvs(S) > M(u+e)(S) > Mu(S) + " > Mu(S)

—0

- sprzecznosé (operator M jest superaddytywny - wynika to tatwo np. z wniosku 2.9). m

Twierdzenie 3.10 ([BT1]). Jesli funkcje u i v sa psh i ciagle, to
M max{u,v} > lgysoy Mu + 1<y M,
gdzie 14 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A.

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze dla zwartych K C {u = v} mamy M max{u,v}(K) >
Mu(K). Dla 6 > 0 niech us := max{u + 6,v}; wtedy us = u + J na otoczeniu K oraz
us | max{u,v}. Ze stabej zbieznosci Mus — M max{u, v} mamy wiec

Mu(K) = limsup Mus(K) < M max{u,v}(K). m
6—0
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4. Problem Dirichleta w obszarach B-regularnych

Celem tego rozdzialu jest przedstawienie dowodu nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.1 ([BT1]). Zalézmy, ze Q € C" jest obszarem B-regularnym. Niech

feC0), FeC), F>0. Wtedy istnieje dokladnie jedno rozwiazanie u = uq(f, F)
nastepujacego problemu Dirichleta:

u e PSH(Q)NC ()
(4.1) Mu = F na

ulon = f.

W rozdziale 6. uogélnimy powyzsze twierdzenie na klase obszaréw hiperwypuklych.

Dowod twierdzenia 4.1. Jednoznaczno$¢ wynika z zasady poréwnawczej. Co wiecej,
rozwiazanie, jesli istnieje, to musi by¢ postaci u = sup B, gdzie

B:{UEPSH(Q)QC(Q) :U’ag =f, MUEF}

(elementy rodziny B nazywamy podrozwiazaniami problemu (4.1)). Niech v bedzie takie

jak w twierdzeniu 1.8. Rodzina B jest niepusta, bo jesli v € PSH(Q) N C(Q), v|sn = f, to
M(v+ AY) > Mv+ A"My > A™ > F dla A odpowiednio duzego. Na mocy twierdzenia
3.10 rodzina B ma wlasno$¢ kraty:
(4.2) v1,v2 € B = max{vy,ve} € B.
Twierdzenie bedzie dowodzone w kilku etapach.

I. Mozemy zalozyé, ze F € C>(Q).

Zalézmy, ze udowodniliSmy twierdzenie 4.1 dla gtadkich F. Jesli teraz F' bedzie

dowolna funkcja nieujemna i ciagta na Q, to znajdziemy ciag gladkich funkcji {F;} taki, ze
F; | F. Istnieja zatem rozwiazania u; := uq(f, Fj) i z zasady poréwnawczej dostaniemy

wj+ | Fy = Filld " <,

a stad
1
luj — ukllg < I6llg 5 — Felld™

Funkcije u; sa zatem jednostajnie zbiezne na 2. Mozna teraz latwo pokazacé, ze u := lim u;
J ’ J
jest szukanym rozwiazaniem.
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II. Jesli funkcja F jest jednostajnie ciagla na €, to u :=sup B € B.

Wybierzmy vg € B i niech h bedzie funkcja harmoniczna na 2, ciagla na Q i taka, ze
hloq = f. Mamy v, < u < h, zatem w szczegélnosci u, = u* = f na 0.

7 definicji funkcja u jest podiciagla z dolu. Chcemy pokazaé, ze jest ona réwniez
polciagla z géry. Rozumowanie bedzie podobne jak w dowodzie twierdzenia 1.6. Ustalmy
20 € Qie>0. Znajdziemy 0 < ¢ < dist(zo, 02) takie, ze

(4.3) z€Q, we, |z—w <20 = |u(z) — f(w)| <e, |h(z) — f(w)] <e
(dzieki zwartosci 0f2) oraz
(4.4) 7| <68, 2€Q, 24+7€Q = |F(z+7)—F(2)| < (¢/[]¢]l)"

(dzieki jednostajnej ciaglosci F'). Ustalmy z € B(zg,6). Znajdziemy wtedy v € B takie, ze
u(z) <wv(z) +e. Z (4.2) wynika, ze mozemy wziaé¢ v > vg, a stad i z (4.3) mamy

(4.5) 2€Q, wed, |z—w| <20 = |v(z) —v(w)| <e.

Zdefiniujmy

v(z) ==

{ max{v(z2),v(z +Z —29) —2¢} gdy z+Z— 20 € Q,
v(z) gdy 2+ 2 — 20 € Q.

Gdy 2z + 2 — 29 € 09, to z (4.5) mamy v(z + Z — 29) < v(z) + ¢, wiec v € PSH(Q2) N C(Q).
Z (4.5) wynika réwniez, ze ¥ = v na pewnym otoczeniu 0f). Dzieki (4.4) i twierdzeniu
3.10 mamy Mv > F — (¢/|[*|a)", a stad wynika, ze ¥ + e¢/||¢||o € B. Mamy wiec
u(zg) > 0(z0) —e > v(2) —3e > u(z) —4e, czyli funkcja u jest pélciagla z dotu. PokazaliSmy
wiec, ze u € PSH(Q) N C(Q), ulon = f.

Z lematu Choquet’a (zob.np. [Doo]) wynika, ze istnieje ciag {v;} C B taki, ze u =
supv;. Dla u; := max{vq,...,v;} € B mamy wtedy u; T u. Zbieznosé¢ jest jednostajna,
zatem Mu > F i w efekcie u € B.

III. Mozemy zalozy¢, ze ) jest kula jednostkowa B oraz f € C*°(9B).

Do udowodnienia twierdzenia 4.1 pozostato pokazanie, ze jesli F' € C*(Q), to Mu =
F. Zalézmy najpierw, ze zrobiliSmy to w przypadku, gdy {2 jest kula. Niech teraz {2 bedzie
dowolne. Ustalmy B = B(z,r) € § i niech u := uz(f|,5, Fl5)- Z zasady poréwnawczej

U > una B oraz i = u na dB. Z twierdzenia 3.10 wynika, ze funkcja

{ﬁ na B
V= .~
u mnaQ\B

jest elementem rodziny B (bo v = max{u,v}). W efekcie & = u na B, wiec Mu = F na
B. Mozemy zatem zalozy¢, ze (2 = B.
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Zatézmy z kolei, ze twierdzenie 4.1 jest prawdziwe, gdy f € C*(9B). Jedli teraz
f € C(0B), to znajdziemy ciag {f;} C C>(0B) taki, ze f; | f na OB oraz rozwiazania
uj = up(f;, F). Z zasady poréwnawczej latwo pokazemy, ze ciag {u;} jest jednostajnie
zbiezny na € i stad otrzymamy rozwiazanie up(f, F) = lim uj.

IV. Jesli f € C%(OB) oraz F € C?(B), to u € CH(B).
Dla a € B polézmy

a— Pu(2) — $4Qa(2)
1—{(za) ’

Tu(2) =

gdzie P,(z) = %a jest rzutem punktu z na prosta Ca, Qu.(z) = 2z — Py(2), sq4 =

V(1= a]?) (To(z) = —2). Wtedy T, jest biholomorfizmem B, T, ' = T, oraz T,(0) = a
(zob. [Rud)).
Ustalmy € > 0 i zdefiniujmy

L(a,h, 2) =T, (Ta (2)) = Tagn (Ta (2)).-
Wtedy L € C*>® (Bl—E x B® x E) (B = B (0, R)), bo mozemy wyliczy¢, ze

a— Sa2 + —éjjia

1—(z,a)

T.(2) =

Jesli oznaczymy
1
V(a,h,z) = 3 [w(L(a,h,z))+u(L(a,—h,z2))],

to V e (2 <B1—5 x Bf x 8B) oraz

(4.6) V(a,0,z2) =u(z),

(4.7) V(z,h,z) = = [u(z+ h) +u(z — h)|.

N | =

Chcemy najpierw pokazaé, ze istnieja state dodatnie K; i K5, zalezne tylko od w i €, takie,
ze dla (a,h) € B1—¢ x B¢/2 funkcja

v(z) = V(a, h, 2) = Ki|h[* + Ka(|2|* = 1)[n]?

nalezy do B. Dla a € B'=¢ i z € 9B mamy 0V /0h(a,0, z) = 0, wiec ze wzoru Taylora z
reszta Lagrange’a
V(a,h,z) =V(a,0,z)+ 3 (a,h,z). h

22



dla pewnego |h| < |h|. Dzicki (4.6) wystarczy zatem wziad

K1:—§

)

1 HaQV
Bl-¢xBs/2x0B

dh?

zeby dosta¢ v|gp < f. Z kolei dzieki propozycji 3.7

Mv > = [F(L(a, h, 2))|Jac.L(a, h, 2)|* + F(L(a, —h, 2))|Jac. L(a, —h, z)|*] + Ka|h|*.

N | —

Jedli teraz ponownie skorzystamy ze wzoru Taylora z reszta Lagrange’a, to stala

1

Ky = > 9% (F(L(a, h, z))|Jac. L(a, h, 2)|?)

Oh?

Bl-¢xB</2x90B
da nam v € B. Gdy a = z, to z (4.7) otrzymamy oszacowanie
(4.8) u(z+h)+u(z—h)—2u(z) < K|hP? 2| <1—¢, |h| <e/2,

gdzie stalta K := K7 + K5 zalezy tylko od e, f i F.
Pokazemy teraz, ze dowolna funkcja psh na B spehiajaca oszacowanie (4.8) jest klasy
CHL. Jedli us := u * ps, to z (4.8) dla § < /2 mamy

us (z 4 h) + us (z — h) — 2us (z) < K|h|?, 2| <1—2¢, |h| <e/2,

stad za$ us” (2) .h? < K|h|?. Funkcje us sa psh, wiec

n 2
us” (2) W%+ us" (2) . (ih)* =4 ) 0 25 (2) hihy, > 0.
7k:

Mamy zatem
us” (z) .h? > —u¥ (z).(ih)* > —K|h|?,

wiec |uf (2) | < K. Z twierdzenia Banacha-Alouglu i ze stabej zbieznosci ciagu {uj } do u”
dostaniemy lokalna ograniczono$é¢ pochodnych czastkowych drugiego rzedu funkcji u, czyli
u jest klasy CbL.

V. Mu=F, gdy u € CH1,

7 punktu III mamy Mwu > F'. Z propozycji 3.8 wynika, ze wystarczy pokazac, ze

0%y
4. =F
( 9) det (8zj5’2k)

tam gdzie funkcja u jest dwukrotnie rézniczkowalna. Przypusémy, ze dla pewnego zp mamy
silng nieréwno$é¢ ”>" w (4.9). Mozemy zalozy¢, ze macierz (0%u/9z;0Zx(z0)) ma postaé
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diagonalna (\;0;x), A; > 0. Niech 0 < Xj < A, beda takie, ze Xl...An > F(z). Z
rozwiniecia Taylora mamy

u(zo +h) = Re P(h) + A |ha[> 4+ -+ + Al ha)® + 0 (|2]?)

gdzie

n

P(h) = u(z )+2i%(z Yhj + Z ﬂ(z Yhjh
S TR0 Y e 920

Istnieja zatem r > 0 i > 0 takie, ze F(zo+ h) < A1 ... An, gdy |h| <, oraz
Q(h) := Re P(h) + M|l | + - 4 Xalha|? + & < u(z0 + h),
gdy |h| = r. Wtedy funkcja

o(z) = { max{u(z),Q(z — z9)} dla z € B(z,r),
' u(z) dla z &€ B(z,7)

nalezy do B, wiec v < u. Mamy jednak v(z9) > Re P(0) + ¢ = u(z¢) + € - sprzecznos¢.
Dowéd twierdzenia 4.1 zostal zakonczony. m
Przy okazji w punkcie IV dowodu twierdzenia 4.1 udowodniliSmy nastepujace:

Twierdzenie 4.2. Jesli B jest kula jednostkowa w C", f € C%(0B) oraz F € C?(B), to
up(f,F) e CH(B). m
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5. Stabilnosé¢ operatora Monge’a-Ampere’a

Definicja. Niech p,q € (0,00]. Powiemy, ze operator Monge’a-Ampere’a jest (p, q)-stabilny,
jezeli istnieje stata C', zalezna tylko od p, q i n, taka, ze

(5.1) lus(0, F)lLes) < CIFI s, FeCB), F=>o0.

Z nieréwnosci Holdera wynika, ze (po, go)-stabilnos¢ implikuje (p, g)-stabilnos¢ dla
p <poiq>qo. Zzasady poréwnawczej dla F' € C(B), F > 0, mamy

IFIR" (|22 = 1) < up(0, F)(2), =€ B,

skad wynika, ze operator Monge’a-Ampere’a jest (oo, 0o)-stabilny. To zas oznacza, ze jest
on (p,00)-stabilny dla kazdego p > 0. Pokazemy teraz kiedy operator Monge’a-Ampere’a
nie jest (p, q)-stabilny:

Przyktad. Niech u bedzie funkcja psh gladka na C” taka, ze u(z) = log|z|, gdy |z] > 1.
Zdefiniujmy u;(z) := u(jz) —logj. Wtedy u;(z) =log|z|, gdy |2| > 1/j, u; | log|z|, gdy
j 1 00, oraz Mu;(z) = j?"Mu(jz). Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej
mamy zatem ||u;|i»(p) — || log|z||lLr(B) oraz, poniewaz Mu;(z) = M(log|z|) = 0, gdy
2| > 1/j, mamy || Muj||pep) = 2"/ || Mu|1a(p). Pokazuje to, ze operator Monge’a-
Ampere’a nie jest (p, q)-stabilny, gdy albo ¢ < 1 albop =00 i ¢ = 1.

(p, q)-stabilnosé oznacza, ze LP-norme odpowiednio regularnej funkcji psh na kuli jed-
nostkowej, zerujacej sie na brzegu, mozemy oszacowac przez LI-norme gestosci miary Mon-
ge’a-Ampere’a tej funkcji. Okazuje sie, ze rozpatrywanie tylko kuli i funkcji psh nie jest
istotnym ograniczeniem:

Twierdzenie 5.1. Niech () bedzie obszarem w C™ zawartym w pewnej kuli o promieniu
R. Zalézmy, ze operator Monge’a-Ampére’a jest (p, q)-stabilny. Wtedy B
i) Dla u,v € PSH(Q) N C(N2) takich, ze u = v na 092 oraz Mu, Mv € C(§2) mamy

1/n
|lu —v||Le0) < Crl[Mu — MUHL{;@),
gdzie
Cr= C’RQ(%"'QTTI).
ii) Dla ¢ € C?(Q) takich, ze ¢|pq = 0 mamy
1/n
el < 2CRIMell 7 -
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Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze R = 1 oraz 2 C B (wykladnik przy R dostaniemy stosujac
linjowa transformacje 2z — Rz). W celu udowodnienia i) wybierzmy F; € C(B) takie, ze
Fjlg = |Mu — Mv| oraz F; | 0 na B\ Q. Jedli polozymy u; := up(0, F}), to z zasady
poréwnawczej |u — v| < —u; na Q. Zatem z (p, q)-stabilnosci

1

lu=vller) < lujllirs) < CIE (s — CrlIMu = Mol /7.

Dla dowodu ii) przez I', oznaczmy maksymalny zbiér otwarty, na ktérym ¢ jest Scisle psh.
Bedzie nam potrzebna nastepujaca wersja zasady poréwnawczej:

Twierdzenie 5.2. Niech Q i u beda takie jak w twierdzeniu 3.9. Zalézmy, ze v €
C2(Q) NC(Q), u <wv nadN oraz Mu > Mv naT,. Wtedy u < v na .

Dowdd. Bedziemy sie wzorowaé¢ na dowodzie Lemma 5.2 w [RT]. Niech C' bedzie takie, ze
P(z) = |2|> — C < 0 na Q. Przypuéémy, ze zbiér {u > v} jest niepusty, wtedy réwniez
S :={u+e > v} # () dla pewnego € > 0. Przez a oznaczmy maksimum funkeji u+e¢ —v
zas przez W zbidér, na ktérym jest ono realizowane. W jest zbiorem zwartym, zawartym
w S.

Przypusémy, ze W C T',. Wtedy dla pewnego a’ < a mielibySmy u + 1) — v < a’ na
0T, 1 z klasycznej zasady porownawczej dostaliby$my sprzeczno$é. Mozemy zatem zalozy¢,
ze istnieje zg € W\T',. Wtedy macierz (9%v/9z;0zy(20)) nie jest dodatnio okreslona, czyli
dla pewnego a € C"

2

aCac

v(zo 4+ Ca)(0) < 0.

Mamy wiec
2

9ca¢

co przeczy temu, ze u + €1 — v ma maksimum w zp. m

(u+ ey —v) (20 + ) (0) > 0

Uwaga. Twierdzenie 5.2 nie jest prawdziwe, jesli o funkcji v zalozymy tylko, ze jest ciagla
na ). Kontrprzyklad mozna tatwo skonstruowaé nawet w przypadku, gdy n = 1.

Koniec dowodu twierdzenia 5.1. Podobnie jak poprzednio znajdziemy GJr G; € C(B)
takie, ze GjE = M(+¢) w 'y, oraz Gi 1 0na B\ T'¢,. Jesli teraz u;t = uB(O, G‘7 ), to z
tw1erdzen1a 5.2 dostaniemy u+ < ¢ < —u; . W efekcie

_ 1/n —nl1/n
Iello@) < It o) + 15 o) < € (IG5 Iiatm + 1G5 I1ats )

1/n 1/n 1/n
— C (Ml + 1Ml ) <201 Mel/n . m
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7 drugiej strony nastepne twierdzenie pokazuje, ze stabilnos¢ wystarczy weryfikowaé
dla gladkich funkcji psh:

Twierdzenie 5.3. Zatézmy, Ze dla pewnych p, q, C' i C mamy oszacowanie
(5.2) ullir () < 6’Hu\|33 + CHMuHi{;ZB), u € PSH(B) N C>(B), u < 0.
Wtedy operator Monge’a-Ampeére’a jest (p, q)-stabilny.

Dowdd. Poniewaz oszacowanie (5.2) nie zachodzi dla ¢ < 1 oraz operator Monge’a-Am-
pere’a jest (p, oo)-stabilny dla kazdego p > 0, to mozemy zalozy¢, ze 1 < g < co.

W celu pokazania (5.1) wezmy najpierw F € C2(B), F > 0. Drzieki twierdzeniu
4.2 funkcja u = up(0, F) jest klasy C' w B. Ustalmy € > 0 i niech us := u * ps €
PSH N C>*(Bs) (Bs = B(0,1 — 0)) beda regularyzacjami funkcji u. Niech § > 0 bedzie
takie, ze [[ul|p\p, <e. Wtedy

(5.3) [l 5y < i,y +EPAB) = Jim sl ) + PA(B).
Z zalozenia oraz propozycji 3.8 mamy

. . ~ 1/n
(5.4)  Jim [uslliegsy < Jim (Ce+ CIMus| oty ) = G+ ClIF I,

Z (5.3) 1 (5.4)
[l ) < (Ce+ ClMulfs) ) +ePAB),

wiec dzieki dowolnosci ¢ mamy (5.1) dla F' € C?(B). B
Niech teraz F' bedzie dowolne i niech F; bedzie ciagiem funkcji klasy C? na B maleja-

cym do F. Dzieki zasadzie poréwnawczej mamy u+ || F — Fj ||1/n(|z|2 1) <wuj <wujpr <u,
gdzie u = up(0, F), u; = ug(0, F;), zatem u; T u. Wszczegolnosm ujllie By — [Julle (B
oraz || Fj||Lepy — HFHLq(B), co koriczy dowdd twierdzenia. m

7 wniosku 3.6 bezposrednio wynika nastepujaca:

Propozycja 5.4. Jesli u,v € PSH(B) N C(B) oraz u|pp = 0, to

n | no_
/B|u\ Mu < nl|jv] W(B)/BMU.

Dowod. We wniosku 3..6 wystarczy przyja¢ = B, h=0orazvy =---=v, =v. n
Whniosek 5.5. Operator Monge’a-Ampeére’a jest (n, 1)-stabilny.

Dowdéd. W propozycji 5.4 wystarczy przyja¢ v(z) :==|z]> — 1. =
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Whniosek 5.6 ([Blo2]). Niech ¢ > 1. Wtedy (o0, q)-stabilnosé implikuje (nq/(q — 1),1)-
stabilnosc.

Dowdd. Niech u € PSHN C(B), ulpp = 0. Oznaczmy p := ng/(q — 1) i zdefiniujmy
v :=up(0, |u|P/?). Wtedy dzieki propozycji 5.4 i (0o, q)-stabilnogci mamy

1/q
/\uvmz/ \u\"Mvgn!HszmE/MugC(/ \u\m) /Mu.l
B B (B) B B B

Jak pokazat ostatnio Kotodziej ([Kol]) operator Monge’a-Ampere’a jest (0o, ¢)-stabilny
dla kazdego ¢ > 1. Z wniosku 5.6 wynika zatem, ze jest on (p, q)-stabilny dla wszystkich
par (p,q) poza tymi, ktére byly wymienione w przykladzie na poczatku rozdziatu.

Obecnie udowodnimy wczeéniejszy rezultat Cegrella i Perssona:

Twierdzenie 5.7 ([CP]). Operator Monge’a-Ampere’a jest (oo, 2)-stabilny.
Potrzebne nam beda dwa lematy:

Lemat 5.8 ([GT], Lemma 9.2). Niech B bedzie kula jednostkowa w R™. Wtedy dla
u € C?(B) N C(B) mamy

1/m
2
—infu < —infu + ———— / det D*u d\ :
B oB A(B)L/m ( {D2u>0} )
gdzie D*u = (0%*u/0z;0xk)j k=1, ...m- ®
Lemat 5.9. Zalézmy, ze funkcja u jest dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie zy € C"

oraz ze macierz (0?u/0x j0xk(20))j k=1.... 2n jest dodatnio pélokreslona (przyjmujemy z; =
Tj+iTpys, j=1,...,n). Wtedy

0%u 0%u 2
< 4™ .
det (@:L'j&ck (ZO)) =1 (det (82196% (ZO)))

Dowdd. Oznaczmy

0%u 9%u
X = , B:= — .
(G.rjé’xk (ZO))j,k:_l,...,Zn (8zp8zq (ZO))p,q_L...,n

Mozna wyliczy¢, ze przy oznaczeniach z lematéw 2.7 i 2.8, dla A € A mamy 4tr(AB) =
tr(ATX). Wtedy z lematéw 2.7 i 2.8 dostaniemy

(det B)!/" = 4i inf{tr(ATX): Ae A} > %(det X)L/
n
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Dowdd twierdzenia 5.7. Wezmy u € PSH(B)NC>®(B), u < 0. Z lematéw 5.8 i 5.9 mamy

1/2n
lulls < [ullo +C </ (Mu)Qd/\> .
{D2u>0}

(00, 2)-stabilno$¢ wynika teraz z twierdzenia 5.3. m
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6. Operator Monge’a-Ampere’a w obszarach hiperwypuktych

Uzywajac (oo, 2)-stabilnosci mozemy teraz uogélni¢ twierdzenie 4.1 na przypadek ob-
szarow hiperwypuktych:

Twierdzenie 6.1 ([Blo2]). Niech Q € C™ bedzie obszarem hiperwypuklym. Zalézmy, ze
f € C(09) przediuza sie do funkcji psh na Q, ciaglej na Q, tzn. istnieje vy € PSH(Q2)NC(Q)
takie, ze vo|gpn = f. Niech F bedzie takie jak w twierdzeniu 4.1. Wtedy istnieje rozwiazanie
u = ugq(f,F) problemu (4.1).

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze F' = 0 i niech u bedzie takie jak w twierdzeniu 1.6. Niech
h bedzie funkcja harmoniczna na €, ciagla na Q i taka, ze hlog = f. Wtedy vg < u < h
i z twierdzenia 1.6 v € PSH(Q) N C(Q). Jedli B = E(zo,'r’) € , to latwo pokazemy, ze
u = uz(ulop,0) na B, zatem Mu = 0. Mozemy wiec dodatkowo zalozyé, ze Muvg = 0.

Zatézmy z kolei, ze F' ma nosnik zwarty w ). Niech v bedzie takie jak w twierdzeniu
1.7. Wtedy M(vg + Ayp) > F dla A odpowiednio duzego (bo F' ma nosnik zwarty).
Niech ©; T € beda obszarami B-regularnymi. Dzieki twierdzeniu 4.1 istnieja rozwiazania
u; = ugq, (volag,, Fla,;). Z zasady poréwnawcze;

(61) Vo + A’Q/) S Uj+1 S Uj S Vo Na Qj.

Chcemy pokazaé, ze ciag {u;} jest lokalnie jednostajnie zbiezny na . W tym celu wy-
bierzmy K € Q2 ie > 0. Niech kg bedzie takie, ze K C Q, oraz |AY| < € na 0Q,. Wtedy
z (6.1) i zasady poréwnawczej dla j, k > ko mamy

luj — urllx < lluj —urllay, = llu;j — ukllony, < [A¢llon,, <e,

wiec ciag {u;} jest lokalnie jednostajnie zbiezny na ). Mozemy teraz latwo pokazaé, ze
u = limu; jest szukanym rozwiazaniem.

Niech teraz F' bedzie dowolne. Znajdziemy funkcje F; € C§°(Q2), F; > 0, takie, ze
F; — F w L%(Q). Wystarczy pokazad, ze ciag rozwiazan u; := uq(f, F;) jest jednostajnie
zbiezny na Q. Mozemy zalozy¢, ze Q C B. Wtedy z zasady poréwnawczej na € mamy

uj — uk| < —uq(0, |[Fj — Fi|) < —up(0,|Fj — Fy|)
wiec z twierdzenia 5.7

1/n
lu; = urll < lus (0, 1F; = Fel)|5 < CIIF; = Fellia(o,

czyli ciag {u;} jest jednostajnie zbiezny na Q. Funkcja u := limu; posiada wszystkie
zadane wlasnosci. m

Uwaga. W dowodzie twierdzenia 6.1 nie musimy stosowaé twierdzenia 1.7 w pelnej wersji.
Jedli K € (2, to bez korzystania z twierdzenia 1.2 mozemy tatwo skonstruowaé¢ funkcje
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definiujaca, ktora jest Scisle psh i klasy C* tylko na pewnym otoczeniu K, i to wystarczy
w dowodzie twierdzenia 6.1.

Nie musimy réwniez korzystac ze stabilnosci operatora Monge’a-Ampere’a, jesli wiemy,
ze dla € istnieje ciagla funkcja definiujaca 1) taka, ze M1 > F. Tak jest na przykiad w
przypadku bidysku:

Przyktad.  Bidysk A? w C? jest obszarem hiperwypuklym, ale nie B-regularnym. Dla
e € (0,1] zdefiniujmy

€ £ ——2
P(2) =—(1—|al?) (L—|22*)", z=(z21,22) €A".
Wtedy 1|saz = 0, 9 jest funkcja klasy C*°, oddzielnie subharmoniczna na A? oraz

2e—2 ( 2e—2 (

My (z) = (1 - |a1?) 1 —[2[?) 1—e(|z1]? +220%)
zatem 1) jest psh na A2 gdy e < 1/2.

Pokazuje to (bez korzystania z rezultatéw udowodnionych w rozdzialach 1 i 5), ze
dla © = A? problem (4.1) ma rozwiazanie, jesli f jest takie jak w twierdzeniu 6.1 za$

F € C(A?) takie, ze

C
(1= |=22)” (1 = [z»)”

0< F(z) < z € A?

dla pewnych C' > 0 oraz § < 2. Wzmacnia to rezultat Levenberga i Okady ([LO], Theo-
rem 3.1), ktérzy zakladaja, ze 8 < 1 i postuguja sie znacznie bardziej skomplikowanymi,
probabilistycznymi metodami - dowéd zajmuje okoto 10 stron!

Na koricu pokazemy, ze w obszarach hiperwypuktych problem (4.1) ma gladkie pod-
rozwiazania:

Twierdzenie 6.2. Niech ) i f beda takie jak w twierdzeniu 6.1. Wtedy istnieje u €

PSH N C>*(Q2) N C(R2) takie, ze ulpq = f oraz Mu > 1.

W tym celu zdefiniujemy odpowiedni snop Richberga.
Dla A = (a;i) € A, gdzie A jest okreslone w lemacie 2.8, oznaczamy

= — ajp——".
A n ]k(?zjﬁik
Jk=1

Z lematu 2.8 i propozycji 3.8 mamy

(6.2) (Mu)Y/" = inf Ajqu dlauwePSHNCHL
AcA
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Dla funkcji psh ciaglej u rozpatrzmy nastepujace dwa warunki:
(6.3) Aju>1dlaAecA,
(6.4) Mu > 1.

Propozycja 6.3. i) Funkcja u spelnia (6.3) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego § > 0
regularyzacja us spetia (6.3).
ii) Jesli u spemia (6.3), to Mus > 1 dla kazdego 6 > 0.
iii) Z (6.3) wynika (6.4).
iv) Warunki (6.3) i (6.4) sa réwnowazne w kazdym z nastepujacych przypadkéw:
a) u jest klasy CHt,
b) Mu jest ciagle.

Dowdd. i) Jesli Ayu > 1, to Aqus = (Aau) * ps > 1. Implikacja przeciwna wynika ze
stabej zbieznosci A qus — A qu.

ii) Wynika z i) i (6.2).

iii) Wynika z ii) i stabej zbieznosci Mus — Mu.

iv) Punkt a) wynika z (6.2). Zeby pokaza¢ b) mozemy zalozyé, ze funkcja u jest
okreslona na otoczeniu B, Mu jest ciagle oraz Mu > 1. Niech f; € C*(0B) oraz F; €
C?(B) beda takie, ze fi 1 ulop oraz F; | Mu. Wtedy dzieki twierdzeniu 4.2 u; :=
up(fj, F;) € CH1(B) oraz z zasady poréwnawczej u; 1 u. Z a) mamy wiec Aju; > 1,
zatem Ajqu>1dlaAc A =

Mozemy teraz zdefiniowaé¢ poszukiwany snop Richberga:

Definicja. Jedli Q jest otwartym podzbiorem C”, to przez F(2) oznaczmy zbiér wszystkich
funkcji $cisle psh ciaglych u na € takich, ze dla " € 2 istnieje a € (0,1) takie, ze funkcja
au spehia (6.3) w €.

Propozycja 6.4. F jest snopem Richberga.

Dowdd. Definicja ma charakter lokalny, wiec F jest snopem. Niech u € F, ¢ € C*(Q2) i
niech a < 1 bedzie takie, ze funkcja au spelia (6.3) na otoczeniu supp . Zeby przekonad
sie, ze F spemia (1.1) wystarczy wziaé b € (a, 1) oraz g9 > 0 takie, ze (1—b)u+ep € PSH(Q2)
dla € € [0,£0); wtedy Ay (%(u+ep)) > Aalau) > 1dla A € A

Tak samo jak w dowodzie twierdzenia 3.10 mozna pokazaé, ze

A pmax{u,v} > 1{u>U}AAu + 1{u§v}AAU, Ae A,

czyli F spelnia (1.2).

Niech €', ©, 0 i u beda takie jak w (1.3). Zeby pokazaé, ze F spehia (1.3) postepujemy
teraz tak jak w dowodzie propozycji 1.3. Dostaniemy lokalnie jednostajna zbieznosé
pochodnych czastkowych 0%usg/0z;0z — 0%u/02;0Z), & | 0, na pewnym otoczeniu
zbioru {6 < 1} N zas poza tym otoczeniem usg = us dla § odpowiednio malego. Wystar-
czy teraz skorzystaé z propozycji 6.3 1). m
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Dowdd twierdzenia 6.2. Na mocy propozycji 6.4, twierdzenia 1.4 oraz propozycji 6.3 iv)
a) wystarczy pokazaé, ze istnieje u € F(Q) N C(Q) takie, ze u|gq = f. Niech v := uq(f,2)
bedzie dane przez twierdzenie 6.1 a v przez twierdzenie 1.7. Polézmy u := v +1. Wtedy u
jest écidle psh oraz, dzieki propozycji 6.3 iv) b), A u > A v > 21/ dla A € A, co koriczy

dowédd. m
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