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Wst¦p

Zespolone równanie Monge'a-Ampère'a zacz¦ªo by¢ intensywnie ba-
dane w latach siedemdziesi¡tych. Najsªynniejszym wynikiem jest twier-
dzenie Yau [Y], które byªo w istocie rozwi¡zaniem tego równania na
zwartych rozmaito±ciach kählerowskich. Daªo ono pozytywn¡ odpo-
wied¹ na wa»ne hipotezy w geometrii zespolonej, postawione w latach
pi¦¢dziesi¡tych przez Calabiego, i byªo jedn¡ z gªównych przyczyn przy-
znania Yau medalu Fieldsa w 1982 r.

Powodem, dla którego zespolony operator Monge'a-Ampére'a jest
bardzo przydatny w geometrii jest fakt, »e krzywizna Ricciego rozma-
ito±ci kählerowskich wyra»a si¦ przy jego pomocy. W zwi¡zku z tym np.
znalezienie metryki zupeªnej Kählera-Einsteina (co jest równie» cz¦-
sto wa»ne dla �zyków) sprowadza si¦ do rozwi¡zania odpowiedniego
równania Monge'a-Ampère'a. Równanie to ma tak»e zwi¡zki z j¡drem
Bergmana, badane w pracy Fe�ermana [F] (zob. tak»e [C-Y]).

Jeszcze przed prac¡ Yau ukazaª si¦ artykuª Bedforda i Taylora
[B-T1], w którym pokazali oni istnienie ci¡gªych rozwi¡za« problemu
Dirichleta dla zespolonego równania Monge'a-Ampère'a w obszarach
±ci±le pseudowypukªych w Cn. Okazaªo si¦ to fundamentalnym rezulta-
tem pozwalaj¡cym na rozwój teorii pluripotencjaªu, której najwa»niej-
sze rezultaty zostaªy udowodnione przez tych samych autorów w pracy
[B-T2]. Operator Monge'a-Ampère'a peªni w tej teorii podobn¡ rol¦
jak laplasian w teorii potencjaªu.

Z punktu widzenia równa« ró»niczkowych cz¡stkowych bardzo wa-
»n¡ prac¡ w teorii zespolonego równania Monge'a-Ampère'a byª ar-
tykuª [C-K-N-S], gdzie autorzy wykazali istnienie gªadkich rozwi¡-
za« problemu Dirichleta w obszarach ±ci±le pseudowypukªych w Cn.
Wcze±niej analogiczny rezultat dla rzeczywistego równania Monge'a-
Ampère'a udowodniono w pracy [C-N-S] (podobne rezultaty zostaªy
te» wykazane niezale»nie przez Krylowa). Zarówno w pracy Yau [Y], jak
i [C-K-N-S] (oraz [C-N-S]) sposobem konstruowania rozwi¡za« jest
metoda ci¡gªo±ci, która sprowadza caªe zagadnienie do udowodnienia
odpowiednich oszacowa« a priori.
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Rzeczywiste równanie Monge'a-Ampère'a jest równie» wykorzysty-
wane w geometrii, jednak nie do badania krzywizny Ricciego, tak wi¦c
z geometrycznego punktu widzenia przypadek rzeczywisty i zespolony
s¡ do±¢ ró»ne. Z kolei z punktu widzenia równa« ró»niczkowych metody
stosowane w przypadku rzeczywistym i zespolonym s¡ cz¦sto podobne.
Z drugiej strony bardzo cz¦sto zdarza si¦ jednak, »e przypadek ze-
spolony jest znacznie trudniejszy ni» rzeczywisty. Celem tej pracy jest
udowodnienie pewnych rezultatów dotycz¡cych regularno±ci rozwi¡za«
równania zespolonego, które znane s¡ ju» w przypadku rzeczywistym,
jednak odpowiednich metod z przypadku rzeczywistego nie da sie bez-
po±rednio zastosowa¢ w przypadku zespolonym.

Guan, Trudinger i Wang w pracy [G-T-W] udowodnili optymaln¡
regularno±¢ zdegenerowanego rzeczywistego równania Monge'a-Ampère'a.
W rozdziale 2 wykazano cz¦±ciowy analogiczny rezultat w przypadku
zespolonym, w przypadku, gdy warto±ci brzegowe znikaj¡. Pokazano
jednak w szczególno±ci, podobnie jak w [G-T-W] dla przypadku rze-
czywistego, optymalno±¢ wykªadnika 1/(n− 1).

W rozdziale 3 udowodniono gªadko±¢ (C∞) rozwi¡za« pewnego ze-
spolonego równania Monge'a-Ampére'a, b¦d¡cego uogólnieniem rów-
nania badanego w pracy Chenga i Yau [C-Y], przy niesko«czonym wa-
runku brzegowym. W pracy doktorskiej Ivarssona [I1] (zob. tak»e [I2])
pokazano, »e takie rozwi¡zania speªniaj¡ lokalnie warunek Lipschitza.

Na pocz¡tku ustalimy pewne podstawowe oznaczenia i de�nicje. Po-
tem w preliminariach zaprezentujemy niektóre twierdzenia dotycz¡ce
teorii operatora i równania Monge'a-Ampère'a, najpierw w przypadku
lokalnym, to znaczy na obszarach w Cn, a potem w przypadku rozma-
ito±ci kählerowskich. Nast¦pnie przedstawimy teori¦ równania Monge'a-
Ampère'a w przypadku zdegenerowanym, oraz dalej z niesko«czonym
warunkiem brzegowym, co bezpo±rednio wprowadzi nas w tematyk¦
drugiego i trzeciego rozdziaªu, w których znajduj¡ si¦ wyniki wªasne
autora. Na ko«cu preliminariów podamy pewne twierdzenia, które b¦d¡
dla nas przydatne w dalszej cz¦±ci pracy.

Oczywi±cie w tym doktoracie zostanie pokazana tylko maªa cz¦±¢
teorii operatora Monge'a-Ampère'a i jego zastosowa«. Jest wiele do-
brych opracowa« na ten temat, na przykªad [B6], [D1, D2], [K] i [K2].
Dobr¡ ksi¡»k¡ dotycz¡c¡ rozmaito±ci kählerowskich jest [T], dotyczy
ich te» [B7] (raczej z punktu widzenia równania Monge'a-Ampère'a ni»
geometrii), gdzie zostaªy zaprezentowane dwie wersje dowodu (najtrud-
niejszego) oszacowania rozwi¡zania w normie L∞, pierwsza klasyczn¡
metod¡ Yau (uproszczon¡ przez innych) a druga metod¡ Koªodzieja.
Godn¡ polecenia ksi¡»k¡ o równaniach eliptycznych jest [G-T]. W [M]
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znajduje si¦ bogata bibliogra�a o równaniach eliptycznych w kontek±cie
warunku brzegowego +∞.

Autor chciaªby zªo»y¢ szczególne podziekowania dr. hab. Zbignie-
wowi Bªockiemu� za temat pracy, cenne wskazówki i dyskusje, ogromn¡
pomoc w trakcie pisania tej pracy oraz za cierpliwo±¢; mamie - za cenne
uwagi; »onie - za to, »e przy nim byªa w trakcie pisania tej pracy i
wszystkim innym którzy si¦ przyczynili do jej powstania.

Praca byªa cz¦±ciowo �nansowana z projektu promotorskiego MNiSW
nr 3342/H03/2006/31.
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Podstawowe oznaczenia i de�nicje

Podamy tu niektóre podstawowe oznaczenia i de�nicje wykorzy-
stywane dalej w pracy. W naturalny sposób uto»samiamy R2n z Cn i
piszemy (x1, . . . , x2n) = (z1, . . . , zn) gdzie x2k−1 = Rezk i x2k = Imzk
dla k = 1, . . . , n. Oznaczamy tak»e

|z| =
√
|z1|2 + . . .+ |zn|2 dla z ∈ Cn.

|x| =
√
x21 + . . .+ x2m dla x ∈ Rm.

Pochodne cz¡stkowe b¦dziemy standardowo oznaczali poprzez dolne
indeksy np.:

∂u

∂zp
= up,

∂2u

∂zp∂z̄q
= upq̄,

∂3u

∂xk∂xl∂z̄p
= uxkxlp̄ itp.

Ró»niczkowanie funkcji u w kierunku wektoraX b¦dziemy oznaczali
przez Xu lub uX . Cz¦sto b¦dziemy u»ywali operatora

L = Lu = upq̄
∂2

∂zp∂z̄q
,

gdzie (upq̄) jest macierz¡ odwrotn¡ do (upq̄).Przez dL b¦dziemy ozna-
cza¢ miar¦ Lebesgue'a (z kontekstu b¦dzie wiadomo ilu wymiarow¡).Stosujemy
równie» standardowe oznaczenia na kul¦ jednostkow¡

B = Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1}.
Dla zbioru otwartego Ω ⊂ Rm i funkcji f ∈ Ck(Ω) niech

‖f‖Ck,α(Ω̄) =
∑
0¬|β|¬k

sup
Ω
|Dβf |+

∑
|β|=k
sup
x,y∈Ω

|Dβf(x)−Dβf(y)|
|x− y|α

,

dla k = 0, 1, 2 . . . i α ∈ (0, 1]. Natomiast (ogólniej) dla zbioru zwartego
K ⊂ Ω̄ de�niujemy

‖f‖Ck,α(K) = inf{‖f‖Ck,α(Ū) : U otwarty,K ⊂ Ū ⊂ Ω̄},
dla k = 0, 1, 2 . . . i α ∈ (0, 1]. Wtedy

Ck,α(Ω̄) = {f ∈ Ck(Ω) ∩ C(Ω̄) : ‖f‖Ck,α(Ω̄) < +∞},
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Ck,α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω) : ‖f‖Ck,α(Ū) < +∞, dla U b Ω},
natomiast Ck,0(Ω) = Ck(Ω). Mówimy, »e funkcja u jest prawie C1,1 na
Ω̄ je±li u ∈ C(Ω̄) oraz

sup
Ω
4u < +∞.

Teraz przypomnimy de�nicje przestrzeni Sobolewa. Dla k = 0, 1, 2 . . . i
p  1 (oraz Ω jak wy»ej) niech

W k,p(Ω) = {u : Dαu ∈ Lp(Ω), dla |α| ¬ k},
W k,ploc (Ω) = {u : Dαu ∈ L

p
loc(Ω), dla |α| ¬ k}.

Je±li b¦dziemy pisa¢, »e staªa C zale»y od perwnych wielko±ci, na
przykªad diamΩ i ‖f‖C1,1(Ω̄) to oznacza to, »e zale»y od oszacowa« gór-
nych na te wielko±ci. W szczególno±ci je±li je zmniejszymy (na przykªad
we¹miemy zbiór Ω o mniejszej ±rednicy) to staª¡ C dalej mo»emy wzi¡¢
tak¡ sam¡.
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ROZDZIAª 1

Preliminaria

1.1. Podstawowe fakty z teorii operatora Monge'a-Ampère'a

Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie zbiorem otwartym. Funkcj¦ u : Ω −→ [−∞,+∞)
nazywamy plurisubharmoniczn¡ je»eli:

1) jest póªci¡gªa z góry,
2) nie jest równa to»samo±ciowo −∞ na »adnej skªadowej spójnej

zbioru Ω,
3) dla ka»dych a, b ∈ Cn funkcja

{λ ∈ C : λa+ b ∈ Ω} 3 λ 7−→ u(λa+ b) ∈ [−∞,+∞)

jest subharmoniczna lub równa to»samo±ciowo −∞.
Funkcje plurisubharmoniczne wprowadzili niezale»nie Oka [O] oraz

Lelong [L]. Zbiór funkcji plurisubharmonicznych na Ω oznaczamy przez
PSH(Ω). Funkcj¦ u nazywamy plurisuperharmoniczn¡ je»eli funkcja
−u jest plurisubharmoniczna. Podstawowe wªasno±ci funkcji plurisub-
harmonicznych mo»na znale¹¢ na przykªad w [B6] lub [K]. Szuka¢ b¦-
dziemy takich rozwi¡za« równania Monge'a-Ampère'a, które s¡ funk-
cjami plurisubharmonicznymi.

Funkcj¦ u ∈ PSH(Ω) nazywamy ±ci±le plurisubharmoniczn¡, je-
±li dla ka»dego zbioru otwartego D b Ω istnieje ε > 0 takie, »e
u − ε|z|2 ∈ PSH(D). Nietrudno sprawdzi¢, »e funkcja u ∈ C2(Ω)
jest ±ci±le plurisubharmoniczna wtedy i tylko wtedy gdy warto±ci wªa-
sne zespolonej macierzy Hessego (upq̄) s¡ wi¦ksze od zera.

Ograniczony obszar Ω ⊂ Cn nazywamy ±ci±le pseudowypukªym

klasy Ck gdzie k = ∞, 2, 3, . . . (odpowiednio klasy Ck,α gdzie (k, α) =
(1, 1) lub k = 2, 3, . . . a α ∈ [0, 1]), je±li istnieje ±ci±le plurisubharmo-
niczna funkcja ρ klasy Ck (odpowiednio klasy Ck,α) okre±lona w otocze-
niu Ω̄, której gradient nie znika na ∂Ω i taka, »e Ω = {ρ < 0} (wtedy
ρ nazywamy funkcj¡ de�niuj¡c¡ dla Ω).

Funkcj¦ u ∈ PSH(Ω) nazywamy maksymaln¡ je±li dla ka»dej funk-
cji v ∈ PSH(Ω) takiej, »e u  v poza pewnym zwartym podzbiorem
Ω mamy u  v na Ω. W swojej pracy [BR] z lat pi¦¢dziesi¡tych dwu-
dziestego wieku Bremermann pokazaª, »e je±li Ω jest ±ci±le pseudowy-
pukªym obszarem klasy C2, to dla dowolnej funkcji ϕ ∈ C(∂Ω) istnieje
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funkcja u ∈ PSH(Ω) maksymalna w Ω taka, »e

lim
z→z0

u(z) = ϕ(z0)

dla z0 ∈ ∂Ω. Funkcj¦ t¦ zde�niowaª jako supremum po funkcjach plu-
risubharmonicznych których górna granica na brzegu jest mniejsza lub
równa ϕ. Pokazaª równie», »e maksymalna funkcja u klasy C2 speªnia
równanie det(upq̄) = 0. W latach sze±¢dziesi¡tych Walsh (zobacz [W])
pokazaª, »e funkcja zde�niowana przez Bremermanna jest ci¡gªa.

Przeªomowe w teorii zespolonego operatora Monge'a-Ampère'a byªy
wyniki Bedforda i Taylora z lat siedemdziesi¡tych i osiemdziesi¡tych.
W [B-T2] korzystaj¡c z teorii pr¡dów dodatnich zde�niowali go dla
dowolnej lokalnie ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej u jako re-
gularn¡ miar¦ borelowsk¡ oznaczan¡ przez (ddcu)n, przy czym je±li u
jest klasy C2 albo przynajmniej W 2,nloc , to

(1.1) (ddcu)n = 22nn! det(upq̄)dL
(jest to wtedy zwykªa n-ta pot¦ga zewn¦trzna (1, 1) formy ddcu, gdzie
dc = i(∂̄ − ∂)). Zachodzi te» nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1.1 ([B-T2]). Niech u, u1, u2, . . . ∈ PSH∩L∞loc(Ω),
ci¡g uk jest monotoniczny oraz zmierza prawie wsz¦dzie do u. Wtedy
(ddcuk)n zmierza sªabo do (ddcu)n.

Niech Ω b¦dzie ±ci±le pseudowypukªym obszarem klasy C1,1, f ∈ C(Ω̄)
jest funkcj¡ nieujemn¡ i ϕ ∈ C(∂Ω). Rozwa»my nast¦puj¡cy problem
Dirichleta

(1.2)


u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω̄)
(ddcu)n = fdL w Ω
u|∂Ω = ϕ.

Zwró¢my uwag¦, »e je»eli u ∈ W 2,nloc (Ω) to równanie

(ddcu)n = fdL
jest równowa»ne równaniu

det(upq̄) =
1

n!22n
f

i w takiej formie b¦dziemy je czasami zapisywa¢.
W poni»szym twierdzeniu s¡ zebrane trzy wa»ne wyniki z [B-T1].1

1W [B-T1] w zaªo»eniach twierdze« wyst¦powaªa klasa C2 w miejsce C1,1 ale
(na przykªad z punktu widzenia dowodu) nie jest to istotna ró»nica. Klasa C1,1 jest
jednak optymalna i gdyby±my j¡ zamienili na C1,α dla jakiego± α < 1 to twierdzenie
przestaªoby by¢ prawdziwe.
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Twierdzenie 1.2. Przy powy»szych zaªo»eniach mamy
(i) Istnieje dokªadnie jedno rozwi¡zanie u problemu (1.2);
(ii) Je±li ϕ ∈ C1,1(Ω̄) oraz f 1/n ∈ C0,1(Ω̄), to u ∈ C0,1(Ω̄);
(iii) Je±li Ω = B oraz ϕ, f 1/n ∈ C1,1(Ω̄), to u ∈ C1,1(Ω).

Dla funkcji u ∈ PSH∩L∞loc(Ω) mo»na dowie±¢ (zobacz na przykªad
[B6]), »e jest maksymalna wtedy i tylko wtedy gdy (ddcu)n = 0. Wi-
dzimy wi¦c, »e funkcja skonstruowana przez Bremermanna jest rozwi¡-
zaniem problemu (1.2) dla f = 0, a punkt (i) powy»szego twierdzenia
jest uogólnieniem wspomnianego wyniku Walsha.

Wa»nym twierdzeniem, z którego mi¦dzy innymi natychmiast wy-
nika jedyno±¢ rozwi¡zania problemu (1.2) jest zasada porównawcza

Twierdzenie 1.3 ([B-T2]). Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie obszarem ogra-
niczonym oraz u, v ∈ PSH ∩ L∞loc(Ω). Wtedy je±li

lim sup
z→∂Ω

(v(z)− u(z)) ¬ 0 i (ddcu)n ¬ (ddcv)n,

to
v ¬ u w Ω.

B¦dziemy równie» korzystali z zasady porównawczej w poni»szej
formie która jest troch¦ ogólniejsza, ale prosto wynika z powy»szej.

Twierdzenie 1.4. Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie obszarem ograniczonym
oraz u, v ∈ PSH ∩ C(Ω). Niech f ∈ C(Ω × R) b¦dzie tak¡ funkcj¡
nieujemn¡, »e dla ka»dego z ∈ Ω, funkcja (f(z, ·)) jest niemalej¦ca.
Wtedy je±li

lim sup
z→∂Ω

(v(z)− u(z)) ¬ 0,

(ddcu)n ¬ f(·, u)dL oraz f(·, v)dL ¬ (ddcv)n

to
v ¬ u na Ω.

Bardzo istotn¡ prac¡ dotycz¡c¡ regularno±ci rozwi¡za« równania
Monge'a-Ampère'a jest [C-K-N-S]. B¦dziemy korzystali z technik tam
u»ytych oraz z nast¦puj¡cego fundamentalnego twierdzenia

Twierdzenie 1.5. Niech Ω b¦dzie ±ci±le pseudowypukªym obszarem
klasy C∞. Niech f ∈ C∞(Ω̄ × R) b¦dzie tak¡ funkcj¡ dodatni¡, »e dla
ka»dego z ∈ Ω funkcja (f(z, ·))′ jest nieujemna. Niech ϕ ∈ C∞(∂Ω).
Wtedy istnieje jedyne rozwi¡zanie problemu

(1.3)


u ∈ PSH(Ω) ∩ C∞(Ω̄)
det(upq̄) = f(·, u) w Ω
u|∂Ω = ϕ.
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1.2. Równanie Monge'a-Ampère'a na zwartych

rozmaito±ciach kählerowskich

Niech M b¦dzie (gªadk¡) rozmaito±ci¡ zespolon¡, a ω gªadk¡ (1, 1)-
form¡ na M . Par¦ (M,ω) nazywamy rozmaito±ci¡ kählerowsk¡ je±li ω
jest dodatnio okre±lon¡ rzeczywist¡ form¡ zamkni¦t¡ (to znaczy ω > 0
jest rzeczywist¡ 2-form¡ i dω = 0). W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych
mo»na zapisa¢

ω =
i

2

∑
p,q

gpq̄dzp ∧ dz̄q.

Form¦ ω tak¡ jak wy»ej nazywamy form¡ kählerowsk¡. Jest z ni¡ sto-
warzyszona metryka h dana wzorem

h =
∑
p,q

gpq̄dzp ⊗ dz̄q, 2

któr¡ nazywamy metryk¡ kählerowsk¡. Lokalnie istnieje gªadka ±ci±le
plurisubharmoniczna funkcja g taka, »e ω = ddcg. Wtedy w lokalnym
ukªadzie wspóªrz¦dnych mamy gpq̄ = ∂2g

∂zp∂z̄q
.

Krzywizna Ricciego to (1, 1)-forma dana wzorem

Ricω = −ddc log(det(gpq̄)).
Form¦ kählerowsk¡ ω nazywamy form¡ Kählera-Einsteina je±li

Ricω = λω

dla pewnej staªej λ ∈ R. Wtedy stowarzyszon¡ z ni¡ metryk¦ równie»
nazywamy metryk¡ Kählera-Einsteina.

Zaªó»my dalej, »e rozmaito±¢ M jest zwarta. W tym przypadku na
M nie ma niestaªych funkcji plurisubharmonicznych. Rozpatruje si¦
wi¦c równanie Monge'a-Ampère'a w troch¦ innej postaci, a mianowicie

(1.4) (ω + ddcϕ)n = fωn,

gdzie f jest funkcj¡ nieujemn¡, przy czym szukamy funkcji ϕ speªniaj¡-
cej nierówno±¢ ω+ddcϕ  03 (czyli takich, »e lokalnie g+ϕ jest funkcj¡
plurisubharmoniczn¡). Dzi¦ki teorii Bedforda i Taylora funkcja ϕ mo»e

2To znaczy h( ∂∂zp ,
∂
∂zq
) = h( ∂∂z̄p ,

∂
∂z̄q
) = 0 oraz h( ∂∂zp ,

∂
∂z̄q
) = gpq̄.

3Przypomnijmy potrzebn¡ tu de�nicj¦. Je»eli funkcja ϕ ∈ L1(M), to ddcϕ
jest (1,1)-pr¡dem czyli (1,1)-form¡ o wspóªczynnikach b¦d¡cych dystrybucjami,
dokªadniej lokalnie mo»emy napisa¢ ddcϕ = 2i

∑
p,q̄ ϕpq̄dzp ∧ dz̄q przy czym po-

chodne bierzemy w sensie dystrybucyjnym. Wtedy ω + ddcϕ jest równie» (1,1)-
pr¡dem (lokalnie równym ddc(ρ + ϕ)). Mówimy, »e pr¡d T lokalnie dany wzorem
T = 2i

∑
p,q̄ Tpq̄dzp ∧ dz̄q jest pr¡dem nieujemnym i piszemy T  0, je»eli mamy

(Tpq̄)  0 (w sªabym sensie). Wtedy Tpq̄ s¡ dystrybucjami rz¦du 0, czyli miarami
zespolonymi.
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by¢ niegªadka, wystarczy, »e jest ograniczona i póªci¡gªa z góry. Z twier-
dzenia Stokesa wynika, »e je±li istnieje rozwi¡zanie równania (1.4), to
f speªnia warunek

(1.5)
∫
M
fωn =

∫
M
ωn.

W latach siedemdziesi¡tych Yau w swojej sªynnej pracy [Y] pokazaª
nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1.6. Niech f ∈ C∞(M) b¦dzie dodatni¡ funkcj¡ speª-
niaj¡c¡ warunek konieczny (1.5). Wtedy istnieje funkcja ϕ ∈ C∞(M)
taka, »e ω + ddcϕ > 0, b¦d¡ca rozwi¡zaniem równania (1.4).

Pierwsz¡ klas¡ Cherna nazywamy nast¦puj¡cy zbiór

c1(M) = {Ricω + ddcη : η ∈ C∞(M)}.
Mimo takiej de�nicji nie zale»y ona od wyboru formy kählerowskiej na
M to znaczy je±li ω̃ jest form¡ kählerowsk¡ naM to istnieje η ∈ C∞(M)
taka, »e Ricω̃ = Ricω + ddcη.

W latach sze±¢dziesi¡tych Calabi postawiª nast¦puj¡c¡ hipotez¦:
Dla ka»dego R ∈ c1(M) istnieje metryka ω̃, kohomologiczna z ω, taka,
»e Ricω̃ = R. Yau w wy»ej wymienionej pracy pokazaª, »e jest praw-
dziwa i wynika natychmiast z twierdzenia 1.6 zastosowanego do funkcji
f = e−η+c gdzie R = Ricω + ddcη a c jest tak dobran¡ staª¡, »eby byª
speªniony warunek (1.5). Istotnie, poªó»my ω̃ = ω + ddcϕ gdzie ϕ jest
rozwi¡zaniem (1.4). Wtedy

Ricω̃ = −ddc(log det(gpq̄ + ϕpq̄)) = −ddc(−η + c+ log det(gpq̄)) = R.
Wa»ny w geometrii zwartych rozmaito±ci kählerowskich jest równie»

problem istnienia formy Kählera-Einsteina. Je±li taka forma istnieje,
to musi by¢ speªniony jeden z nast¦puj¡cych warunków: c1(M) < 0,
c1(M) = 0 lub c1(M) > 0 (czyli istnieje element z c1(M) taki, »e odpo-
wiednio jest ujemnie okre±lony, zerowy lub dodatnio okre±lony). Je±li
jeden z powy»szych koniecznych warunków jest speªniony to istniej¡
λ ∈ R oraz forma kählerowska ω, takie, »e λω ∈ c1(M) a wi¦c Ricω =
λω+ ddcη dla pewnego η ∈ C∞(M). Wtedy je±li ω̃ jest form¡ Kählera-
Einsteina to (po ewentualnym przemno»eniu przez staª¡ dodatni¡) mo-
»emy przyj¡¢, »e Ricω̃ = λω̃ oraz ω̃ = ω + ddcϕ dla pewnego ϕ ∈
C∞(M). Rozpisuj¡c przedostatni¡ równo±¢ dostajemy−ddc(log det(gpq̄+
ϕpq̄)− log det(gpq̄)− η + λϕ) = 0. To oznacza, »e funkcja log det(gpq̄ +
ϕpq̄)− log det(gpq̄)−η+λϕ jako funkcja plurisubharmoniczna jest staªa,
czyli ϕ speªnia nast¦puj¡ce równanie Monge'a-Ampère'a

(1.6) det(gpq̄ + ϕpq̄) = eη−λϕ+c det(gpq̄).
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Odwrotnie, istnienie rozwi¡zania powy»szego równania ªatwo daje
nam form¦ Kählera-Einsteina. Sprowadzili±my wi¦c problem istnienia
takiej formy do problemu istnienia rozwi¡zania równania (1.6). Gdy
c1(M) = 0 to λ = 0 i rozwi¡zanie istnieje dzi¦ki twierdzeniu 1.6. W
przypadku c1(M) < 0 mamy λ < 0 i istnienie rozwi¡zania równania
(1.6) zostaªo pokazane w pracach [A] i [Y]. Przypadek c1(M) > 0
nie zostaª jeszcze do ko«ca zbadany. Wiadomo, »e na niektórych roz-
maito±ciach z pierwsz¡ klas¡ Cherna dodatni¡ istnieje forma Kählera-
Einsteina, a na niektórych nie (zobacz na przykªad [T]).

W latach dziewi¦¢dziesi¡tych Koªodziej pokazaª odpowiednik Twier-
dzenia 1.2 (i) dla rozmaito±ci kählerowskiej.4

Twierdzenie 1.7 ([K1]). Niech f ∈ C(M) b¦dzie nieujemn¡ funk-
cj¡ speªniaj¡c¡ warunek konieczny (1.5). Wtedy na M istnieje funkcja
ci¡gªa ϕ speªniaj¡ca warunek ω+ddcϕ  0 i b¦d¡ca rozwi¡zaniem rów-
nania (1.4).

Bªocki wykazaª w [B5], »e lokalnie ograniczone rozwi¡zanie równa-
nia (1.4) jest zawsze jedyne z dokªadno±ci¡ do staªej (to znaczy dwa
lokalnie ograniczone rozwi¡zania ró»ni¡ si¦ o staª¡).

1.3. Przypadek zdegenerowany

Równanie (ddcu)n = fdL nazywamy zdegenerowanym je±li dopusz-
czamy zerowanie si¦ funkcji f . Rozpatrzmy nast¦puj¡cy przykªad po-
dany przez Gamelina i Sibony'ego

Przykªad 1.8 ([G-S]).
Niech z = (z1, z′) ∈ C×Cn−1, Ω = B, ϕ(z) = (|z1|2− 12)

2 = (|z′|2− 12)
2

dla z ∈ ∂B, f = 0 oraz u = (max{0, |z1|2 − 12 , |z
′|2 − 12})

2 dla z ∈ B̄.
Wtedy u jest rozwi¡zaniem klasy C1,1(B̄) problemu (1.2), ale nie jest
klasy C2 w B mimo, »e B, f i ϕ s¡ bardzo gªadkie.

Dowód: Poniewa» u jest funkcj¡ maksymaln¡, wi¦c jest rozwi¡za-
niem problemu (1.2). Gªadko±¢ u psuje si¦ na zbiorze

{|z1|2 −
1
2
= 0} ∪ {|z′|2 − 1

2
= 0}.

To »e u jest klasy C1,1 ªatwo wida¢ (a tak»e wynika¢ to b¦dzie z na-
st¦pnego twierdzenia). �

4Koªodziej pokazaª to równie» w przypadku gdy f ∈ Lp(M) dla pewnego p > 0
(zamiast f ∈ C(M)).
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Widzimy zatem, »e w przypadku zdegenerowanego równania Monge'a-
Ampère'a raczej nie uzyskamy wy»szej regularno±ci ni» C1,1. 5 Najsil-
niejsze twierdzenie o takiej regularno±ci udowodniª Krylov

Twierdzenie 1.9 ([KR1, KR2]). Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie ±ci±le
pseudowypukªym obszarem klasy C3,1, ϕ ∈ C3,1(Ω̄) oraz f 1/n ∈ C1,1(Ω̄).
Wtedy istnieje u ∈ C1,1(Ω̄) b¦d¡ce rozwi¡zaniem problemu (1.2).

Zaªo»enie o ϕ jest tu silniejsze ni» w twierdzeniu 1.2(iii), ale te» do-
stajemy co± wi¦cej czyli globalne oszacowanie dla drugich pochodnych
rozwi¡zania. Poka»emy teraz, »e zaªo»enia o ϕ i Ω s¡ optymalne.

Ustalmy α < 1. Dla z ∈ Cn niech z = (x1, x′) ∈ R × R2n−1,
Ω = {z ∈ Cn : (1 − x1)2 + |x′|2 < 1}, u = x

(3+α)/2
1 , ϕ = u|∂Ω oraz

f = det(upq̄). Wtedy poniewa» u zale»y tylko od x1, wi¦c f = 0. Funk-
cja ϕ jest gªadka poza zerem, a w otoczeniu zera na brzegu Ω mamy

ϕ(z) = u(
|x′|2

1 +
√
1− |x′|2

, x′) ¬ C|x′|3+α.

St¡d ϕ ∈ C1,α, ale u nie jest oczywi±cie klasy C1,1 na Ω̄. Czyli zaªo»enie
o ϕ w powy»szym twierdzeniu jest optymalne.

Niech teraz u(z) = t3+α je±li x1 = t2+ t3+α i t  0 (znowu funkcja u
zale»y tylko od x1). Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie takim ±ci±le pseudowypukªym
obszarem o brzegu klasy C∞ poza zerem, »e dla pewnego otoczenia
zera U ,

∂Ω ∩ U = {z ∈ Cn : x1 = |x′|2 + |x′|3+α} ∩ U

oraz

Ω̄ ∩ {x1 = 0} = {0}.

Niech ϕ i f b¦d¡ zde�niowane jak wy»ej. Wtedy znowu f = 0, na-
tomiast na zbiorze U ϕ = x1 − |x′|2, wi¦c rozszerza si¦ do funkcji
gªadkiej w Cn i Ω jest klasy C3,α. Poniewa» istnieje staªa C taka, »e
C−1x1+α1 ¬ u(z) ¬ Cx1+α1 dla z ∈ Ω, wi¦c u nie mo»e mie¢ ograniczo-
nych drugich pochodnych.

Ostatni przykªad jest mo»e troch¦ sztuczny, bo zazwyczaj zakªada
si¦ co najwy»ej tak¡ regularno±¢ warunku brzegowego co brzegu (ale
jak pokazuje powy»szy przykªad, to »e ϕ ∈ C3,1(Ω̄) nie implikuje, »e Ω
jest ±ci±le pseudowypukªy klasy C3,1).

5Równie» ϕ = 0 i gªadkie Ω i f nie wystarczaj¡ »eby dosta¢ u ∈ C2(Ω̄), zobacz
[B-F].
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Mo»na wi¦c zada¢ pytanie o optymalno±¢ zaªo»e« o funkcji f , w
szczególno±ci o to, czy wykªadnik 1

n
jest optymalny. W przypadku rze-

czywistego równania Monge'a-Ampère'a6 Krylov równie» udowodniª re-
zultat analogiczny do Twierdzenia 1.9, jednak Guan w swojej pracy
[G] uzyskaª pewne wyniki dla wykªadnika 1

n−1 i ostatecznie twierdze-
nie Krylowa zostaªo poprawione przez Guana, Trudingera i Wanga do
nast¦puj¡cego

Twierdzenie 1.10 ([G-T-W]). Niech Ω b Rn b¦dzie obszarem
±ci±le wypukªym klasy C3,1, ϕ ∈ C3,1(Ω̄) oraz f 1/(n−1) ∈ C1,1(Ω̄). Wtedy
rozwi¡zanie problemu

(1.7)


u ∈ C(Ω̄) jest funkcj¡ wypukª¡

det( ∂
2u

∂xp∂xq
) = f w Ω

u|∂Ω = ϕ.

istnieje i jest klasy C1,1(Ω̄).

Przypomnijmy, »e Ω jest obszarem ±ci±le wypukªym klasy C3,1 je±li
istnieje ±ci±le wypukªa (to znaczy warto±ci wªasne rzeczywistej macie-
rzy Hessego s¡ dodatnie) funkcja ρ klasy C3,1 okre±lona na otoczeniu Ω̄
taka, »e jej gradient nie znika na ∂Ω oraz Ω = {ρ < 0}.

Dowód powy»szego twierdzenia w cytowanej pracy ma drobn¡ luk¦
zauwa»on¡ przez Bªockiego, to znaczy nie musi by¢ prawdziwa wielo-
krotnie u»ywana tam nierówno±¢

(1.8) | 5 (f 1/(n−1))| ¬ Cf 1/(2n−2).

Ale dowód mo»na poprawi¢, w szczególno±ci niewykorzystuj¡cy powy»-
szej nierówno±ci dowód Lematu 2.1 (oczywi±cie z [G-T-W]) znajduje
si¦ w [G], dowód Lematu 2.2 podaª Bªocki [B8], a w pozostaªych przy-
padkach wystarczy stosowa¢ powy»sz¡ nierówno±¢ dla pochodnych w
kierunkach stycznych do brzegu. Jej prawdziwo±¢ w tym wypadku wy-
nika z nast¦puj¡cego elementarnego lematu

Lemat 1.11. Niech Ω ⊂ Rn b¦dzie ograniczonym obszarem o gªad-
kim brzegu, Ω̃ ⊂ Rn b¦dzie takim obszarem, »e Ω̄ ⊂ Ω̃, ξ : Ω̃ → Rn
b¦dzie (gªadkim) polem wektorowym takim, »e dla x ∈ ∂Ω, ξ(x) jest
wektorem stycznym do ∂Ω, oraz niech g ∈ C∞(Ω̄) b¦dzie funkcj¡ nie-
ujemn¡. Wtedy istnieje staªa C zale»na tylko od ‖g‖C1,1(Ω̄) i od ‖ξ‖C0,1(Ω̄)
taka, »e

|gξ| < C
√
g na Ω̄.

6Zobacz na przykªad w [GU] de�nicje i wªasno±ci rzeczywistego operatora
Monge'a-Ampère'a.
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Dowód: Mo»emy zaªo»y¢, »e ξ ma no±nik zwarty a wi¦c indukuje
globalny potok φ : R × Ω̃ → Ω̃ taki, »e φ(R × Ω̄) = Ω̄. Niech φx(t) :=
φ(t, x) dla x ∈ Ω̄ (wtedy φ′x = ξ ◦ φx). Istnieje staªa C̃ (zale»na tylko
od ‖g‖C1,1(Ω̄) i od ‖ξ‖C0,1(Ω̄)), taka, »e

|(g ◦ φx)′(0)− (g ◦ φx)′(th)| ¬ C̃|h|
dla h ∈ R, t ∈ [0, 1] i x ∈ Ω̄. Wynika st¡d, »e

0 ¬ min{g ◦ φx(−h), g ◦ φx(h)} ¬ g(x)− |h|(|gξ| − C̃|h|).
Podstawiaj¡c h = gξ

2C̃
dostajemy

0 ¬ g(z)− gξ

4C̃
,

co daje nam nierówno±¢ z Lematu dla C = 2
√
C̃. �

Wykªadnik 1
n−1 w Twierdzeniu 1.10 jest optymalny co pokazuje

przykªad z pracy Wanga [WA]. Wydaje si¦ wi¦c, »e tak»e w przypadku
zespolonym optymalny wykªadnik w Twierdzeniu 1.9 to 1

(n−1 . Przykªad
2.12 (jest to adaptacja wspomnianego wy»ej przykªadu Wanga) poka»e,
»e nie mo»e on by¢ wi¦kszy. Równie» w przypadku zespolonym wykªad-
nik ten nie mo»e by¢ wi¦kszy od 1

n−1 co poka»e przy (jest to adaptacja
przykªadu Wanga do sytuacji zespolonej).

Peªny odpowiednik Twierdzenia 1.10 w przypadku zespolonym po-
zostaje nadal problemem otwartym. Rozdziaª 2 zawiera pewne wyniki
cz¦±ciowe dotycz¡ce tego problemu. Najwa»niejszy (Twierdzenie 2.1) to
taki, »e je±li Ω jest obszarem ±ci±le pseudowypukªym klasy C2,1, ϕ ≡ 0,
f 1/n ∈ C0,1(Ω̄) oraz f 1/(n−1) ∈ C1,1(Ω̄) to jedyne rozwi¡zanie u problemu
(1.2) jest prawie C1,1 na Ω.

Podobna sytuacja zachodzi dla równania Monge'a-Ampère'a na zwar-
tych rozmaito±ciach kählerowskich. Bªocki udowodniª nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1.12 ([B3]). Niech (M,ω) b¦dzie zwart¡ rozmaito-
±ci¡ kählerowsk¡ i niech f b¦dzie tak¡ funkcj¡ nieujemn¡ na M speªnia-
j¡c¡ warunek (1.5), »e f 1/(n−1) ∈ C1,1(M). Wtedy istnieje ϕ rozwi¡zanie
równania (1.4) które jest prawie C1,1 na M .

Przykªad 2.13 pokazuje, »e i w tym wypadku wykªadnika 1
n−1 nie

da si¦ poprawi¢.

1.4. Przypadek warto±ci brzegowych równych +∞

Pierwszym który rozpatrywaª równanie eliptyczne z warunkiem brze-
gowym niesko«czonym byª Bieberbach. W pracy [B] z 1916 roku roz-
wa»aª on problem
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(1.9)

{
4u = eu w Ω
limz→z0 u(z) = +∞ dla ka»dego z0 ∈ ∂Ω,

gdzie Ω jest ograniczonym podzbiorem C. Cheng i Yau [C-Y] na po-
cz¡tku lat osiemdziesi¡tych rozwa»ali nast¦puj¡cy problem

(1.10)

{
det(upq̄) = geKu w Ω
limz→z0 u(z) = +∞ dla ka»dego z0 ∈ ∂Ω,

gdzie Ω jest ±ci±le pseudowypukªym obszarem klasy C∞, g ∈ C∞(Ω̄)
i K > 0 jest staª¡. Jest to uogólnienie na wiele zmiennych problemu
Bieberbacha. Przy tych zaªo»eniach pokazali

Twierdzenie 1.13. Istnieje dokªadnie jedna funkcja plurisubhar-
miniczna u ∈ C∞(Ω) b¦d¡ca rozwi¡zaniem problemu (1.10).

Zobaczmy, »e powy»sze twierdzenie natychmiast daje nam zupeªn¡
metryk¦ Kählera-Einsteina na Ω. Niech ω = ddcu, gdzie u jest rozwi¡-
zaniem problemu (1.10) przy g = 1. Wtedy

Ricω = −ddc(log det(upq̄)) = −ddc(Ku) = −Kω.

Zupeªno±¢ metryki stowarzyszonej z ω wynika z tego, »e u jest równe
+∞ na brzegu Ω. Mok i Yau [M-Y] pokazali, »e zupeªna metryka
Kählera-Einsteina istnieje na Ω b Cn wtedy i tylko wtedy, gdy Ω jest
obszarem pseudowypukªym.7

Z punktu widzenia równa« ró»niczkowych ciekawe wydaje si¦ rozwa-
»anie ogólniejszego problemu ni» rozwa»ali Cheng i Yau, a mianowicie

(1.11)

{
(ddcu)n = f(u)dL w Ω
limz→z0 u(z) = +∞ dla ka»dego z0 ∈ ∂Ω,

gdzie f jest nieujemn¡ i gªadk¡ funkcj¡ speªniaj¡c¡ pewne dodatkowe
warunki. Taki problem byª rozwa»any w doktoracie Ivarssona [I1] z
którego pochodz¡ poni»sze wyniki.

Niech f ∈ C∞(R) b¦dzie dodatni¡ funkcj¡ rosn¡c¡ speªniaj¡c¡ wa-
runek

(1.12)
∫ ∞
0

dt

F (t)1/(n+1)
< +∞,

gdzie F (x) =
∫ x
0 f(t)dt i niech g ∈ C∞(Ω̄) b¦dzie funkcj¡ dodatni¡.

7Przypomnijmy, »e obszar Ω b Cn nazywamy pseudowypukªym je»eli istnieje
funkcja u ∈ PSH ∩ C(Ω) taka, »e limz→z0 u(z) = +∞ dla ka»dego z0 ∈ ∂Ω.
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Twierdzenie 1.14 ([I1, I-M]). Przy powy»szych zaªo»eniach je±li
Ω = B i g(z) zale»y tylko od |z|, to istnieje funkcja u ∈ PSH∩C∞(B)
b¦d¡ca rozwi¡zaniem problemu ( 1.11) taka, »e u(z) zale»y tylko od |z|.

Twierdzenie 1.15 ([I1, I2]). Przy powy»szych zaªo»eniach, je±li
Ω jest silnie pseudowypukªym obszarem klasy C∞, g = 1 oraz istnieje
k > 0 takie, »e dla x > 0 speªniony jest warunek

(F (x) + k)f ′(x)
f 2(x)

 n− 1
n+ 1

, 8

to istnieje u ∈ PSH∩C(Ω) lokalnie lipshitzowskie rozwi¡zanie problemu
(1.11).

Ivarsson w [I1, I2] udowadnia te» przy pewnych zaªo»eniach jedy-
no±¢ rozwi¡zania, ale w ogólnym przypadku nie jest jasne czy istnieje
tylko jedno rozwi¡zanie.

Problemowi (1.11) po±wi¦cony jest Rozdziaª 3. Twierdzenie 3.5 mówi
o tym, »e dla funkcji f speªniaj¡cej pewne techniczne zaªo»enie, mia-
nowicie f ′ > 0 na R oraz istniej¡ staªe α, β, γ  1, oraz x0 ∈ R takie,
»e dla x > x0 zachodz¡ nierówno±ci

α−1f−β(x) ¬ f ′(x) ¬ αfβ(x),
(log f)′′(x) ¬ γ(log f)′2(x),

istnieje gªadkie rozwi¡zanie tego problemu. Poniewa», zaªo»enia tego
twierdzenia speªnione s¡ te» przez funkcj¦ f(x) = eKx, wi¦c mamy tam
te» alternatywny dowód istnienia gªadkiego rozwi¡zania w twierdze-
niu 1.13. Mo»na pokaza¢, »e zaªo»enia te speªnione s¡ na przykªad dla
funkcji f(x) = xk dla k > n (dla k ¬ n pokazano w Rozdziale 3, »e
rozwi¡zanie problemu (1.11) nie istnieje).

Ciekawym problemem do zbadania wydaje si¦ te» istnienie rozwi¡-
zania tego typu równania w obszarach pseudowypukªych to znaczy uzy-
skanie pewnego uogólnienia wyniku Moka i Yau.

Warto chyba te» wspomnie¢, »e w przypadku rzeczywistego rów-
nania Monge'a-Ampère'a rozwa»ano podobne problemy. Na przykªad
ciekawy wynik uzyskaª Mohammed w niedawnej pracy [M], z której
autor zaczerpn¡ª sposób konstrukcji rozwi¡zania w rozdziale trzecim.
Rozpatruje on tam w obszarach ±ci±le wypukªych problem analogiczny
do (1.11) i dostaje gªadkie rozwi¡zania dla gªadkich, rosn¡cych funk-
cji f speªniaj¡cych warunek 1.12 bez »adnych dodatkowych technicz-
nych warunków. Jest tam pewna luka w dowodzie która dotyczy tylko
przypadków gdy f si¦ zeruje. Wtedy rozwa»ane jest tam równanie

8W [I1, I2] jest podany warunek Ff
′

f2 
n−1
n+1 ale nie byª on w tej formie zrozu-

miaªy dla autora poniewa» nigdy nie jest speªniony w zerze.
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det( ∂
2u

∂xp∂xq
) = λf zamiast det( ∂

2u
∂xp∂xq

) = f gdzie λ jest staª¡ która w nie-
których przypadkach jest ró»na od 1. Ale rozwi¡zanie takiego równania
nie daje nam automatycznie rozwi¡zania równania wyj±ciowego. Auto-
rowi wydaje si¦, »e wªa±ciwe byªoby tam zaªo»y¢, »e zachodzi warunek
W2 z rozdziaªu trzeciego (wtedy w dowodzie w [M] λ = 1).

1.5. Narz¦dzia

Teraz podamy jeszcze kilka twierdze«, które b¦d¡ nam przydatne
w dalszej cz¦±ci. Pierwsze z nich to szczególny przypadek gªównego
twierdzenia z z [B1].

Twierdzenie 1.16. Niech Ω b¦dzie ograniczonym obszarem w Cn,
niech u, v ∈ PSH(Ω)∩C(Ω̄). Zaªó»my, »e u ¬ 0 i limz→z0 v(z) = 0 dla
z0 ∈ ∂Ω. Wtedy zachodzi nierówno±¢∫

Ω
(−v)n(ddcu)n ¬ n!‖u‖n

∫
Ω
(ddcv)n.

Dzi¦ki nast¦pnemu twierdzeniu otrzymujemy jednostajn¡ stabil-
no±¢ rozwi¡za« problemu (1.2).

Twierdzenie 1.17 ([B-T1]). Niech Ω b¦dzie obszarem w Cn i niech
u, v ∈ PSH ∩ C(Ω). Wtedy na Ω zachodzi nierówno±¢

(1.13) (ddc(u+ v))n  (ddcu)n + (ddcv)n.
Nast¦pne twierdzenie dotyczy funkcji prawie C1,1. Dowód mo»na

znale¹¢ na przykªad w [K], gdzie jest cz¦±ci¡ dowodu Twierdzenia 4.3.3.

Twierdzenie 1.18. Niech Ω b¦dzie obszarem w Rn. Je±li u jest
funkcj¡ subharmoniczn¡ na Ω tak¡, »e supΩ4u < +∞, to u ∈ W 2,p
dla 1 ¬ p < +∞.

Poni»szy rezultat to znane twierdzenie Sobolewa.

Twierdzenie 1.19. Niech Ω ⊂ Rn. Wtedy W k,ploc (Ω) ⊂ Cl,α, dla
k, l = 0, 1, 2 . . . , p > 1, α ∈ (0, 1) takich, »e l + α < k − n

p
.

Poni»sze dwa twierdzenia znajduj¡ si¦ w [B2]. Pierwsze wynika z
twierdze« Trudingera z [TR] a drugie jest prost¡ konsekwencj¡ Lematu
17.16 z [G-T].

Twierdzenie 1.20. Je»eli u ∈ PSH ∩W 2,p(Ω) dla pewnego p >
2n(n − 1), gdzie Ω jest obszarem w Cn, det(upq̄) ∈ W 2,2n(Ω), oraz
det(upq̄) > 0 to u ∈ C2,α(Ω) dla pewnego α ∈ (0, 1).

Twierdzenie 1.21. Niech Ω b¦dzie obszarem w Cn, k = 1, 2, . . .
i niech α ∈ (0, 1). Je±li u ∈ PSH ∩ C2(Ω), det(upq̄) ∈ Ck,α(Ω), oraz
det(upq̄) > 0 to u ∈ Ck+2,α(Ω).
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Sformuªujemy teraz lemat Hopfa (nazywany te» zasad¡ Zaremby).

Twierdzenie 1.22. Niech Ω b¦dzie obszarem w Rn o brzegu klasy
C1 i niech u b¦dzie niestaª¡ funkcj¡ harmoniczn¡ w Ω i ci¡gª¡ na Ω̄.
Je±li z0 ∈ ∂Ω jest punktem, w którym u przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡,
a ξ wektorem prostopadªym w z0 do brzegu Ω i zwróconym do wn¦trza,
to uξ(z0) < 0.

Niech S i T b¦d¡ liniowymi operatorami ró»niczkowymi pierwszego
rz¦du o staªych wspóªczynnikach. Poni»sze wzory s¡ bardzo cz¦sto u»y-
wane w pracach o regularno±ci równania Monge'a-Ampère'a

(1.14) S(log f) = upq̄Supq̄,

(1.15) TS(log f) = upq̄TSupq̄ − upj̄uiq̄Tuij̄Supq̄.
Dowód : Niech (Mpq̄) b¦dzie macierz¡ minorów macierzy (upq̄). Po-

liczmy

S(log f) = S(log det(upq̄)) =
S det(upq̄)
det(upq̄)

= Supq̄
Mpq̄

det(upq̄)
= upq̄Supq̄.

�eby udowodni¢ drug¡ równo±¢ rozpatrzmy odwzorowanie f okre-
±lone dla n × n-macierzy odwracalnych i dane wzorem f(A) = A−1.
Jego pochodna jest dana wzorem f ′(A)(H) = −A−1HA−1 dla dowol-
nej n× n-macierzy H. W takim razie

(Tupq̄) = f ′((upq̄))(Tupq̄) = −(upq̄)(Tupq̄)(upq̄),
a zatem

Tupq̄ = −upj̄uiq̄uij̄,
co w poª¡czeniu z (1.14) daje nam (1.15). �
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ROZDZIAª 2

Zdegenerowane zespolone równanie

Monge'a-Ampère'a

B¦dziemy dalej stale zakªada¢, »e n  2 i Ω ⊂ Cn jest obszarem
±ci±le pseudowypukªym. B¦dziemy rozpatrywa¢ problem Dirichleta po-
staci:

(2.1)


u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω̄)
det(upq̄) = f w Ω
u|∂Ω = ϕ

Sformuªujemy teraz najwa»niejsze twierdzenie w tym rozdziale:

Twierdzenie 2.1. Niech Ω b¦dzie ±ci±le pseudowypuªym obszarem
klasy C2,1. Niech f b¦dzie nieujemn¡ funkcj¡ na Ω, tak¡, »e f 1/n ∈
C0,1(Ω̄) i f 1/(n−1) ∈ C1,1(Ω̄). Wtedy rozwi¡zanie u problemu (2.1), z
warunkiem brzegowym ϕ = 0, jest C0,1 oraz prawie C1,1 na Ω̄

Zauwa»my, »e funkcja która jest prawie C1,1 dzi¦ki Twierdzeniu 1.18
jest w przestrzeniW 2,ploc a wi¦c dzi¦ki Twierdzeniu 1.19 lokalnie jest klasy
C1,α dla 0 ¬ α < 1 oraz, »e funkcja plurisubharmoniczna u jest pra-
wie C1,1 wtedy i tylko wtedy, gdy ma ograniczone wszystkie pochodne
mieszane upq̄.

Udowodnimy teraz lematy (dotycz¡ce kolejnych oszacowa« a priori)
potrzebne, do udowodnienia powy»szego twierdzenie. We wszystkich
zakªadamy, »e Ω = {z ∈ Cn : ρ(z) < 0} gdzie ρ jest funkcj¡ ±ci-
±le plurisubharmoniczn¡ klasy C∞ w otoczeniu Ω̄, 0 ∈ Ω, dla ka»dego
z ∈ Ω istnieje kula Bz o promieniu 1 taka, »e z ∈ Bz ⊂ Ω, ∇ρ 6= 0 na
∂Ω, f ∈ C∞(Ω̄) jest funkcj¡ dodatni¡, ϕ ∈ C∞(Ω̄) jest funkcj¡ nieko-
niecznie zerow¡ (pozwoli to nam zobaczy¢, przy którym oszacowaniu a
priori jest trudno±¢, która nie pozwala autorowi pokaza¢ zespolonego
odpowiednika twierdzenia z pracy [G-T-W]) a u jest rozwi¡zaniem
problemu (2.1).

Pierwszy lemat jest najprostszy:

Lemat 2.2. Zachodzi nierówno±¢

‖u‖Ω̄ ¬ C,
gdzie C = C (diamΩ, ‖f‖Ω̄, ‖ϕ‖Ω̄).
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Dowód: Zauwa»my, »e z zasady porównawczej

A(|z|2 −B) ¬ u ¬ ‖ϕ‖Ω̄
dla dostatecznie du»ych A,B ∈ R. �

Z nast¦pnych dwóch lematów wynika oszacowanie na gradient roz-
wi¡zania:

Lemat 2.3. Prawdziwe jest nast¦puj¡ce oszacowanie

‖u‖C0,1(∂Ω) ¬ C,

gdzie C = C(infΩ̄ det(ρpq̄), ‖ρ‖C1,1(Ω̄), ‖f‖Ω̄, ‖ϕ‖C1,1(Ω̄)).

Dowód: Zauwa»my, »e poniewa» ρ jest funkcj¡ ±ci±le plurisubhar-
moniczn¡, wi¦c dla dostatecznie du»ego A funkcja ϕ + Aρ jest pluri-
subharmoniczna a ϕ−Aρ jest funkcj¡ superharmoniczn¡. Korzystaj¡c
z tego, »e na brzegu u = ϕ+Aρ i z zasady porównawczej (zwi¦kszaj¡c
odpowiednio A) dostajemy nierówno±¢

ϕ+ Aρ ¬ u.

Poniewa» na brzegu równie» u = ϕ−Aρ, wi¦c otrzymujemy nierówno±¢

u ¬ ϕ+ Aρ. �

Lemat 2.4. Gradient funkcji u we wn¦trzu Ω jest szacowany przez
jej gradient na brzegu. Dokªadniej

(2.2) ‖u‖C0,1(Ω̄) ¬ C(‖u‖C0,1(∂Ω) + 1),

gdzie C = C(diamΩ, ‖f 1/n‖C0,1(Ω̄), ‖ϕ‖C1,1(Ω̄)).

Dowód: Rozwa»my funkcj¦ wk = ±uxk+A|z|2 dla k = 1, . . . 2n. Po-
niewa» korzystaj¡c z (1.14) i z nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi (z warto±ci
wªasnych), dla dostatecznie du»ego A, mo»emy oszacowa¢

Lwk = ±(log f)xk + A
∑

upp̄  ±
(f 1/n)xk
f 1/n

+ Af−1/n > 0,

wi¦c (dla tegoA) funkcja wk nie przyjmuje maksimum w Ω, co implikuje
(2.2). �

Szacowanie laplasjanu zaczynamy od pokazania, »e wystarczy osza-
cowa¢ go na brzegu.

Lemat 2.5. Prawdziwa jest nast¦puj¡ca nierówno±¢

(2.3) sup
Ω
4u ¬ C(sup

∂Ω
4u+ 1),

gdzie C = C(diamΩ, ‖f 1/(n−1)‖C1,1(Ω)).
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Dowód: Niech β(z) = maxi∈{1,...,n} λie|z|
2
, gdzie λi s¡ warto±ciami

wªasnymi macierzy (upq̄(z)). Mo»emy zaªo»y¢, »e β przyjmuje maksi-
mum w pewnym punkcie z0 ∈ Ω (w przeciwnym wypadku nierówno±¢
(2.3) jest automatycznie speªniona). Po liniowej zmianie zmiennych mo-
»emy zaªo»y¢, »e w z0 macierz (upq̄) jest diagonalna i max |upp̄| = u11̄.
Wtedy funkcja

h = u11̄e
|z|2

równie» przyjmuje maksimum w z0 i h(z0) = β(z0). Od tego momentu
wszystkie obliczenia b¦dziemy robi¢ w punkcie z0. Poniewa» h ma tam
maksimum wi¦c

0 = (log h)k = z̄k +
uk11̄
u11̄

dla k = 1, . . . , n oraz
ukk̄(log h)kk̄ ¬ 0.

Niech g = f
1
n−1 . Stosuj¡c (1.15), nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ kwa-

dratow¡ a arytmetyczn¡, (1.14) i nierówno±¢ miedzy ±redni¡ arytme-
tyczn¡ a geometryczn¡, mo»emy dokona¢ nast¦puj¡cych oszacowa«

ukk̄(log h̃)kk̄ =
∑ 1

ukk̄
+
(log f)11̄
u11̄

+
1
u11̄

∑
p,q

|u1pq̄|2

upp̄uqq̄
− 1
u211̄

∑ |uk11̄|2
ukk̄


∑ 1

ukk̄
+
(log f)11̄
u11̄

+
1
u11̄

∑
k2

|ukk̄1|2

u2
kk̄


∑ 1

ukk̄
+
(log f)11̄
u11̄

+
1

u11̄(n− 1)

∣∣∣∣∣(log f)1 − u11̄1
u11̄

∣∣∣∣∣
2


∑
k2

1
ukk̄
+
(n− 1)g11̄
gu11̄

− 2Re(log g)1̄u11̄1
(n− 1)u11̄

 (n− 1)(u11̄)
1
n−1

g
+
(n− 1)g11̄
gu11̄

+ 2Re
g1̄z1

gu11̄(n− 1)
.

Po przemno»eniu przez gu11̄ ªatwo wida¢, »e

u11̄ ¬ C̃,
gdzie C̃ zale»y tylko od diamΩ i ‖f 1/(n−1)‖C1,1(Ω). St¡d dostajemy nie-
równo±¢ (2.3). �

�eby uzyska¢ oszacowania a priori dla drugich pochodnych na brzegu
ustalmy punkt z0 ∈ ∂Ω. Po holomor�cznej zmianie zmiennych mo»emy
zaªo»y¢, »e:

z0 = 0
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oraz

(2.4) ρ(z) = −Rezn +
n∑

p,q=1

cpq̄zp z̄q +O(|z 3 |),

gdzie (cpq̄) jest macierz¡ dodatnio okre±lon¡ tak¡, »e cpq̄ = 0 dla p 6=
q, p, q = 1, . . . , n − 1. W Ω zachodzi równo±¢ u − ϕ = σρ, gdzie σ
jest pewn¡ gªadk¡ funkcj¡ na Ω. Ró»niczkuj¡c t¦ równo±¢ obustronnie
dostajemy

(2.5) upq̄(0) = ϕpq̄(0) + (ϕn(0)− un(0))ρpq̄ dla p, q = 1, . . . , n− 1,
w szczególno±ci upq̄(0) = ϕpq̄(0) dla p 6= q, p, q = 1, . . . , n− 1.

Prost¡ konsekwencj¡ równo±ci (2.5) jest nast¦puj¡cy lemat o osza-
cowaniu drugich pochodnych w kierunkach stycznych do brzegu Ω.

Lemat 2.6. Dla p, q = 1, . . . n− 1 zachodzi nierówno±¢
(2.6) |upq̄(0)| ¬ C,
gdzie C = C( 1

infΩ̄ det(ρpq̄),‖f‖Ω̄
, ‖ϕ‖C1,1(Ω)). �

Troch¦ trudniejsze jest wykazanie oszacowania, gdy tylko jeden z
kierunków nie jest styczny do brzegu Ω.

Lemat 2.7. Gdy i = 1, . . . n− 1, to
(2.7) |uin̄(0)| ¬ C,
gdzie C = C( 1

infΩ̄ det(ρpq̄),‖f‖Ω̄
, ‖ρ‖C2,1(Ω̄), ‖f 1/n‖C0,1 , ‖ϕ‖C2,1(Ω)).

Dowód: Niech a = ρx2n−1 , b = ρxk . Dla k = 1, . . . , 2n−2 rozpatrzmy
funkcj¦

wk = ±Tk(u− ϕ) + ((u− ϕ)xk)2 + ((u− ϕ)x2n)2 + A|z|2 −Bx2n−1,
gdzie Tk = a∂xk − b∂x2n−1 . W dalszym ci¡gu dowodu c1, c2, . . . b¦d¡
staªymi zale»nymi tylko od Ω, ‖f 1/n‖C0,1(Ω̄), ‖ϕ‖C2,1(Ω̄). Zauwa»my, »e
zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci

upq̄(u− ϕ)x2n−1q̄ = 2upq̄(u− ϕ)nq̄ + iupq̄(u− ϕ)x2nq̄
= 2δpn − 2upq̄ϕnq̄ + iupq̄(u− ϕ)x2nq̄ .

upq̄(u− ϕ)x2n−1p = 2upq̄(u− ϕ)pn̄ − iupq̄(u− ϕ)x2np
= 2δqn − upq̄ϕpn̄ − iupq̄(u− ϕ)x2np ,

U»ywaj¡c wzoru (1.14), Lematów 2.3 i 2.4 oraz nierówno±ci Schwarza
mo»emy policzy¢
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L(±Tk(u− ϕ)) = ±upq̄(apq̄(u− ϕ)xk − bpq̄(u− ϕ)x2n−1 + ap(u− ϕ)xlq̄
−bp(u− ϕ)x2n−1q̄ + aq̄(u− ϕ)xnp − bq̄(u− ϕ)x2n−1p)± Tk(log f + Lϕ)

 −c1
∑

upq̄ − c2|∇u|
∑

upq̄ − 2
√
upq̄apaq̄

√
upq̄(u− ϕ)xkp(u− ϕ)xk q̄

−2
√
upq̄bpbq̄

√
upq̄(u− ϕ)x2np(u− ϕ)x2nq̄ −

nTk(f 1/n)
f

.

Dzi¦ki nierówno±ci mi¦dzy ±rednimi arytmetyczn¡ a geometryczn¡ oraz
dlatego, »e

∑
upp̄ ¬ c3

∑
upq̄, dostajemy

L(±Tk(u− ϕ))
 −c4

∑
upp̄ − 2upq̄(u− ϕ)x2np(u− ϕ)x2nq̄ − 2upq̄(u− ϕ)xkp(u− ϕ)xk q̄.

Poniewa» dla l = 1, . . . , 2n,

L((u−ϕ)xl)2) = 2(u−ϕ)xl((log f)xl−upq̄ϕxlpq̄)+2upq̄(u−ϕ)xlq̄(u−ϕ)xlp ,

 −c5
∑

upp̄ + 2upq̄(u− ϕ)xlq̄(u− ϕ)xlp,
wi¦c dla dostatecznie du»ego A zachodzi nierówno±¢

Lwk  0.
Niech Sε = {z ∈ U ∩ Ω : x2n−1 > ε} gdzie U jest takim otoczeniem

zera, »e w zbiorze U ∩Ω zachodzi nierówno±¢ x2n−1  D|z|2 dla pewnej
staªej D. Zauwa»my, »e mo»na dobra¢ ε i D tak, »eby zale»aªy tylko
od infΩ̄ det(ρpq̄) i ‖ρ‖C2,1(Ω̄).

Na brzegu Ω, dla k = 1, . . . , 2n − 2 mamy Tk(u − ϕ) = 0. Na-
tomiast na zbiorze ∂Sε ∩ ∂Ω, dla l 6= 2n − 1 zachodzi nierówno±¢
(u(z) − ϕ(z))xl)

2 ¬ c6|z|2. Dzi¦ki temu dla dostatecznie du»ych B
otrzymujemy wk ¬ 0 na ∂Sε. Dzi¦ki zasadzie maksimum dostajemy
wk ¬ 0 na Sε, co nam daje |uxkx2n−1(0)| ¬ c7. Poniewa» uxkx2n(0) =
ϕxkx2n(0) + ρxkx2n(0)(ϕn(0) − un(0)) jest ograniczone, w takim razie
dostajemy (2.7). �

Ostatni lemat dotyczy oszacowania drugich pochodnych w kierun-
kach nie stycznych do brzegu.

Lemat 2.8. Je±li ϕ ≡ 0, to
(2.8) |unn̄(0)| ¬ C,
gdzie C = C( 1

infΩ̄ det(ρpq̄),‖f‖Ω̄
, ‖ρ‖C2,1(Ω̄), ‖f 1/n‖C0,1(Ω̄), 1

‖f‖Ω̄
).
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Dowód : Istnieje R > 0 takie, »e f  ‖f‖Ω̄
2 na pewnej kuli B ⊂ Ω

o promieniu R. Wtedy z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡
i geometryczn¡ mamy 4u  n(‖f/2‖Ω̄)1/n. Z lematu Hopfa otrzy-
mujemy −ux2n−1(0)  D dla pewnej staªej D zale»nej od 1

‖f‖Ω̄
i od

‖f 1/n‖C0,1(Ω̄). To nam implikuje, »e liczby 1/ukk̄ = −un(0)ρkk̄ s¡ ogra-
niczone. Mo»emy zapisa¢

(2.9) f(0) =
n∏
i=1

uīi(0)−
( n−1∏
i=1

uīi(0)
) n−1∑
j=1

|ujn̄(0)|2

ujj̄(0)
.

Wtedy

(2.10) unn̄(0) =
n−1∑
j=1

|ujn̄(0)|2

ujj̄(0)
+

f(0)∏n−1
i=1 uīi(0)

< C. �

Dzi¦ki powy»szemu lematowi mo»emy dowie±¢ gªównego twierdze-
nia.

Dowód Twierdzenia 2.1: Zaªó»my najpierw, »e Ω jest obszarem ±ci-
±le pseudowypukªym klasy C∞. Wtedy mo»emy funkcj¦ f aproksymo-
wa¢ ci¡giem funkcji dodatnich fk klasy C∞(Ω̄), tak »eby ci¡g ϕ1/nk byª
zbie»ny do f 1/n w normie Co,1(Ω̄) a ci¡g ϕ1/(n−1)k byª zbie»ny do f 1/(n−1)

w normie C1,1(Ω̄). Dzi¦ki nierówno±ci (1.13) oraz zasadzie porównaw-
czej u + εkρ ¬ uk ¬ u, gdzie uk s¡ rozwi¡zaniami problemu (2.1) z
fk w miejsce f oraz εk ↘ 0. Ze zbie»no±ci jednostajnej ci¡gu uk i
wspólnego oszacowania na laplasjan otrzymujemy oszacowanie na la-
plasjan u znowu (po ewentualnym przeskalowaniu Ω) zale»ne tylko od
infΩ̄ det(ρpq̄), ‖ρ‖C2,1(Ω̄), ‖f 1/n‖C0,1(Ω̄), ‖f 1/(n−1)‖C1,1(Ω̄) oraz 1

‖f‖Ω̄
.

Niech teraz Ω b¦dzie tylko takie jak w twierdzeniu. Wtedy mo»emy
od ±rodka aproksymowa¢ Ω ci¡giem obszarów Ωk ±ci±le pseudowypu-
kªymi klasy C∞ tak, »eby ρ byªo aproksymowane w normie C3,1 przez
funkcje de�niuj¡ce dla Ωk. Wtedy znowu dzi¦ki zasadzie porównawczej
uk zmierza lokalnie jednostajnie do u (gdzie uk s¡ rozwi¡zaniami pro-
blemu (2.1) z Ωk w miejsce Ω) wi¦c mamy oszacowanie na laplasjan u.
�

Uwaga 2.9. Metody dowodu Twierdzenia 2.1 s¡ takie jak w [C-K-N-S]
poza dowodem Lematu 2.5 który autor opracowaª na podstawie [B4]
(gdzie dowód dotyczy troch¦ innego twierdzenia z teorii rzeczywistego
operatora Monge'a-Ampère'a, ale podobne rozumowanie w przypadku
zespolonym jest te» w [B2]).

Zaªo»enie o funkcji f 1/n, »e jest lipschitzowska, nie jest bardzo re-
strykcyjne. Jest speªnione na przykªad gdy funkcja f 1/(n−1) rozszerza
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si¦ na pewne otoczenie Ω̄ do dodatniej funkcji klasy C1,1. Mo»emy jed-
nak w przypadku kuli dosta¢ prawie C1,1 regularno±¢ nie korzystaj¡c z
tego zaªo»enia:

Twierdzenie 2.10. Niech Ω = B. Niech f b¦dzie nieujemn¡ funk-
cj¡ na B, tak¡, »e f 1/(n−1) ∈ C1,1(B̄). Wtedy rozwi¡zanie u problemu
(2.1), z warunkiem brzegowym ϕ = 0, jest prawie C1,1 na B̄.

Dowód : Tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 2.1 wystarczy do-
wie±¢ oszacowania a priori :

4u ¬ C w B,

gdzie C jest staª¡ zale»¡c¡ tylko od ‖f 1/(n−1)‖C1,1 , w przypadku f gªad-
kiego i dodatniego. Ze wzgl¦du na dowód tamtego twierdzenia zostaªo
tylko do pokazania oszacowanie na brzegu dla pochodnych mieszanych
ukn̄(0, 1) dla k = 1, . . . , n− 1 ((0, 1) ∈ Cn−1 × C).

Niech Tk = z̄k
∂
∂z̄n
− zn ∂∂zk dla k = 1 . . . n − 1. Rozpatrzmy funkcj¦

wk = ±ReTku + A(|z|2 − 1). Poniewa» Tk jest styczne do brzegu B̄,
wi¦c z Lematu 1.11 na B zachodzi nierówno±¢

|Tkf 1/(n−1)| ¬ C̃
√
f 1/(n−1)

gdzie staªa C̃ zale»y tylko od ‖f 1/(n−1)‖C1,1(Ω̄. Dla A dostatecznie du»ego

L(wk) = ±
ReTkf

1/(n−1)

(n− 1)f 1/(n−1)
+ A

∑
upp̄  C̃√

f 1/(n−1)
+
A

2
f 1/n  0.

Dzi¦ki zasadzie maksimum mamy wk ¬ sup∂B wk = 0, a wi¦c

|ux2k−1xn(0, 1)| ¬ 2A.

Podobnie (bior¡c wk = ±ImTku+ A(|z|2 − 1)) otrzymujemy

|ux2kxn(0, 1)| ¬ 2A dla k < n. �

Uwaga 2.11. Zauwa»my, »e w powy»szym twierdzeniu (w przeci-
wie«stwie do Twierdzenia 2.1) nie uzyskali±my globalnej lipschitzow-
sko±ci rozwi¡zania, ale tylko lokaln¡.

Przedstawimy teraz przykªad pochodz¡cy z [P], który poka»e, »e
wykªadnik 1

n−1 w Twierdzeniu 2.1 (jak i w Twierdzeniu 2.10) jest opty-
malny.

Przykªad 2.12.

Niech

η(t) =
{
e−1/(1−t

2), gdy |t| < 1,
0, gdy |t|  1.
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Poªó»my

f = η(
|zn|
|z′|γ
)|z′|β,

gdzie γ > 1, β = 2(n− 1)(γ − 1)− 1 i z′ = (z1, zn−1).
Niech a > 1

n−1 . Dla dostatecznie du»ego γ speªniona jest nierówno±¢
a > 2γ/β. Wtedy dla f zde�niowanego powy»ej (oraz Ω = B i ϕ ≡ 0)
rozwi¡zanie u problemu (2.1) nie jest prawie C1,1 w »adnym otoczeniu
zera, ale fa ∈ C1,1(B̄).

Dowód :
Proste wyliczenie pokazuje, »e fa ∈ C1,1(B̄). �eby pokaza¢ niere-

gularno±¢ rozwi¡zania u w zerze poka»emy, »e dla pewnego C > 0 i
malej¡cego do zera ci¡gu {εk}∞k=1 zachodzi nierówno±¢

(2.11) u(0, εk)− u(0)  Cε
2− 1
nγ

k .

Poniewa» rozwi¡zanie jest jedyne wi¦c zale»y tylko od |z′| oraz |zn|. W
takim razie, rzeczywi±cie powy»sza nierówno±¢ pokazuje, »e u nie jest
C1,α dla α > 1− 1

nγ
.

Funkcja u jest ci¡gªa, jej minimum jest w zerze i z zasady maksimum
wynika, »e

(2.12) u(z′, zn) ¬ u(w′, wn) gdy |z′| ¬ |w′| i |zn| ¬ |wn|.
Rozpatrzmy funkcj¦ h(t) = u(0, et) okre±lon¡ na przedziale [−∞, 0].
Wtedy h jest niestaª¡ funkcj¡ wypukª¡. Niech t0 ∈ (−∞, 0) b¦dzie
punktem ±cisªej wypukªo±ci funkcji h, to znaczy istniej¡ liczby η, µ
takie, »e

{t ∈ (−∞, 0] : h(t) ¬ ηt+ µ} = {t0}.
Poniewa» w zbiorze B ∩ {|z′|γ > |zn|} funkcja u jest maksymalna,

wi¦c dla µ̃ > µ zbiór {u(z) < η log |zn| + µ̃} ∪ (B ∩ {|z′|γ > |zn}) nie
mo»e by¢ relatywnie zwartym podzbiorem zbioru B ∩ {|z′|γ > |zn}.
Wynika z tego, »e

(2.13) u(z′, et0) = h(t0) je±li (z′, et0) ∈ B ∩ {|z′|γ > |zn|}.
Niech s = sup{t : h(t) = h(−∞)}. Oczywi±cie s 6= 0, wi¦c istnieje

taki ci¡g sk ↘ s, »e h jest ±ci±le wypukªa w sk. Z ci¡gªo±ci funkcji u oraz
z (2.13) wynika, »e u(0, es) = u(z′, es), gdy |z′|γ = min{es, (1−e2s)γ/2}.
Dzi¦ki (2.12) implikuje to

u(0)  u(z) dla z ∈ B ∪ {z : |z′|γ ¬ min{es, (1− e2s)γ/2}, |zn| ¬ es}.
Poniewa» funkcja f nie jest to»samo±ciowo równa zero w otoczeniu zera,
wi¦c równie» rozwi¡zanie u nie jest staªe w otoczeniu zera. Otrzymu-
jemy st¡d, »e s = −∞.

28



W dalszym ci¡gu dowodu c1, c2, . . . b¦d¡ pewnymi staªymi dodat-
nimi niezale»nymi od k. Poªó»my εk = esk dla k ∈ N. Mo»emy zaªo»y¢,
»e ε2k + ε

2
γ < 1 (poniewa» tak jest dla dostatecznie du»ych k, wi¦c w

przeciwnym wypadku mo»emy pomin¡¢ pocz¡tkowe wyrazy).
Ustalmy k ∈ N. Niech ε = εk. Zde�niujmy

P = {z : |z′|γ, |zn| < ε},

P̃ = {z : | z
′

ε1/γ
|2 + |zn

ε
|2 < 1},

P̂ = {z : 1
8
< | z

′

ε1/γ
| < 1
4
, |zn
ε
| < 1
2 · 8γ
},

ψ = | z
′

ε1/γ
|2 + |zn

ε
|2 − 1.

Zauwa»my, »e

P̂ ⊂ 1
2
P̃ ⊂ P̃ = {ψ < 1} ⊂ P

oraz
c1ε
2(1+(n−1)/γ) ¬ L(P̂ ) ¬ L(P ) ¬ c2ε2(1+(n−1)/γ).

Poniewa» inf
P̂
f = f(z′, zn)  c3ε

β gdy |z′|γ = 2|zn| = 1
8γ ε oraz

det(ψpq̄) = ε−2(1+(n−1)/γ) wi¦c zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci∫
P̂
fdL  c4εβ+2(1+(n−1)/γ),∫
P
det(ψpq̄)dL ¬ c5.

U»ywaj¡c powy»szych nierówno±ci i Twierdzenia 1.16 mo»emy policzy¢

‖u− u(0)‖n
P̃
 c6

∫
P̃
(−ψ)nfdL  c6

∫
P̂
(−ψ)nfdL  c7εβ+2(1+(n−1)/γ).

Dzi¦ki (2.12) i (2.13) otrzymujemy

u(0, ε)− u(0) = ‖u− u(0)‖P  ‖u− u(0)‖P̃
co dzi¦ki poprzedniej nierówno±ci daje nam (2.11). �

Powy»szy przykªad mo»na zmody�kowa¢ do przykªadu na prze-
strzeni rzutowej Pn z metryk¡ Fubiniego-Study'ego. Pokazuje on, »e
w przypadku równania Monge'a-Ampère'a na zwartych rozmaito±ciach
kählerowskich wykªadnik 1

n−1 w twierdzeniu ?? jest optymalny.

Przykªad 2.13.

Niech Pn = Cn ∪ Pn−1 i niech ω b¦dzie metryk¡ Fubiniego-Study'ego.
We¹my funkcj¦ f̃ ci¡gª¡ na Pn speªniaj¡c¡ warunek (1.5) która jest
równa 0 poza kul¡ B ⊂ Cn, jest równa funkcji f

det(gpq̄)
w otoczeniu

0 ∈ Cn gdzie f jest funkcj¡ z poprzedniego wykªadu a g = 12 log(1+|z|
2)
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(czyli ω = ddcg) oraz w Cn zale»y tylko od |z1| i |z′|. Wtedy je±li ϕ jest
taka, »e ω+ ddcϕ  0 oraz speªnia równanie (ω+ ddcϕ)n = ωn to ϕ nie
jest C1,α dla pewnego α < 1 w »adnym otoczeniu punktu 0 ∈ Cn.

Dowód : Wystarczy powtórzy¢ dowód z poprzedniego przykªadu dla
funkcji u = g + ϕ.
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ROZDZIAª 3

Równanie Monge'a-Ampère'a z niesko«czonym

warunkiem brzegowym

Niech Ω ⊂ Cn (n  2) b¦dzie ±ci±le pseudowypuªym obszarem
klasy C∞. Niech g ∈ C∞(Ω̄) b¦dzie funkcj¡ dodatni¡, τ ∈ {−∞} ∪ R,
f ∈ C∞(τ,+∞) b¦dzie funkcj¡ dodatni¡ i rosn¡c¡ oraz w przypadku
τ 6= −∞ zakªadamy jeszcze, »e limt→τ+ f(t) = 0.

B¦dziemy rozpatrywa¢ problem Dirichleta postaci:

(3.1)


u ∈ PSH ∩ C(Ω)
det(upq̄) = gf(u) w Ω
limz→z0 u(z) = +∞ dla ka»dego z0 ∈ ∂Ω.

Zaªó»my, »e f speªnia dodatkowo warunek:
W1: Funkcja

Ψ(x) =
∫ ∞
x

dt

F (t)1/(n+1)
,

gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ tak¡, »e F ′ = f , jest dobrze okre±lona dla
dostatecznie du»ych x.

Powy»szy warunek implikuje nast¦puj¡c¡ równo±¢ (zobacz dowód
w [G-P]):

(3.2) lim
x→+∞

F (x)n/(n+1)

f(x)
= 0.

B¦dzie nam przydatna funkcja w b¦d¡ca jedynym rozwi¡zaniem
problemu Dirichleta

(3.3)


w ∈ PSH ∩ C(Ω̄)
det(wpq̄) = g w Ω
w = 0 na ∂Ω

Dzi¦ki Twierdzeniu 1.5, w ∈ C∞(Ω̄).
Powtarzaj¡c rozumowanie z [I1, I2] (lub w przypadku rzeczywistym

z [M]) udowodnimy nast¦puj¡cy:

Lemat 3.1. Istnieje funkcja H ∈ PSH ∩ C(Ω) taka, »e u ¬ H dla
ka»dej funkcji u ∈ PSH(Ω) ∩ C(Ω̄) speªniaj¡cej równanie det(upq̄) =
gf(u).
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Dowód: Niech W = (−Ψ)−1 oraz H = W ◦ (Kw), gdzie K > 0 jest
na tyle maªe, »eby H byªo dobrze okre±lone. WtedyW ′ = F 1/(n+1)◦W ,
W ′′ = f

(n+1)F (n−1)/(n+1) ◦W . Funkcja W jest gªadka, rosn¡ca i wypukªa
wi¦c H jest gªadk¡ funkcj¡ plurisubharmoniczn¡ w Ω. Mo»emy wi¦c
policzy¢

det(Hpq̄) = det(W ′ ◦ (Kw)Kwpq̄ +
1

n+ 1
W ′′ ◦ (Kw)K2wpwq̄)

= gKnF n/(n+1) ◦W ◦ (Kw) + gKn+1f ◦W ◦ (Kw)wpq̄wpwq̄

= gf(H)
(
KnF n/(n+1)

f
◦H +Kn+1w

pq̄wpwq̄
n+ 1

)
.

Poniewa» dzi¦ki warunkowi W1 zachodzi wzór (3.2), wi¦c dla dostatecz-
nie maªych K otrzymujemy det(Hpq̄) ¬ gf(H). Z zasady porównawczej
otrzymujemy tez¦ lematu. �

Rozpatrzmy funkcj¦ Φ : (τ,+∞) −→ R dan¡ wzorem

Φ(x) =
∫ ∞
x

dt

f(t)1/n
.

Jest ona dobrze okre±lona, poniewa» wzór (3.2) razem z warunkiem W1
gwarantuj¡ zbie»no±¢ powy»szej caªki.

Zaªó»my teraz dodatkowo, »e f speªnia jeszcze nast¦puj¡cy waru-
nek:

W2: Zachodzi nierówno±¢:

Φ(τ) = lim
x→τ+
Φ(x) > sup

Ω
(−w).

Oczywi±cie gdy τ = −∞ to warunek W2 jest speªniony. W przy-
padku τ ∈ R, je±li f(τ + x) ¬ Cxn dla pewnego C > 0 i x z pewnego
prawostronnego otoczenia 0, to równie» warunek W2 jest speªniony.
Je±li natomiast warunek W2 nie jest speªniony, to zawsze istnieje takie
ε > 0, »e po zmianie Ω na εΩ = {εz : z ∈ Ω} i g na g◦T gdzie T (z) = z

ε
ju» jest speªniony (mo»na te» nie zmienia¢ Ω tylko przemno»y¢ g przez
dostatecznie maªe ε).

Mo»emy teraz zde�niowa¢ funkcj¦ V = (−Φ)−1 i ϕ = V ◦w. �atwo
policzy¢, »e V ′ = f 1/n ◦ V oraz V ′′ = f ′

nf (n−2)/n
◦ V . Funkcja ϕ (podob-

nie jak funkcja H z Lematu 3.1) jest gªadka i plurisubharmoniczna.
Policzmy dla niej operator Monge'a-Ampère'a:

det(ϕpq̄) = det(V ′ ◦ wwpq̄ + V ′′ ◦ wwpwq̄)

= gf ◦ ϕ+ g 1
n
(f 1/nf ′) ◦ ϕwpq̄wpwq̄  gf(ϕ).
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Niech Ωk = {z ∈ Cn : ϕ(z) < k} (gdzie k jest tak du»e, »eby
zbiór Ωk byª obszarem ±ci±le pseudowypukªym klasy C∞) oraz niech uk
b¦dzie rozwi¡zaniem nast¦puj¡cego problemu Dirichleta:

u ∈ PSH ∩ C∞(Ω̄k)
det(upq̄) = gf(u) w Ωk
u = k(= ϕ) na ∂Ωk.

Z zasady porównawczej dostaj¦, »e ϕ ¬ uk na Ωk a dzi¦ki temu
stosuj¡c j¡ drugi raz, »e uk ¬ uk+1. Stosuj¡c Lemat 3.1 na ka»dym ze
zbiorów Ωk) otrzymujemy, »e ci¡g uk jest rosn¡cy i lokalnie ograniczony.
Przy dodatkowych zaªo»eniach dowiedziemy, »e

(3.4) u = lim
k→+∞

uk

jest gªadkim rozwi¡zaniem problemu (3.1).

Lemat 3.2. Przy powy»szych zaªo»eniach, istnieje staªa C nieza-
le»na od k (mo»e zale»e¢ od Ω, f , g) taka, »e

|∇uk| ¬ Cf 1/n(k).

Dowód: Poniewa» u  ϕ, wi¦c na brzegu otrzymujemy

f−1/n(uk)|∇uk| = |∇Φ ◦ uk| ¬ |∇Φ ◦ ϕ| = |∇w|.
Ustalmy r ∈ {1, . . . , 2n}. �eby oszacowa¢ uxr rozwa»my funkcj¦

η = uxr+Kf
1/n(k)|z|2. Zaªó»my, »e η przyjmuje maksimum w z0 ∈ Ωk.

Mo»emy zaªo»y¢, »e uxr  0. Korzystaj¡c ze wzoru (1.14) oraz z tego,
»e f jest rosn¡ca, w z0 mamy

L(uxr +Kf
1/n(k)|z|2) = (log gf(uk))xr +Kf 1/n(k)

n∑
p=1

upp̄

 (log g)xr + nK > 0
dla dostatecznie du»ego K. Z zasady maksimum dostajemy otrzymu-
jemy (3.2). �

Oczywi±cie powy»szy lemat nie daje nam jeszcze lipshitzowsko±ci
funkcji u, ale u»yjemy go, »eby otrzyma¢ oszacowanie na laplasjan na
brzegu Ωk.

Niech T = (Φ−1(supΩ(−w)),+∞). Rozpatrzmy jeszcze nast¦puj¡cy
warunek (wymieniony ju» w Preliminariach1):

W3: Istniej¡ staªe α, β, γ  1 takie, »e na zbiorze T zachodz¡
nierówno±ci

α−1f−β ¬ f ′ ¬ αfβ,
1W podanej tu postaci jest nawet troch¦ sªabszy bo nie wymagamy by f ′ > 0

na caªym R.
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(log f)′′ ¬ γ(log f)′2.

Uwaga 3.3. Zauwa»my, »e funkcje f = eKt dla K > 0, f = ee
··
·e
t

f = tγ dla γ > n, tn+ tn+1 oraz tn(log(t+2))2n speªniaj¡ warunki W1-
W3.

Lemat 3.4. Zaªó»my, ze speªnione s¡ warunki W1- W3. Wtedy ist-
niej¡ N i C niezale»ne od k takie, »e

4uk
f(uk)N

¬ C na Ωk.

Dowód: Niech c0, c1, c2, . . . b¦d¡ staªymi dodatnimi zale»nymi tylko
od diamΩ, ‖w‖C2,1 , f oraz g. Wystarczy dowie±¢, »e funkcje uk w obsza-
rze Ωk maj¡ laplasjan lokalnie wspólnie ograniczony. Dla uproszczenia
w dalszej cz¦±ci dowodu b¦dziemy pisa¢ u w miejsce uk oraz Ω zamiast
Ωk. Nie b¦dziemy te» pisa¢ funkcji u tam, gdzie wyst¦puje jako funkcja
wewn¦trzna zªo»enia, np. zamiast f ◦ u lub f(u) b¦dziemy pisa¢ tylko
f . Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumie«.

Poka»emy, »e dla dostatecznie du»ych N funkcja

Λ = max
i∈{1,...,n}

λif
−Ne|z|

2
,

gdzie λi s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy (upq̄), jest ograniczona. Do-
wód podzielimy na dwie cz¦±ci, najpierw oszacujemy Λ na brzegu, a
potem we wn¦trzu (korzystaj¡c równie» z oszacowaniu na brzegu).

Cz¦±¢ I: Funkcja Λ jest ograniczona na brzegu

We¹my punkt z0 ∈ ∂Ω. Po zmianie zmiennych mo»emy zaªo»y¢, »e

z0 = 0,

w = −x2n−1 + apq̄zpz̄q + o(|z|2) dla pewnej macierzy (apq̄)np,q=1 > 0
wpq̄ = upq̄ = 0 dla p, q < n takich, »e p 6= q.

Niech a = ρx2n−1 , b = ρxl . Dla l = 1, . . . , 2n− 2 rozwa»my funkcj¦

wl = ±Tlu+ (uxl)2 + (ux2n)2 + A|z|2 −Bx2n−1
, gdzie Tl = a∂xl − b∂x2n−1 . Korzystaj¡c z tego, »e

upq̄ux2n−1q̄ = 2u
pq̄unq̄ + iupq̄ux2nq̄ = 2δpn + iu

pq̄ux2nq̄ ,

upq̄ux2n−1p = 2u
pq̄upn̄ − iupq̄ux2np = 2δqn − iupq̄ux2np ,

policzmy

Lwl = ±upq̄(apq̄uxl − bpq̄ux2n−1 + apuxlq̄ − bpux2n−1q̄ + aq̄uxnp− bq̄ux2n−1p)
±Tl log(gf) + 2uxl(log(gf))xl + 2upq̄upxluq̄xl+
2ux2n(log(gf))x2n + 2u

pq̄upx2nuq̄x2n + A
∑
p

upp̄
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 −c1|∇u|
∑
p

upp̄−c2|∇u|−2
√
upq̄apaq̄

√
upq̄uxlpuxlq̄−2

√
upq̄bpbq̄

√
upq̄ux2npux2nq̄

−c3−c4
f ′|∇u|
f
−c5|∇u|−4

f ′|∇u|2

f
+2upq̄upxluq̄xl+2u

pq̄upx2nuq̄x2n+A
∑
p

upp̄.

Poniewa»
∑
upp̄  1

f1/n(k) , wi¦c (korzystaj¡c jeszcze z nierówno±ci mi¦-
dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ oraz Lematu 3.2) dla pew-
nego A < c6(f 1/n(k) + supΩ f

′) otrzymujemy Lwl > 0.
Niech Sε b¦dzie skªadow¡ spójn¡ zbioru {z ∈ Ω : x2n−1 < ε} której

domkni¦cie zawiera 0. Dla odpowiednio dobranego (dostatecznie ma-
ªego i niezale»nego ani od k ani od z0) ε > 0 i z ∈ ∂Sε mamy

|z| ¬ c7
ε

√
x2n−1 = c8

√
x2n−1.

Wtedy na ∂Sε zachodz¡ równie» nierówno±ci:

±Tlu ¬ c9x2n−1 (poniewa» Tlu = 0 na ∂Ω ∩ ∂Sε),

(uxk)
2 ¬ c10|∇u|2|z|2 ¬ c11f 2/nx2n−1 dla k 6= 2n− 1.

W takim razie dobieraj¡c odpowiednie B < c12(f 2/n(k) + supΩ f
′) do-

stajemy wl ¬ 0 na ∂Sε. Korzystaj¡c z zasady maksimum otrzymujemy,
»e wl ¬ 0 na caªym Sε. To implikuje, »e wlx2n−1 < c13(f 1/n(k)+supΩ f

′).
Dzi¦ki Lematowi 3.2 oraz warunkowi W3 otrzymujemy z tego oszaco-
wanie na pochodn¡ mieszan¡

|upn̄| < c14f
N dla pewnegoN > 0.

Standardowo (tak jak w dowodzie Lematu 2.8) korzystaj¡c z lematu
Hopfa oraz rozwi¡zuj¡c w naszym ukªadzie wspóªrz¦dnych równanie
Monge'a-Ampère'a ze wzgl¦du na unn̄ dostajemy w zerze oszacowanie

4u < c15f
N .

Cz¦±¢ II: Funkcja Λ jest ograniczona na Ω̄.
We¹my teraz punkt z0 we wn¦trzu Ω w którym funkcja Λ przyjmuje

maksimum (je±li nie ma takiego punktu to dzi¦ki cz¦±ci pierwszej dowód
jest sko«czony). Po liniowej zmianie ukªadu wspóªrz¦dnych mo»emy
zaªo»y¢, »e w z0 macierz (upq̄) jest diagonalna i u11̄ = maxk∈{1,...,n} λk.
Niech h = u11̄f−Ne|z|

2
. Wtedy funkcja h równie» przyjmuje maksimum

w z0 i h(z0) = Λ(z0). Mo»emy zaªo»y¢, »e

(3.5) h(z0)  Ce|z0|
2
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dla pewnego C które (dostatecznie du»e) dobierzemy pó¹niej oraz |z0| <
1
2N . Wtedy

(3.6)
∑
p

upp̄  Cf (N−1)/(n−1).

Zauwa»my jeszcze, »e hp = 0 dla p = 1, . . . , n co nam daje równo±¢

(3.7) up11̄ = u11̄(N
f ′up
f
− z̄p).

Zacznijmy liczy¢:

(3.8)

L(log h) =
upp̄upp̄11̄
u11̄

−u
pp̄up11̄up̄11̄
u211̄

−N(log f)′′upp̄upup̄−N(log f)′+
n∑
1

upp̄.

B¦dziemy szacowa¢ powy»sze wyrazy po kolei. W poni»szych rachun-
kach korzystamy kolejno z (1.15), W3, (3.7), nierówno±ci mi¦dzy ±red-
nimi pot¦gowymi, (1.14), ograniczenia na |z| oraz nierówno±ci Schwarza

upp̄11̄
u11̄
=
(log(gf))11̄

u11̄
+ u11̄upp̄uqq̄u1pq̄u1̄p̄q

 (log g)11̄
u11̄

+(log f)′+
(log f)′′u1u1̄

u11̄
+upp̄

up11̄up̄11̄
u211̄

+
n∑
p=2

up11̄up̄11̄
upp̄u211̄

+
n∑
p=2

upp̄1̄up̄p̄1
upp̄2u11̄

 −c16 − αfβ−1 +
(log f)′′u1u1̄

u11̄
+ upp̄

up11̄up̄11̄
u211̄

+
n∑
p=2

upp̄(N
f ′up
f
− z̄p)(N

f ′up̄
f
− zp) +

1
(n− 1)u11̄

|(log gf)1 −
u11̄1
u11̄
|2

 −c17fβ−1+
(log f)′′u1u1̄

u11̄
+ upp̄

up11̄up̄11̄
u211̄

+ (N2− 1)(log f)′
n∑
p=2

upp̄upup̄

+(log f)′
n∑
p=2

upp̄upup̄+
1
4

n∑
p=2

upp̄−2
√√√√ n∑
p=2

((log f)′)2upp̄upup̄

√√√√ n∑
p=2

upp̄N2zpz̄p

−1
4

n∑
p=2

upp̄ +
n∑
p=2

upp̄|zp|2 +
1

(n− 1)u11̄
|(log gf)1 −

u11̄1
u11̄
|2.
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Korzystaj¡c z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡
otrzymujemy
(3.9)
upp̄11̄
u11̄
 −c17fβ−1 + upp̄

up11̄up̄11̄
u211̄

+ (N2 − 1)(log f)′
n∑
p=2

upp̄upup̄

−1
4

n∑
p=1

upp̄ +
1

(n− 1)u11̄
|(log gf)1 −

u11̄1
u11̄
|2 + (log f)

′′u1u1̄
u11̄

Tak jak wy»ej stosuj¡c warunek W3 dostajemy

(3.10) (log f)′  αfβ−1.
Rozwa»my teraz dwa przypadki:

Przypadek 1:

|u1| <
|(log g)1|+ |z1|
(log f)′

.

Wtedy dzi¦ki W3 mamy

|u1| < c18f
α+1.

Dzi¦ki (3.5) i W3 implikuje to

−(log f)′′u11̄u1u1̄  −c19f 4α−N .
Przypadek 2:

|u1| 
|(log g)1|+ |z1|
(log f)′

.

W tym przypadku, dzi¦ki (3.7) i W3 mamy

1
(n− 1)u11̄

|(log gf)1 −
u11̄1
u11̄
|2 − (log f)′′u11̄u1u1̄

=
u11̄u1u1̄
n− 1

|(log g)1 − z̄1
u1(log f)′

+ 1−N |2 − (log f)′′u11̄u1u1̄

 (log f)′2u11̄u1u1̄(
(N − 2)2

n− 1
− γ)  c20f 2α−2(

(N − 2)2

n− 1
− γ)u11̄u1u1̄.

Widzimy zatem, »e tak w przypadku pierwszym jak i drugim otrzymu-
jemy dla dostatecznie du»ego N , »e

1
(n− 1)u11̄

|(log gf)1 −
u11̄1
u11̄
|2 − (log f)′′u11̄u1u1̄  0

Dzi¦ki temu u»ywaj¡c (3.6), (3.9), (3.5) otrzymujemy dla dostatecznie
du»ych C i N , »e

L(log h) > 0.
Otrzymali±my wi¦c sprzeczno±¢ z zasad¡ maksimum. �
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Dzi¦ki powy»szemu lematowi ªatwo jest pokaza¢ gªadko±¢ rozwi¡-
zania problemu (3.1):

Twierdzenie 3.5. Zaªó»my, ze speªnione s¡ warunki W1- W3.
Wtedy skonstruowane rozwi¡zanie u jest klasy C∞ na Ω.

Dowód: Poniewa» lokalnie 4u jest ograniczony, wi¦c u nale»y do
przestrzeni Sobolewa W 2,p dla p  1. Z Twierdze« 1.20 i 1.21 wynika
wi¦c, »e u jest funkcj¡ gªadk¡. �

Uwaga 3.6. W powy»szym twierdzeniu nie trzeba zakªada¢ klasy C∞
zbioru Ω, ale »eby dowód pozostawaª poprawny, trzeba, »eby rozwi¡zanie
w problemu (3.3) byªo klasy C2,1(Ω̄).

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym (zobacz [L-M]) dla funkcji
f(x) = xγ problem (3.1) ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy gdy γ > n.
Pokazuje to nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.7. Zaªó»my, »e caªka
∫ 1
f1/n

jest rozbie»na w +∞.

Wtedy nie istnieje funkcja u b¦d¡ca rozwi¡zaniem problemu:

(3.11)


u ∈ PSH ∩ C(Ω)
det(upq̄) ¬ gf(u) w Ω
limz→z0 u(z) = +∞ dla z0 ∈ ∂Ω

Dowód (podobny jak w [M]): Mo»emy zaªo»y¢, »e τ < 0. Zaªó»my,
»e istnieje rozwi¡zanie u problemu (3.11). Niech

µ(x) =
∫ x
0

dt

f 1/n(t)
.

Wtedy dla dostatecznie du»ych A funkcja φA = µ−1 ◦ (w + A) jest
dobrze okre±lona. Tak samo jak wcze±niej dla funkcji ϕ otrzymujemy
det(φApq̄)  gf(φA). Z zasady porównawczej dostajemy u  φA. Po-
niewa», A mo»e by¢ dowolnie du»e otrzymali±my sprzeczno±¢. �
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