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2 ZBIGNIEW BÃLOCKI

1. Podstawowe wÃlasności liczb zespolonych

Liczb
↪
a zespolon

↪
a nazywamy par

↪
e liczb rzeczywistych, zbiór liczb zespolonych C

to zatem dokÃladnie zbiór R2. Element z = (x, y) ∈ C zapisujemy w postaci x + iy.
Na zbiorze C wprowadzamy mnożenie (zgodnie z reguÃl

↪
a i2 = −1):

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x2y1 + x1y2).

Można Ãlatwo pokazać Ćwiczenie , że C z dodawaniem wektorowym w R2 oraz
tak wprowadzonym mnożeniem jest ciaÃlem. Jeżeli z = x + iy, to x nazywamy
cz

↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a, natomiast y cz

↪
eści

↪
a urojon

↪
a liczby z; ozn. x = Re z, y = Im z.

Każd
↪
a liczb

↪
e zespolon

↪
a z możemy rówież zapisać przy pomocy wspóÃlrz

↪
ednych bie-

gunowych:
z = r(cos ϕ + i sin ϕ),

gdzie r = |z| =
√

x2 + y2, zaś ϕ jest k
↪
atem pomi

↪
edzy odcinkami [0, 1] i [0, z]

(gdy z 6= 0) - nazywamy go argumentem liczby z. Zachodzi oczywíscie nierówność
trójk

↪
ata

|z + w| ≤ |z|+ |w|, z, w ∈ C,

można również Ãlatwo pokazać Ćwiczenie , że

|zw| = |z| |w|, z, w ∈ C.

Chcemy teraz zdefiniować zespolon
↪
a funkcj

↪
e wykÃladnicz

↪
a exp : C → C. Dla

z = x + iy ∈ C oczekujemy, że ez = exeiy, czyli wystarczy określić eit dla t ∈ R.
Chcemy by funkcja ta speÃlniaÃla

d

dt
eit = ieit, e0 = 1,

a wi
↪
ec (oznaczaj

↪
ac eit = A + iB) A′ = −B, B′ = A, A(0) = 1, B(0) = 0. Jedynym

rozwi
↪
azaniem tego ukÃladu s

↪
a funkcje A = cos t, B = sin t. Funkcj

↪
e wykÃladnicz

↪
a

definiujemy zatem nast
↪
epuj

↪
aco:

ez := ex(cos y + i sin y), z = x + iy ∈ C.

Można Ãlatwo pokazać Ćwiczenie jej nast
↪
epuj

↪
ace wÃlasności

ez+w = ezew, z, w ∈ C,

d

dt
etz = zetz, t ∈ R, z ∈ C.

Z faktu, że |ez| = ex oraz dzi
↪
eki temu, że y jest argumentem liczby ez wynika, że

funkcja wykÃladnicza proste pionowe x = x0 odwzorowuje na okr
↪
egi o promieniu ex0 ,

natomiast proste poziome y = y0 na póÃlproste otwarte o pocz
↪
atku w 0 o argumencie

y0.
Wracaj

↪
ac do wspóÃlrz

↪
ednych biegunowych, możemy je teraz zapisać w postaci

z = reiϕ. Dla z 6= 0 przez arg z oznaczamy zbiór argumentów liczby z, tzn.

arg z := {ϕ ∈ R : z = |z|eiϕ}.
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Ponieważ ei(ϕ+2π) = eiϕ, dla dowolnego ϕ0 ∈ arg z mamy

arg z = {ϕ0 + 2kπ : k ∈ Z}.

Dla każdego z ∈ C∗(:= C \ {0}) znajdziemy dokÃladnie jeden element arg z należ
↪
acy

do przedziaÃlu [−π, π). Nazywamy go argumentem gÃlównym liczby z i oznaczamy
Arg z. Funkcja Arg , określona na C∗, jest nieci

↪
agÃla na póÃlprostej (−∞, 0).

Możemy teraz podać geometryczn
↪
a interpretacj

↪
e mnożenia w C: jeżeli z = reiϕ,

w = ρeiψ, to zw = rρei(ϕ+ψ); czyli mnożymy dÃlugości, a dodajemy argumenty.
Możemy st

↪
ad również wywnioskować wzór de Moivre’a: z tego, że (eiϕ)n = einϕ

otrzymamy

(cosϕ + i sin ϕ)n = cos(nϕ) + i sin(nϕ), ϕ ∈ R, n ∈ N.

Dla danego z ∈ C oraz n ∈ N przez pierwiastek z stopnia n rozumiemy zbiór

n
√

z := {w ∈ C : wn = z}.

Zapisuj
↪
ac z i w we wspóÃlrz

↪
ednych biegunowych:

z = reiϕ, w = ρeiψ,

otrzymamy warunki

ρ = r1/n, ψ =
ϕ + 2kπ

n
, k ∈ Z.

Ponieważ eiψ = ei(ψ+2π), dla k = 0, 1, . . . , n− 1 otrzymamy wszystkie rozwi
↪
azania.

Zatem
n
√

z = {|z|1/nei(ϕ+2kπ)/n : k = 0, 1, . . . , n− 1}.
W szczególności, pierwiastek stopnia n z liczby niezerowej jest zawsze zbiorem n
elementowym.
Ćwiczenie Udowodnić, że rozwi

↪
azaniem równania kwadratowego w C:

az2 + bz + c = 0,

gdzie a ∈ C∗, b, c ∈ C, jest

z =
−b +

√
∆

2a
,

gdzie ∆ = b2− 4ac, przy czym
√

∆ jest zbiorem dwuelementowym jeżeli ∆ 6= 0 - w
tym przypadku zawsze otrzymamy dwa rozwi

↪
azania (jedno jeżeli ∆ = 0).

W przypadku wielomianów dowolnego stopnia mamy rezultat niekonstruktywny,
tzw. zasadnicze twierdzenie algebry.

Twierdzenie 1.1. Każdy niestaÃly wielomian zespolony ma pierwiastek.

Powyższy rezultat można udowodnić w sposób elementarny przy pomocy lematu
d’Alemberta (oryginalny dowód z 1746 r. zawieraÃl luk

↪
e):

Lemat 1.2. ZaÃlóżmy, że P jest niestaÃlym wielomianem zespolonym oraz, że dla
pewnego z0 ∈ C mamy P (z0) 6= 0. Wtedy dla każdego otoczenia U punktu z0

znajdziemy z ∈ U takie, że |P (z)| < |P (z0)|.
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Dowód. (Argand, 1806) Niech

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn.

Wtedy

P (z0 + h) = a0 + a1(z0 + h) + · · ·+ an(z0 + h)n = P (z0) + A1h + · · ·+ Anhn,

gdzie wspóÃlczynniki Aj zależ
↪
a tylko od P i z0. Któryś z nich na pewno nie znika,

gdyż w przeciwnym wypadku wielomian P byÃlby staÃly. Niech j b
↪
edzie najmniej-

szym indeksem, dla którego Aj 6= 0. Mamy zatem

P (z0 + h) = P (z0) + Ajh
j + R(h),

gdzie
|R(h)| < |Ajh

j |,
gdy |h| jest odp. maÃle, h 6= 0. Możemy znaleźć h o dowolnie maÃlym |h|, dla którego
Ajh

j ma argument przeciwny do argumentu P (z0). Wtedy

|P (z0 + h)| ≤ |P (z0) + Ajh
j |+ |R(h)| = |P (z0)| − |Ajh

j |+ |R(h)| < |P (z0)|. ¤

Dowód Twierdzenia 1.1. Oznaczaj
↪
ac P jak w dowodzie Lematu 1.2 i zakÃladaj

↪
ac,

że an 6= 0, mamy

|P (z)| ≥ |an| |z|n − |a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1|

≥ |an| |z|n − |a0| − |a1| |z| − · · · − |an−1| |z|n−1.

Możemy w szczególności znaleźć R > 0 takie, że |P (z)| > |P (0)|, gdy |z| = R.
Funkcja |P | jest ci

↪
agÃla na C (bo oczywiste jest, że mnożenie jest odwzorowaniem

ci
↪
agÃlym), znajdziemy zatem z0 ∈ K(0, R) takie, że

|P (z0)| = min
K(0,R)

|P |.

Jeżeli P (z0) 6= 0, to dzi
↪
eki Lematowi 1.2 znajdziemy z ∈ K(0, R) takie, że |P (z)| <

|P (z0)| - sprzeczność. ¤
Dla z ∈ C∗ definiujemy

log z := {w ∈ C : ew = z}

(dla z = 0 ten zbiór jest oczywíscie pusty). Jeżeli zapiszemy w = η + iξ, z = reiϕ,
to otrzymamy równanie eηeiξ = reiϕ. Zatem η = log r = log |z|, natomiast ξ =
ϕ + 2kπ, k ∈ Z. Ostatecznie

log z = log |z|+ iarg z.

Liczb
↪
e

Log z := log |z|+ iArg z
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nazywamy logarytmem gÃlównym z.
Przy pomocy logarytmu możemy zdefiniować pot

↪
egi zespolone: dla z ∈ C∗,

w ∈ C kÃladziemy
zw = ew log z.

Zauważmy, że
z1/n = e

1
n (log |z|+iarg z) = |z|1/nei arg z

n ,

czyli otrzymamy to samo, co przy definicji pierwiastka.
Ćwiczenie Obliczyć ii.

Przypomnijmy, że
eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ, ϕ ∈ R.

Zespolone funkcje trygonometryczne można Ãlatwo wyprowadzić ze wzorów Eulera:

eiz = cos z + i sin z,

e−iz = cos z − i sin z.

St
↪
ad

cos z :=
eiz + e−iz

2
,

sin z :=
eiz − e−iz

2i
.

Mamy również

cosh z := cos(iz) =
ez + e−z

2
,

sinh z := −i sin(iz) =
ez − e−z

2
.

Ćwiczenie Pokazać, że arccos z = −i log(z +
√

z2 − 1).
Dla liczby zespolonej z = x + iy definiujemy jej sprz

↪
eżenie: z := x− iy. Natych-

miast otrzymujemy, że
|z|2 = zz.

Ćwiczenie Pokazać, że (zw) = z w oraz ez = ez.

2.Różniczkowanie funkcji zespolonych

Oczywíscie każde odwzorowanie liniowe C→ C jest postaci

(2.1) C 3 z 7−→ az ∈ C

dla pewnego a ∈ C. Ponieważ C = R2, możemy również rozpatrywać równania
liniowe w sensie rzeczywistym - b

↪
ed

↪
a one postaci

C = R2 3 z 7−→ Az 3 R2 = C,
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gdzie

(2.2) A =
(

p q
s t

)
, p, q, s, t ∈ R.

Takie odwzorowania C→ C b
↪
edziemy nazywać R-liniowymi, natomiast odwzorowa-

nia postaci (2.1) C-liniowymi. Można Ãlatwo sprawdzić, że każde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe, przy czym A jest postaci

A =
(

α −β
β α

)
,

gdzie a = α + iβ. Z drugiej strony, dane odwzorowanie R-liniowe jest C-liniowe
wtedy i tylko wtedy, gdy p = t i q = −s w (2.2) ( Ćwiczenie ).

Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a o wartościach zespolonych określon

↪
a w pewnym otoczeniu

punktu z0 ∈ C. Analogicznie jak w przypadku rzeczywistym powiemy, że f jest
C-różniczkowalna w punkcie z0, jeżeli istnieje granica

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

∈ C.

Granic
↪
e t

↪
e nazywamy pochodn

↪
a zespolon

↪
a funkcji f w z0 i oznaczamy przez f ′(z0).

Jest oczywiste, że każda funkcja C-różniczkowalna w z0 jest w ci
↪
agÃla w z0. W

podobny sposób jak w przypadku rzeczywistym dowodzimy podstawowych wÃlas-
ności funkcji C-różniczkowalnych.

Propozycja 2.1. Jeżeli funkcje f, g s
↪
a C-różniczkowalne w z0, to funkcje f ± g,

fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, że g(z0) 6= 0) s
↪
a C-różniczkowalne w z0

oraz w z0 mamy

(f ± g)′ = f ′ ± g′, (fg)′ = f ′g + fg′,
(

f

g

)′
=

f ′g − fg′

g2
. ¤

Propozycja 2.2. Jeżeli f jest C-różniczkowalna w z0, zaś g jest C-różniczkowalna
w f(z0), to g ◦ f jest C-różniczkowalna w z0 oraz

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) f ′(z0). ¤

Przypomnijmy, że funkcja zespolona f jest różniczkowalna w z0 w klasycznym
sensie (b

↪
edziemy wtedy mówić, że jest ona R-różniczkowalna), jeżeli istnieje odwzo-

rowanie R-liniowe A takie, że

lim
z→z0

|f(z)− f(z0)−A(z − z0)|
|z − z0| = 0.

Jeżeli f = u + iv, gdzie u, v s
↪
a funkcjami rzeczywistymi, to

A =
(

ux(z0) uy(z0)
vx(z0) vy(z0)

)
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(ozn. ux = ∂u/∂x, uy = ∂u/∂y). Zauważmy, że każda funkcja C-różniczkowalna
jest R-różniczkowalna, przy czym

A =
(

Re f ′(z0) −Im f ′(z0)
Im f ′(z0) Re f ′(z0)

)
.

PrzykÃlad. Funkcja f(z) = z, z ∈ C, jest R-różniczkowalna w każdym punkcie (jest
nawet R-liniowa), ale nigdzie nie jest C-różniczkowalna: zauważmy, że dla t ∈ R
mamy

z − z0

z − z0
=

{
1, jeżeli z = z0 + t,

−1, jeżeli z = z0 + it,

czyli odpowiednia granica nie istnieje.

ZaÃlóżmy, że f = u + iv jest R-różniczkowalna w z0. Oznaczaj
↪
ac fx = ux + ivx,

fy = uy + ivy mamy

f(z) = f(z0) + fx(z0)(x− x0) + fy(z0)(y − y0) + o(|z − z0|).

Ponieważ

(2.3) x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
,

otrzymamy

f(z) = f(z0) +
fx(z0)− ify(z0)

2
(z − z0) +

fx(z0) + ify(z0)
2

(z − z0) + o(|z − z0|).

Dla funkcji R-różniczkowalnej definiujemy pochodne formalne

(2.4)

∂f

∂z
(= fz) :=

1
2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
(= fz) :=

1
2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Pochodne cz
↪
astkowe ∂/∂z i ∂/∂z prowadzić możemy również przy pomocy formy

df : mamy

fxdx + fydy = df = fzdz + fzdz = fz(dx + idy) + fz(dx− idy),

a st
↪
ad

(2.5)
{

fx = fz + fz,

fy = i(fz − fz),

sk
↪
ad Ãlatwo dostaniemy (2.4).

Ćwiczenie Pokazać, że dla dowolnej funkcji R-różniczkowalnej f mamy

(
∂f

∂z

)
=

∂f

∂z
,

(
∂f

∂z

)
=

∂f

∂z
.
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Ćwiczenie Obliczyć fz oraz fz, gdzie f(z) = |z|2Re (z8).

Dla funkcji R-różniczkowalnej w z0 mamy wi
↪
ec

f(z) = f(z0) + fz(z0)(z − z0) + fz(z0)(z − z0) + o(|z − z0|)

oraz, dla z 6= z0,

f(z)− f(z0)
z − z0

= fz(z0) + fz(z0)
z − z0

z − z0
+

o(|z − z0|)
z − z0

.

Wspólnie z ostatnim przykÃladem daje to nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a charakteryzacj

↪
e funkcji C-

różniczkowalnych:

Propozycja 2.3. Funkcja zespolona f = u + iv jest C-różniczkowalna w punkcie
zo wtedy i tylko wtedy, gdy f jest R-różniczkowalna w z0 oraz fz(z0) = 0, tzn. w z0

speÃlnione s
↪
a równania Cauchy’ego-Riemanna:

{
ux = vy,

uy = −vx.

W takiej sytuacji f ′(z0) = fz(z0). ¤
Powiemy, że funkcja f : Ω → C (Ω b

↪
edzie zawsze oznaczaÃlo obszar w C) jest

holomorficzna, jeżeli jest ona C-różniczkowalna w każdym punkcie. Zbiór wszyst-
kich funkcji holomorficznych w Ω oznaczamy przez O(Ω), natomiast przez O∗(Ω)
zbiór nigdzie nieznikaj

↪
acych funkcji holomorficznych. Z Propozycji 2.1 i 2.2 wynika,

że suma, iloczyn, iloraz i zÃlożenie funkcji holomorficznych s
↪
a funkcjami holomor-

ficznymi. Jeżeli f = u + iv jest R-różniczkowalna, to f jest holomorficzna wtedy i
tylko wtedy, gdy speÃlnione s

↪
a równania Cauchy’ego-Riemanna.

Ćwiczenie Pokazać, że ez jest jedyn
↪
a funkcj

↪
a z O(C) tak

↪
a, że f ′ = f oraz f(0) = 1.

Ćwiczenie Pokazać, że cos, sin, cosh, sinh ∈ O(C) oraz obliczyć pochodne zespolo-
ne tych funkcji.

Propozycja 2.4. ZaÃlóżmy, że f jest holomorficzna i klasy C1 w pewnym otoczeniu
z0 ∈ C oraz f ′(z0) 6= 0. Wtedy istnieje U - otwarte otoczenie z0 oraz V - otwarte
otoczenie f(z0), t.że f : U → V jest bijekcj

↪
a, f−1 jest holomorficzna oraz

(2.6) (f−1)′(f(z)) =
1

f ′(z)
, z ∈ U.

Dowód. Jeżeli zapiszemy f = u + iv, to rzeczywista różniczka f ma postać

A :=
(

ux uy

vx vy

)
=

(
ux uy

−uy ux

)

dzi
↪
eki równaniom Cauchy’ego-Riemanna. Z drugiej strony, wprost z definicji C-

różniczkowalności
f ′ = fx = ux − iuy.

Mamy wi
↪
ec

detA = u2
x + u2

y = |f ′|2.
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Dzi
↪
eki temu, że f ′(z0) 6= 0, z rzeczywistego twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie

wynika, że istniej
↪
a odp. otoczenia U i V , t.że f : U → V jest bijekcj

↪
a klasy C1 oraz

f−1 jest również klasy C1. Zapiszmy f−1 = α + iβ. Różniczka f−1 jest równa
(

αx αy

βx βy

)
= A−1 =

1
u2

x + u2
y

(
ux −uy

uy ux

)
.

W szczególności αx = βy, αy = −βx, czyli f−1 jest holomorficzna. FormuÃl
↪
e (2.6)

dostaniemy różniczkuj
↪
ac wzór

f−1(f(z)) = z, z ∈ U. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że Log z ∈ O(C \ (−∞, 0]) oraz (Log z)′ = 1/z.

Podamy teraz formuÃl
↪
e na różniczkowanie zÃlożenia funkcji zespolonej z krzyw

↪
a.

ZaÃlóżmy, że funkcje f : Ω → C oraz γ = (γ1, γ2) : (a, b) → Ω s
↪
a różniczkowalne

(w klasycznym sensie). Wtedy, korzystaj
↪
ac z (rzeczywistej) formuÃly na pochodn

↪
a

zÃlożenia oraz z (2.3), (2.5), otrzymamy

(2.7)
d

dt
f(γ(t)) = fx(γ(t)) γ′1(t) + fy(γ(t)) γ′2(t)

= fz(γ(t)) γ′(t) + fz (γ(t))γ′(t).

3.CaÃlkowanie funkcji zespolonych

Niech a, b ∈ R, a < b. Funkcj
↪
e γ : [a, b] → C nazywamy drog

↪
a, jeżeli γ jest

ci
↪
agÃla oraz γ jest kawaÃlkami klasy C1, tzn. istniej

↪
a a = t0 < t1 < · · · < tn = b

takie, że γ ∈ C1([tj , tj+1]), j = 0, 1, . . . , n − 1. Punkt γ(a) nazywamy pocz
↪
atkiem

zaś γ(b) końcem drogi γ. Obraz γ b
↪
edziemy oznaczać γ∗. Jeżeli γ(a) = γ(b), to γ

nazywamy drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a.

ZaÃlóżmy, że f : γ([a, b]) → C jest funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a. Definiujemy

∫

γ

f(z)dz :=
∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.

(Powyższ
↪
a definicj

↪
e otrzymamy także rozpatruj

↪
ac cz

↪
eść rzeczywist

↪
a i urojon

↪
a formy

różniczkowej f dz = (u + iv)(dx + idy).) Zauważmy, że funkcja pod caÃlk
↪
a jest

caÃlkowalna w sensie Riemanna niezależnie od tego jakie wartości przyjmuje w punk-
tach tj . Ponadto, jeżeli ϕ : [c, d] → [a, b] jest dyfeomorfizmem, to γ̃ := γ ◦ ϕ jest
drog

↪
a tak

↪
a, że γ̃∗ = γ∗ oraz

∫

γ̃

f(z)dz =
∫ d

c

f(γ(ϕ(s)))γ′(ϕ(s))ϕ′(s)ds =

{ ∫
γ

f(z)dz, jeżeli ϕ′ > 0;

− ∫
γ

f(z)dz, jeżeli ϕ′ < 0.

Zatem, jeżeli γ|(a,b) jest iniekcj
↪
a, to

∫
γ

f(z)dz zależy tylko od obrazu γ oraz od
kierunku, w którym caÃlkujemy, tzn. od orientacji. W takiej sytuacji b

↪
edziemy

cz
↪
esto utożsamiać drogi z ich obrazem oraz odpowiedni

↪
a orientacj

↪
a.
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W szczególności, jeżeli D jest obszarem, którego brzeg można iniektywnie spara-
metryzować drog

↪
a zamkni

↪
et

↪
a, to możemy mówić o dodatniej orientacji ∂D - b

↪
edzie

ni
↪
a dowolna parametryzacja o kierunku odwrotnym do ruchu wskazówek zegara.

CaÃlka
∫

∂D
f(z)dz ma wówczas sens, gdyż nie zależy od wyboru takiej parametryza-

cji (i jest ona zgodna z caÃlk
↪
a z formy po krzywej gÃladkiej). B

↪
edziemy używać tego

oznaczenia przede wszystkim, gdy D jest koÃlem lub wn
↪
etrzem trójk

↪
ata.

Jeżeli f jest określone w pewnym otoczeniu γ∗ i ma tam funkcj
↪
e pierwotn

↪
a, tzn.

istnieje funkcja holomorficzna F taka, że F ′ = f , to z (2.7) otrzymamy

(3.1)
∫

γ

f(z)dz =
∫ b

a

d

dt
F (γ(t)) dt = F (γ(b))− F (γ(a)).

W szczególności, jeżeli γ jest drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a, to

∫
γ

f(z)dz = 0.

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja f = u + iv ma pierwotn
↪
a, to pole wektorowe

(v, u) jest potencjalne, tzn. (v, u) = ∇χ dla pewnej funkcji χ.

PrzykÃlad. Dla n ∈ Z, z0 ∈ C oraz r > 0 obliczymy
∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz.

Dla n 6= −1 pierwotn
↪
a funkcji podcaÃlkowej jest funkcja (z−z0)n+1/(n+1), określona

na C \ {z0}. W tym przypadku wi
↪
ec, dzi

↪
eki (3.1), nasza caÃlka znika. Dla n = −1

poÃlóżmy γj(t) = z0 + reit, aj ≤ t ≤ bj , gdzie aj jest pewnym ci
↪
agiem malej

↪
acym

do zera, zaś bj rosn
↪
acym do 2π. Wtedy, także z (3.1), mamy

∫

∂K(z0,r)

dz

z − z0
= lim

j→∞

∫

γj

dz

z − z0
= lim

j→∞
(
Log (reibj )− Log (reiaj )

)
= 2πi.

Otrzymalísmy wi
↪
ec

(3.2)
∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz =
{

0, jeżeli n 6= −1;
2πi, jeżeli n = −1.

Pokazuje to w szczególności, że funkcja 1/(z − z0) nie ma pierwotnej w żadnym
pierścieniu o środku w z0.

Jeżeli z, w ∈ C, to przez [z, w] oznaczamy drog
↪
e dan

↪
a przez parametryzacj

↪
e

γ(t) = (1− t)z + tw, t ∈ [0, 1].

Ćwiczenie Obliczyć
∫

[1,i]

Log z dz.

Ćwiczenie Podobnie jak powyżej pokazać, że
∫

∂K(z0,r)

dζ

ζ − z
= 2πi, z ∈ K(z0, r).

Zauważmy, że

(3.3)
∣∣∣∣
∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(γ(t))| |γ′(t)|dt ≤ l(γ) max
γ
|f |,
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gdzie

l(γ) :=
∫ b

a

|γ′(t)|dt

jest dÃlugości
↪
a γ.

4. Twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego

Podstawow
↪
a wÃlasności

↪
a geometryczn

↪
a funkcji holomorficznych jest twierdzenie

caÃlkowe Cauchy’ego. ÃLatwo wynika ono ze wzoru Greena w nast
↪
epuj

↪
acym przy-

padku (Cauchy, 1825): zaÃlóżmy, że f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a klasy C1 w ob-

szarze Ω, natomiast γ jest drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a w Ω, która parametryzuje brzeg klasy

C1 obszaru D b Ω. Wtedy

∫

γ

f(z)dz =
∫

D

d(fdz) =
∫

D

fz dz ∧ dz = 0.

GÃlównym problemem w uogólnieniu tego faktu jest pozbycie si
↪
e zaÃlożenia, że f jest

klasy C1. ZostaÃlo to dokonane przez Goursata w 1900 r. Podstawowym krokiem
w dowodzie ogólnej wersji twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego byÃlo wykazanie jego
wzmocnionej wersji dla brzegu trójk

↪
ata (sam Goursat rozpatrywaÃl czworok

↪
aty, jak

jednak wkrótce zauważyÃl Pringsheim, naturalnym obiektami metody Goursata byÃly
trójk

↪
aty):

Twierdzenie 4.1. ZaÃlóżmy, że f ∈ O(Ω \ {z0}) ∩ C(Ω), gdzie z0 ∈ Ω. Wtedy dla
dowolnego trójk

↪
ata T ⊂ Ω (czyli otoczki wypukÃlej trzech niewspóÃlliniowych punktów)

mamy ∫

∂T

f(z)dz = 0.

Dowód. ZaÃlóżmy najpierw, że z0 /∈ T . Przez z1, z2, z3 oznaczmy wierzchoÃlki T .
Rozpatruj

↪
ac punkty (zj + zk)/2, j, k = 1, 2, 3, dzielimy trójk

↪
at T na cztery trójk

↪
aty

T 1, . . . , T 4. Mamy wtedy

∫

∂T

f(z)dz =
4∑

j=1

∫

∂T j

f(z)dz.

Wybieraj
↪
ac jako T1 odpowiedni z trójk

↪
atów T 1, . . . , T 4 otrzymamy

∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣
∫

∂T1

f(z)dz

∣∣∣∣ .

Zauważmy także, że l(∂T1) = l(∂T )/2. W ten sam sposób wybieramy indukcyjnie
trójk

↪
aty Tn, n = 1, 2, . . . , tak, że

∣∣∣∣∣
∫

∂Tn−1

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣
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oraz l(∂Tn) = l(∂Tn−1)/2. Otrzymalísmy zatem zst
↪
epuj

↪
acy ci

↪
ag trójk

↪
atów Tn taki,

że

(4.1)
∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4n

∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣

oraz

(4.2) diam(Tn) ≤ l(∂Tn)
2

=
l(∂T )
2n+1

.

Z twierdzenia Cantora wynika, że

∞⋂
n=1

Tn = {z̃}

dla pewnego z̃ ∈ T . Z C-różniczkowalności f w z̃ mamy

f(z) = f(z̃) +
(
f ′(z̃) + ε(z)

)
(z − z̃),

gdzie
lim
z→z̃

ε(z) = 0.

Ponieważ funkcja f(z̃) + f ′(z̃)(z − z̃) ma pierwotn
↪
a, z (3.1) i (3.3) wynika, że

∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

∂Tn

ε(z)(z − z̃)dz

∣∣∣∣ ≤ l(∂Tn)diam(Tn) max
Tn

|ε|.

Korzystaj
↪
ac z (4.1) i (4.2) otrzymamy dla każdego n

∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
(l(∂T ))2

2
max
Tn

|ε|,

czyli twierdzenie zachodzi przy zaÃlożeniu, że z0 /∈ T .
Jeżeli z0 ∈ T , to dziel

↪
ac T na trzy (lub dwa) mniejsze trójk

↪
aty, których wierz-

choÃlkiem jest z0 widzimy, że bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że z0 jest jednym
z wierzchoÃlków T . Jeżeli teraz podzielimy T na trójk

↪
at T ′n o wierzchoÃlku w z0 oraz

czworok
↪
at Qn tak, że l(T ′n) d

↪
aży do 0, to z poprzedniej cz

↪
eści wnioskujemy, że

∫

Qn

f(z)dz = 0,

zatem ∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

∂T ′n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ l(T ′n) max
T
|f |. ¤

PrzykÃlady. i) Niech f(z) = e−z2
i dla R > 0 niech TR b

↪
edzie trójk

↪
atem o wierz-

choÃlkach 0, R, R + iR. Z Twierdzenia 4.1 mamy
∫

∂TR

f(z)dz = 0.
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Mamy także, gdy R →∞,

i)
∫

[0,R]

e−z2
dz −→

∫ ∞

0

e−x2
dx =

√
π

2
,

ii)

∣∣∣∣∣
∫

[R,R+Ri]

e−z2
dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣i
∫ R

0

et2−R2−2iRtdt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ R

0

et2−R2
dt ≤

∫ R

0

eRt−R2
dt → 0,

iii)
∫

[R+Ri,0]

e−z2
dz = −(1 + i)

∫ R

0

e−2it2dt,

sk
↪
ad Ãlatwo wnioskujemy, że

∫ ∞

0

cos t2dt =
∫ ∞

0

sin t2dt =
√

π

8
.

Nast
↪
epnym krokiem jest pokazanie zwi

↪
azku twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego z

istnieniem funkcji pierwotnej:

Twierdzenie 4.2. Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a w Ω. Wtedy nast

↪
epuj

↪
ace warunki

s
↪
a równoważne

i) Istnieje F ∈ O(Ω) takie, że F ′ = f ;

ii)
∫

γ

f(z)dz = 0 dla każdej drogi zamkni
↪
etej γ w Ω.

Jeżeli Ω jest obszarem gwiaździstym, to powyższe warunki s
↪
a równoważne nast

↪
epu-

j
↪
acej wÃlasności

iii)
∫

∂T

f(z)dz = 0 dla każdego trójk
↪
ata T ⊂ Ω.

Dowód. Implikacja i)⇒ii) wynika natychmiast z (3.1). W celu pokazania implikacji
przeciwnej ustalmy z0 ∈ Ω. Dla z ∈ Ω niech γ b

↪
edzie dowoln

↪
a drog

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a z0

oraz z. KÃladziemy

F (z) :=
∫

γ

f(ζ)dζ.

Dzi
↪
eki i) widać, że definicja F nie zależy od wyboru γ. Dla odp. maÃlych h mamy

(4.3) F (z + h)− F (z) =
∫

[z,z+h]

f(ζ)dζ,

a st
↪
ad, dzi

↪
eki (3.3),

∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
h

∫

[z,z+h]

(f(ζ)− f(z))dζ

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ζ∈[z,z+h]

|f(ζ)− f(z)|.

Z ci
↪
agÃlości f w z wynika, że ostatnie wyrażenie d

↪
aży do 0. Otrzymalísmy zatem,

że F ∈ O(Ω) oraz F ′ = f .
Jeżeli Ω jest gwiaździsty, to implikacja ii)⇒iii) jest trywialna, natomiast, zakÃla-

daj
↪
ac, że zachodzi iii) i że Ω jest gwiaździsty wzgl

↪
edem z0, kÃladziemy

F (z) :=
∫

[z0,z]

f(z)dz, z ∈ Ω.
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Z iii) wynika, że zachodzi (4.3) i identycznie jak poprzednio dowodzimy, że F ′ =
f . ¤

Z Twierdzeń 4.1 i 4.2 wynika wersja twierdzenia Cauchy’ego dla zbiorów gwiaź-
dzistych:

Wniosek 4.3. Jeżeli obszar Ω jest gwiaździsty i f ∈ O(Ω\{z0})∩C(Ω) dla pewnego
z0 ∈ Ω, to ∫

γ

f(z)dz = 0

dla każdej drogi zamkni
↪
etej γ w Ω. ¤

5.Wzór caÃlkowy Cauchy’ego

Podstawow
↪
a wÃlasności

↪
a funkcji holomorficznych jest wzór caÃlkowy Cauchy’ego

(1831), który odtwarza dan
↪
a funkcj

↪
e wewn

↪
atrz koÃla z jej wartości na brzegu.

Twierdzenie 5.1. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla K(z0, r),

to

(5.1) f(z) =
1

2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ K(z0, r).

Co wi
↪
ecej, f jest C-różniczkowalna dowoln

↪
a ilość razy oraz

f (n)(z) =
n!
2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, z ∈ K(z0, r), n = 1, 2, . . .

Dowód. Niech Ω b
↪
edzie gwiaździstym otoczeniem K(z0, r), w którym funkcja f jest

określona. Dla ζ ∈ Ω zdefiniujmy

g(ζ) :=





f(ζ)− f(z)
ζ − z

, ζ 6= z,

f ′(z), ζ = z.

Wtedy g ∈ O(Ω \ {z}) ∩ C(Ω), zatem Wniosek 3.3 implikuje, że

0 =
∫

∂K(z0,r)

g(ζ)dζ =
∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ − 2πif(z).

Otrzymalísmy zatem (5.1). Druga cz
↪
eść tezy wynika z faktu, że możemy teraz

różniczkować pod znakiem caÃlki, zauważmy, że

(
∂

∂z

)n (
1

ζ − z

)
=0,

(
∂

∂z

)n (
1

ζ − z

)
=

1
(ζ − z)n+1

. ¤
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Druga cz
↪
eść Twierdzenia 5.1 jest specjalnym przypadkiem ogólnego rezulatu o

holomorficzności funkcji danej wzorem caÃlkowym dla dowolnej drogi (nazywanego
lematem o produkcji funkcji holomorficznych):

Lemat 5.2. ZaÃlóżmy, że γ jest dowoln
↪
a drog

↪
a w C, natomiast g funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na

γ∗ . PoÃlóżmy

f(z) :=
∫

γ

g(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ γ∗.

Wtedy f ∈ O(C \ γ∗), f jest C-różniczkowalna dowoln
↪
a ilość razy oraz dla n =

1, 2, . . . mamy

f (n)(z) = n!
∫

γ

g(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, z ∈ C \ γ∗. ¤

Ćwiczenie Obliczyć
∫

∂K(0,2)

e−z

(z + 1)2
dz.

Jeżeli rozpatrzymy wzór Cauchy’ego dla z = z0 oraz parametryzacj
↪
e ζ = z0+reit,

0 ≤ t ≤ 2π, otrzymamy twierdzenie o wartości średniej:

Wniosek 5.3. (Poisson, 1823) Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla

K(z0, r), to

f(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt. ¤

Bezpośredni
↪
a konsekwecj

↪
a wzoru Cauchy’ego jest także nierówność Cauchy’ego

(1835):

Twierdzenie 5.4. Niech f ∈ O(K(z0, r)) b
↪
edzie taka, że |f | ≤ M dla pewnej

staÃlej M . Wtedy

|f (n)(z0)| ≤ n! M
rn

, n = 1, 2, . . .

Dowód. Wystarczy zastosować wzór Cauchy’ego w kole K(z0, ρ) dla ρ < r oraz
(3.3), a nast

↪
epnie skorzystać z dowolności ρ. ¤

6. Podstawowe wÃlasności funkcji holomorficznych

Udowodnimy teraz szereg wÃlasności funkcji holomorficznych wynikaj
↪
acych ze

wzoru Cauchy’ego. Pokazalísmy, że każda funkcja holomorficzna jest C-różnicz-
kowalna dowoln

↪
a ilość razy. W szczególności, każda funkcja, która lokalnie ma

pierwotn
↪
a jest holomorficzna. Z Twierdzenia 4.2 wynika zatem rezultat odwrotny

do twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego:

Twierdzenie 6.1. (Morera, 1886) ZaÃlóżmy, że funkcja f ∈ C(Ω) speÃlnia
∫

∂T

f(z) dz = 0

dla każdego trójk
↪
ata T ⊂ Ω. Wtedy f ∈ O(Ω). ¤
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Funkcj
↪
e holomorficzn

↪
a określon

↪
a na C nazywamy caÃlkowit

↪
a.

Twierdzenie 6.2. (Liouville, 1847, Cauchy, 1844) Każda ograniczona funkcja
caÃlkowita jest staÃla.

Dowód. Jeżeli |f | ≤ M na C, to z nierówności Cauchy’ego wynika, że |f ′(z)| ≤ M/r
dla każdego z ∈ C i r > 0. Jeżeli wi

↪
ec r →∞, to dostaniemy, że f ′ = 0 na C. Ale

to oznacza, że również pochodna rzeczywista f wsz
↪
edzie znika. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja f ∈ O(C) jest taka, że Re f ≤ M dla pewnej
staÃlej M , to f jest staÃla.
Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja caÃlkowita f speÃlnia

|f(z)| ≤ C|z|n, gdy |z| ≥ R,

dla pewnych C, R > 0, to f musi być wielomianem stopnia ≤ n.

Z twierdzenia Liouville’a w Ãlatwy sposób wynika zasadnicze twierdzenie algebry.
Bo jeżeli niestaÃly wielomian P nie miaÃlby pierwiastka, to f := 1/P byÃloby funkcj

↪
a

caÃlkowit
↪
a. Co wi

↪
ecej

lim
|z|→∞

|f(z)| = 0.

W szczególności, f byÃlaby funkcj
↪
a ograniczon

↪
a, a wi

↪
ec na mocy twierdzenia Liou-

ville’a otrzymalibyśmy, że P jest staÃly.
Nast

↪
epnym rezulatem jest zasada maksimum dla funkcji holomorficznych:

Twierdzenie 6.3. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w obszarze Ω tak

↪
a, że |f |

osi
↪
aga maksimum w Ω, to f jest staÃla.

Dowód. Dla K(z0, r) ⊂ Ω z twierdzenia o wartości średniej wynika, że

|f(z0)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0

|f(z0 + reit)|dt.

Jeśli zatem |f | ≤ |f(z0)| na ∂K(z0, r), to z ci
↪
agÃlości |f | wynika, że |f | = |f(z0)|

na ∂K(z0, r), a wobec dowolności r, także w K(z0, r). Twierdzimy, że jeżeli |f | =
|f(z0)| w K(z0, r), to wtedy f = f(z0) w K(z0, r). Jeżeli f(z0) = 0, to jest to
oczywiste, możemy wi

↪
ec zaÃlożyć, że f 6= 0 w K(z0, r). Mamy

0 = (|f |2)z = fzf + (fz)f = f ′f,

a zatem f ′ = 0, wi
↪
ec f = f(z0) w K(z0, r). Pokazalísmy wi

↪
ec, że jeżeli max

K(z0,r)
|f | =

|f(z0)|, to f = f(z0) w K(z0, r).
Jeżeli teraz |f | osi

↪
aga maksimum w z0 ∈ Ω, to kÃladziemy

Ω′ := {z ∈ Ω : f(z) = f(z0)}.

Zbiór ten jest oczywíscie domkni
↪
ety, natomiast z pierwszej cz

↪
eści dowodu wynika,

że jest on również otwarty, co oznacza, że Ω′ = Ω. ¤
Twierdzenie 6.3 to sÃlaba zasada maksimum (zakÃladamy, że maksimum jest glo-

balne), niedÃlugo pokażemy wzmocnienie Twierdzenia 6.3 (przy zaÃlożeniu, że mak-
simum jest lokalne).
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Ćwiczenie Niech wielomian P (z) = a0+a1z+· · ·+anzn b
↪
edzie taki, że |P (z)| ≤ 1,

gdy |z| = 1. Pokazać, że |aj | ≤ 1, j = 1, . . . , n.
Ćwiczenie Niech f b

↪
edzie funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu pierścienia {1 ≤

|z| ≤ 3} tak
↪
a, że |f | ≤ 1, gdy |z| = 1 oraz |f | ≤ 9, gdy |z| = 3. Pokazać, że

|f(z)| ≤ 4, gdy |z| = 2.
Przy pomocy wzoru Cauchy’ego możemy też Ãlatwo udowodnić podstawowy rezul-

tat dotycz
↪
acy ci

↪
agów funkcji holomorficznych:

Twierdzenie 6.4. (Weierstrass, 1841) Jeżeli fn jest ci
↪
agiem funkcji holomor-

ficznych w Ω zbieżnym lokalnie jednostajnie do funkcji f , to f jest funkcj
↪
a holomor-

ficzn
↪
a oraz dla każdego k = 1, 2, . . . mamy lokalnie jednostajn

↪
a zbieżność f

(k)
n →

f (k).

Dowód. Niech K(z0, r) ⊂ Ω. Funkcje fn speÃlniaj
↪
a wzór Cauchy’ego (3.6), zatem

speÃlnia go również f . Z Lematu 4.2 wynika, że f jest holomorficzna w K(z0, r).
Co wi

↪
ecej, z nierówności Cauchy’ego (stosowanej w kole K(z, r/2) ⊂ K(z0, r), z ∈

K(z0, r/2)) dostaniemy

max
K(z0,r/2)

|f (k)
n − f (k)| ≤ k!

(r/2)k
max

K(z0,r)
|fn − f |. ¤

7. Szeregi pot
↪
egowe

Wyrażenie

(7.1)
∞∑

n=0

an(z − z0)n, z ∈ C

nazywamy szeregiem pot
↪
egowym o środku w z0 ∈ C i wspóÃlczynnikach an ∈ C,

n = 0, 1, . . . .

PrzykÃlad. Szereg geometryczny
∞∑

n=0

zn. Jest on zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy

|z| < 1. Wynika to ze wzoru

1 + z + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, z 6= 1.

Możemy zatem zapisać

(7.2)
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
, |z| < 1.

Twierdzenie 7.1. (Cauchy, 1821, Hadamard, 1892) PoÃlóżmy

(7.3) R :=
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.
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Wtedy szereg (7.1) jest bezwzgl
↪
ednie i lokalnie jednostajnie zbieżny w kole K(z0, R)

oraz rozbieżny dla każdego z ∈ C \K(z0, R).

Dowód. Dla z ∈ K(z0, R) niech r i λ b
↪
ed

↪
a takie, że |z − z0| ≤ r < R oraz r/R <

λ < 1. Wtedy dla n odp. dużego mamy n
√
|an| ≤ λ/r, zatem

∣∣∣∣∣
N2∑

n=N1

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤
N2∑

n=N1

|an(z − z0)n| ≤
∞∑

n=N1

λn =
λN1

1− λ
→ 0,

gdy N1 →∞. Z warunku Cauchy’ego zbieżności otrzymalísmy zatem bezwzgl
↪
edn

↪
a

i jednostajn
↪
a zbieżność szeregu na K(z0, r).

Z drugiej strony, jeżeli |z − z0| > R, to istnieje podci
↪
ag ank

taki, że nk

√
|ank

| ≥
1/|z − z0|, co oznacza, że |ank

(z − z0)nk | ≥ 1, nie jest zatem speÃlniony warunek
konieczny zbieżności szeregu. ¤

KoÃlo K(z0, R) z Twierdzenia 7.1 nazywamy koÃlem zbieżności, zaś R promieniem
zbieżności szeregu (7.1). FormuÃla (7.3) na promień zbieżności szeregu pot

↪
egowego

nosi nazw
↪
e wzoru Cauchy’ego-Hadamarda. Zauważmy, że promień zbieżności sze-

regu (7.1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje M > 0 takie, że dla n odp.
dużego mamy |an| ≤ Mn - wtedy R ≥ 1/M .

Twierdzenie 7.1 nie rozstrzyga zbieżności szeregu pot
↪
egowego na brzegu koÃla

zbieżności:

PrzykÃlady. KoÃlem zbieżności każdego z szeregów
∞∑

n=0

zn,
∞∑

n=1

zn

n
,
∞∑

n=1

zn

n2
jest K(0, 1).

i) Szereg
∑

zn jest rozbieżny we wszystkich punktach z brzegu koÃla zbieżności.
ii) Szereg

∑
zn/n2 jest zbieżny bezwzgl

↪
ednie na brzegu.

iii) Szereg
∑

zn/n jest rozbieżny w 1 i zbieżny warunkowo na ∂K(0, 1) \ {1}
( Ćwiczenie ).

Istotn
↪
a wÃlasności

↪
a szeregów pot

↪
egowych jest jednoznaczność ich wspóÃlczynni-

ków:

Propozycja 7.2. ZaÃlóżmy, że szeregi pot
↪
egowe

∑
an(z − z0)n oraz

∑
bn(z − z0)n

s
↪
a zbieżne do tych samych wartości na zbiorze A takim, że z0 jest punktem skupienia

A. Wtedy an = bn dla wszystkich n.

Dowód. Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że bn = 0 dla wszystkich n. Przy-
puśćmy, że am 6= 0 dla pewnego m i wybierzmy najmniejsze takie m. Wtedy

∞∑
n=0

an(z − z0)n = (z − z0)m
∞∑

n=0

an+m(z − z0)n, z 6= z0.

Szereg
∑∞

n=0 an+m(z−z0)n, zbieżny do pewnej funkcji ci
↪
agÃlej w otoczeniu z0 (dzi

↪
eki

Twierdzeniu 7.1), znika dla z ∈ A, zatem znika również w z0, czyli am = 0 -
sprzeczność. ¤

PrzykÃlad. Rozpatrzmy ci
↪
ag Fibonacciego (1202):

a0 = 0, a1 = 1, an = an−2 + an−1, n = 2, 3, . . .
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Ćwiczenie Pokazać, że w pewnym (rzeczywistym) otoczeniu 0 mamy

∞∑
n=0

anxn =
x

1− x− x2

oraz, rozwijaj
↪
ac praw

↪
a stron

↪
e w szereg pot

↪
egowy, że

an =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n]
(de Moivre, 1730).

Nast
↪
epuj

↪
acy rezultat jest bezpośredni

↪
a konsekwencj

↪
a Twierdzenia 6.4 (można go

zreszt
↪
a udowodnić w bardziej elementarny sposób):

Twierdzenie 7.3. Suma szeregu pot
↪
egowego jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w kole

zbieżności. Szereg pot
↪
egowy można różniczkować wyraz po wyrazie. ¤

8. Podstawowe wÃlasności funkcji holomorficznych, cd.

Udowodnimy najpierw, że każda funkcja holomorficzna w kole jest granic
↪
a sze-

regu pot
↪
egowego, czyli wynik odwrotny do Twierdzenia 7.3:

Twierdzenie 8.1. ZaÃlóżmy, że f ∈ O(Ω). Wtedy dla każdego z0 ∈ Ω funkcja f
rozwija si

↪
e w szereg Taylora w kole K(z0, dist(z0, ∂Ω)), tzn.

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n, |z − z0| < dist(z0, ∂Ω).

Dowód. Niech r b
↪
edzie takie, że |z− z0| < r < dist(z0, ∂Ω). Skorzystamy ze wzoru

Cauchy’ego (5.1). Dla ζ ∈ ∂K(z0, r) dzi
↪
eki (7.2) mamy

1
ζ − z

=
1

ζ − z0

1
1− z−z0

ζ−z0

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
,

przy czym zbieżność jest jednostajna dla ζ ∈ ∂K(z0, r). Zatem

f(z) =
1

2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ

=
1

2πi

∞∑
n=0

(z − z0)n

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ

=
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n. ¤

Pokazalísmy zatem, że funkcje holomorficzne to dokÃladnie te funkcje, które
można lokalnie rozwin

↪
ać w szereg pot

↪
egowy (b

↪
ed

↪
acy równocześnie szeregiem Tay-

lora tej funkcji). Co wi
↪
ecej, szereg Taylora funkcji holomorficznej w danym punkcie
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jest zbieżny w każdym kole o środku w tym punkcie, w którym funkcja ta jest
określona.

Zasad
↪
e identyczności dla funkcji holomorficznych Ãlatwo teraz wynika z zasady

identyczności dla szeregów pot
↪
egowych (Propozycja 7.2):

Twierdzenie 8.2. Niech f, g b
↪
ed

↪
a funkcjami holomorficznymi w obszarze Ω. Za-

Ãlóżmy, że f = g na zbiorze A ⊂ Ω posiadaj
↪
acym punkt skupienia w Ω. Wtedy f = g

w Ω.

Dowód. Jeżeli z0 jest punktem skupienia zbioru A, to z Twierdzenia 7.6 i Propozycji
7.2 wynika, że f = g w dowolnym kole K(z0, r) ⊂ Ω. Zatem zbiór Ω′ = {z ∈ Ω :
f = g w pewnym otoczeniu z} jest domkni

↪
ety w Ω. Ponieważ jest on również

oczywíscie otwarty, otrzymujemy Ω′ = Ω. ¤

Ćwiczenie i) Czy istnieje f ∈ O(∆) takie, że f(1/n) = n/(n + 1), n = 2, 3, . . . ?
ii) Czy istnieje f ∈ O(∆) takie, że f(1/n) = n/(n + 2), n = 2, 3, . . . ?
iii) Czy istnieje f ∈ O(∆) takie, że f(1/n) = e−n, n = 2, 3, . . . ?
(Ozn. ∆ := K(0, 1).)

Z Twierdzeń 6.3 i 8.2 wynika natychmiast mocna zasada maksimum dla funkcji
holomorficznych.

Twierdzenie 8.3. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w obszarze Ω tak

↪
a, że |f |

osi
↪
aga maksimum lokalne w Ω, to f jest staÃla. ¤
Korzystaj

↪
ac z zasady identyczności oraz zasady maksimum można udowodnić

twierdzenie o odwzorowaniu otwartym:

Twierdzenie 8.4. NiestaÃle funkcje holomorficzne określone na obszarze w C s
↪
a

odwzorowaniami otwartymi.

Dowód. Trzeba pokazać, że jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla

K(z0, r), to istnieje δ > 0 takie, że f(K(z0, r)) ⊃ K(w0, δ), gdzie w0 = f(z0).
Wybieramy ε ∈ (0, r) tak, że w0 /∈ f(∂K(z0, ε)). Gdyby takie ε nie istniaÃlo, to
dla każdego odp. maÃlego ε > 0 znaleźlibyśmy punkty zε takie, że |z0 − zε| = ε
oraz f(zε) = w0. Dzi

↪
eki zasadzie identyczności staÃloby to w sprzeczności z tym, że

funkcja f nie jest staÃla. KÃladziemy teraz

δ :=
1
2

min
ζ∈∂K(z0,ε)

|f(ζ)− w0|.

Z definicji ε wynika, że δ > 0. Dla w ∈ K(w0, δ) musimy teraz znaleźć z ∈ K(z0, r)
takie, że f(z) = w. Przypuśćmy, że takie z nie istnieje. Z definicji δ mamy

|f(ζ)− w| ≥ |f(ζ)− w0| − |w0 − w| > δ, ζ ∈ ∂K(z0, ε).

Funkcja z 7→ 1/(f(z) − w) jest wi
↪
ec holomorficzna w otoczeniu K(z0, ε), zatem z

zasady maksimum wynika, że

1
|f(z)− w| ≤ max

ζ∈∂K(z0,ε)

1
|f(ζ)− w| <

1
δ
, z ∈ K(z0, ε).

Dla z = z0 otrzymamy |w0 − w| > δ - sprzeczność. ¤
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Zauważmy, że w przypadku rzeczywistym nawet wielomiany nie musz
↪
a być od-

wzorowaniami otwartymi, np. f(x) = x2.

Ćwiczenie Pokazać, że z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym Ãlatwo wynika sÃlaba
zasada maksimum (Twierdzenie 6.3) oraz lemat d’Alemberta (Lemat 1.2).

9. Funkcje analityczne

Funkcj
↪
e f : (a, b) → R nazywamy analityczn

↪
a, jeżeli dla każdego x0 ∈ (a, b)

istnieje r > 0 takie, że f jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale (x0−r, x0+r).
Korzystaj

↪
ac z wÃlasności szeregów pot

↪
egowych można elementarnie pokazać nast

↪
e-

puj
↪
acy fakt:

Propozycja 9.1. Jeżeli funkcje f, g s
↪
a funkcjami analitycznymi, to również funk-

cje f ± g, fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, że g 6= 0) s
↪
a analityczne.

PrzykÃlad. Funkcja 1/(1 + x2) jest analityczna na R dzi
↪
eki Propozycji 9.1. Szereg

Taylora w 0 ma postać (korzystamy z (7.2))

1
1 + x2

=
∞∑

n=0

(−1)nx2n.

Szereg ten jest zbieżny tylko w przedziale (−1, 1), a wi
↪
ec, w przeciwieństwie do

przypadku zespolonego, funkcji analitycznej nie można zawsze rozwin
↪
ać w szereg

Taylora w maksymalnym przedziale, w którym funkcja jest określona.

Funkcje analityczne s
↪
a ścísle zwi

↪
azane z funkcjami holomorficznymi dzi

↪
eki nast

↪
e-

puj
↪
acej charakteryzacji:

Propozycja 9.2. Każda funkcja analityczna na (a, b) jest zacieśnieniem pewnej
funkcji holomorficznej określonej w pewnym otoczeniu (a, b) w C.

Dowód. Jeżeli dla α ∈ (a, b) mamy

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− α)n, x ∈ (α− rα, α + rα),

to jest oczywiste (dzi
↪
eki Twierdzeniu 7.1), że zespolony szereg

∑∞
n=0 an(z − α)n

jest zbieżny do funkcji holomorficznej fα w kole K(α, rα). Co wi
↪
ecej, z zasady

identyczności wynika, że fα = fβ w K(α, rα) ∩K(β, rβ). Na obszarze

⋃

α∈(a,b)

K(α, rα) ⊂ C

możemy wi
↪
ec dobrze zdefiniować funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a f̃ := fα na K(α, rα). ¤

Zauważmy, że Propozycja 9.1 wynika z Propozycji 9.2 i wÃlasności funkcji holo-
morficznych. To, że promień zbieżności szeregu Taylora funkcji 1/(1 + x2) w 0
wynosi 1 wynika z tego, że jej jednoznacznie określone zespolone przedÃlużenie, czyli
funkcja 1/(1 + z2), ma osobliwości w ±i.
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Podobnie możemy znaleźć promień zbieżności szeregu Taylora w 0 funkcji

x

ex − 1
=

( ∞∑
n=0

xn

(n + 1)!

)−1

.

Jest ona zacieśnieniem do R funkcji z/(ez − 1), która jest holomorficzna w (maksy-
malnym) obszarze C \ {2kπi : k ∈ Z∗}. Szukany promień jest wi

↪
ec równy 2π.

Znalezienie go bez korzystania z analizy zespolonej byÃloby nieporównanie trud-
niejsze.

10.Globalne twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego

B
↪
edziemy chcieli uogólnić twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego (zob. Wniosek 4.3)

na szersz
↪
a klas

↪
e obszarów i dróg zamkni

↪
etych. W tym celu wprowadzimy poj

↪
ecie

indeksu drogi zamkni
↪
etej w C.

Propozycja 10.1. Dla drogi zamkni
↪
etej γ : [a, b] → C poÃlóżmy

Indγ(z) =
1

2πi

∫

γ

dζ

ζ − z
, z ∈ C \ γ∗.

Wtedy
i) Indγ jest funkcj

↪
a o wartościach caÃlkowitych;

ii) Indγ jest staÃla na każdej skÃladowej spójnej zbioru C \ γ∗;
iii) Indγ ≡ 0 na skÃladowej nieograniczonej C \ γ∗;
iv) Liczba Indγ(z) jest równa liczbie obrotów (w kierunku odwrotnym do ruchu

wskazówek zegara) wektora o pocz
↪
atku w z i końcu w γ(t), a ≤ t ≤ b, dookoÃla z.

Dowód. i) PoÃlóżmy

ϕ(t) = exp
(∫ t

a

γ′(s)
γ(s)− z

ds

)
, t ∈ [a, b],

wtedy ϕ′ = ϕγ′/(γ − z), a st
↪
ad (ϕ/(γ − z))′ = 0 (tam, gdzie γ jest klasy C1).

St
↪
ad wynika, że funkcja ϕ/(γ − z) jest staÃla. Korzystaj

↪
ac z faktu, że ϕ(a) = 1,

otrzymujemy

exp
(∫ t

a

γ′(s)
γ(s)− z

ds

)
=

γ(t)− z

γ(a)− z
, t ∈ [a, b].

Dla t = b oznacza to, że exp(2πi Indγ(z)) = 1, co jest równoważne temu, że
Indγ(z) ∈ Z.

ii) Wynika natychmiast z i) i z tego, że Indγ jest funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a (a dzi

↪
eki lematowi

o produkcji funkcji holomorficznych nawet holomorficzn
↪
a) na C \ γ∗.

iii) Z definicji Indγ Ãlatwo otrzymujemy

lim
|z|→∞

Indγ(z) = 0

i wystarczy skorzystać z ii).
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iv) Przez A(t), t ∈ [a, b], oznaczymy caÃlkowity przyrost argumentu wektora
γ(s)−z, gdy s rośnie od a do t. Znajdziemy podziaÃl a = t0 < t1 < · · · < tn = b taki,
że γ([tj−1, tj ]) jest zawarte w kole niezawieraj

↪
acym z, j = 1, . . . , n. Dla danego j

możemy wtedy wybrać logarytm tak, by byÃl ci
↪
agÃly na γ([tj−1, tj ]). Otrzymamy

2πi Indγ(z) =
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

γ′(t)
γ(t)− z

dt

=
n∑

j=1

(log(γ(tj)− z)− log(γ(tj−1)− z))

=
n∑

j=1

(
log

∣∣∣∣
γ(tj)− z

γ(tj−1)− z

∣∣∣∣ + i(A(tj)−A(tj−1))
)

= i(A(b)−A(a)). ¤

W dalszym ci
↪
agu wygodnie b

↪
edzie caÃlkować funkcje zespolone po skończonej

sumie dróg (np. po brzegu gÃladkiego obszaru wielospójnego). Niech γ1, . . . , γk b
↪
ed

↪
a

drogami w C. Tworz
↪
a one Ãlańcuch, który zapisujemy Γ = γ1 + · · ·+ γk. Obrazem

Ãlańcucha Γ jest Γ∗ = γ∗1 ∪ · · · ∪ γ∗k . Mamy wtedy

(10.1)
∫

Γ

f(z)dz :=
k∑

j=1

∫

γj

f(z)dz, f ∈ C(Γ∗),

przy czym praw
↪
a stron

↪
e możemy traktować jako formaln

↪
a definicj

↪
e Ãlańcucha Γ,

tzn. jako funkcjonaÃl liniowy określony na C(Γ∗). Zauważmy, że tak naprawd
↪
e do

tej pory dla danej drogi γ interesowaÃl nas wÃlaściwie tylko funkcjonaÃl

C(γ∗) 3 f 7→
∫

γ

f(z)dz ∈ C.

Dlatego też sum
↪
e γ1+· · ·+γk należy rozumieć jako sum

↪
e odpowiednich funkcjonaÃlów

(a oczywíscie nie jako sum
↪
e algebraiczn

↪
a funkcji γ1, . . . , γk, która zreszt

↪
a nie mia-

Ãlaby w ogólnym przypadku sensu). W oczywisty sposób definiujemy sum
↪
e i różnic

↪
e

dwóch Ãlańcuchów. DÃlugości
↪
a Ãlańcucha Γ = γ1+· · ·+γk jest l(Γ) = l(γ1)+· · ·+l(γk).

Jest oczywiste (dzi
↪
eki (3.3)), że norma funkcjonaÃlu (10.1) nie przekracza l(Γ).

Jeżeli wszystkie drogi γ1, . . . , γk s
↪
a zamkni

↪
ete, to Ãlańcuch Γ = γ1 + · · · + γk

nazywamy cyklem. Na cykle możemy rozszerzyć poj
↪
ecie indeksu:

IndΓ(z) :=
k∑

j=1

Indγj (z) =
1

2πi

∫

Γ

dζ

ζ − z
, z ∈ C \ Γ∗.

Poniższe twierdzenie precyzyjnie charakteryzuje cykle, dla których zachodzi
twierdzenie caÃlkowe oraz wzór caÃlkowy Cauchy’ego (jest ono czasami nazywane
twierdzeniem Cauchy’ego-Dixona):

Twierdzenie 10.2. Dla cyklu Γ w obszarze Ω NWSR

i) IndΓ(z) f(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ Ω \ Γ, f ∈ O(Ω) (wzór caÃlkowy

Cauchy’ego);

ii)
∫

Γ

f(z)dz = 0, f ∈ O(Ω) (twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego);

iii) IndΓ(z) = 0, z ∈ C \ Ω.
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Dowód. (Dixon, 1971) i)⇒ii) Dla f ∈ O(Ω) i z ∈ Ω \ Γ niech h(ζ) := (ζ − z)f(ζ).
Wtedy korzystaj

↪
ac z i) mamy

0 = IndΓ(z)h(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)dζ.

ii)⇒iii) Dla z ∈ C \ Ω funkcja f(ζ) := 1/(ζ − z) jest holomorficzna w Ω.
iii)⇒i) Niech f ∈ O(Ω). Dla z, w ∈ Ω poÃlóżmy

g(z, w) :=

{
f(z)−f(w)

z−w , z 6= w,

f ′(z), z = w.

Twierdzimy, że g ∈ C(Ω × Ω). Jest oczywiste, że funkcja g jest ci
↪
agÃla na ∆ =

{(z, w) ∈ Ω×Ω : z = w} oraz na Ω×Ω \∆. Dla z, w ∈ K(a, r), z 6= w, gdzie r > 0
jest takie że K(a, r) ⊂ Ω, ze wzoru Cauchy’ego dla koÃla otrzymamy

g(z, w)− g(a, a) =
1

2πi

∫

∂K(a,r)

[
1

z − w

(
f(ζ)
ζ − z

− f(ζ)
ζ − w

)
− f(ζ)

(ζ − a)2

]
dζ

=
1

2πi

∫

∂K(a,r)

f(ζ)
(

1
(ζ − z)(ζ − w)

− 1
(ζ − a)2

)
dζ.

Wyrażenie w nawiasie d
↪
aży do 0 jednostajnie na ∂K(a, r), gdy (z, w) → (a, a), a

wi
↪
ec g ∈ C(Ω× Ω).
Zdefiniujmy

h(z) :=





1
2πi

∫

Γ

g(ζ, z) dζ, z ∈ Ω,

1
2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ Ω.

Zauważmy, że

(10.2) h(z) =
1

2πi

∫

Γ

g(ζ, z) dζ =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ − IndΓ(z) f(z), z ∈ Ω \ Γ∗.

Z ci
↪
agÃlości g wynika, że h jest ci

↪
agÃla w Ω. Dla trójk

↪
ata T ⊂ Ω z twierdzenia

Fubiniego mamy
∫

∂T

h(z)dz =
1

2πi

∫

Γ

∫

∂T

g(ζ, z)dz dζ = 0

(dzi
↪
eki Wnioskowi 4.3), z twierdzenia Morery otrzymamy zatem holomorficzność h

w Ω.
Jeżeli U jest skÃladow

↪
a spójn

↪
a C \ Γ∗ tak

↪
a, że U 6⊂ Ω, to dzi

↪
eki iii) i Propozycji

10.1.ii mamy IndΓ(z) = 0, z ∈ U , a wi
↪
ec z (10.2)

h(z) =
1

2πi

∫

Γ

g(ζ, z) dζ =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ U.

Z lematu o produkcji funkcji holomorficznych otrzymamy h ∈ O(U). ÃL
↪
acz

↪
ac to z

tym, że h ∈ O(Ω) wnioskujemy, że h jest funkcj
↪
a caÃlkowit

↪
a. Co wi

↪
ecej

lim
|z|→∞

h(z) = 0,
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z twierdzenia Liouville’a mamy zatem h ≡ 0. Z (10.2) otrzymujemy i). ¤
Mówimy, że cykl Γ jest homologiczny zeru w Ω, jeżeli speÃlniony jest warunek iii)

w Twierdzeniu 10.2.

11. Szeregi Laurenta

Pokazalísmy, że każd
↪
a funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a w kole można przedstawić jako sum

↪
e

szeregu pot
↪
egowego. Pokażemy teraz, że funkcje określone w pierścieniu

P (z0, r, R) := {z ∈ C : r < |z − z0| < R} = K(z0, R) \K(z0, r)

rozwijaj
↪
a si

↪
e w uogólniony szereg pot

↪
egowy zawieraj

↪
acy również pot

↪
egi ujemne:

Twierdzenie 11.1. (Laurent, 1843, Weierstrass, 1841) Jeżeli f ∈ O(P (z0, r, R)),
gdzie 0 ≤ r < R ≤ ∞, to dla z ∈ P (z0, r, R) mamy

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n =

∞∑
n=0

an(z − z0)n +
∞∑

k=1

a−k(z − z0)−k,

(tzn. oba szeregi s
↪
a zbieżne), gdzie dla dowolnego ρ ∈ (r,R)

(11.1) an =
1

2πi

∫

∂B(z0,ρ)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ, n ∈ Z.

Dowód. Niech r′, R′ b
↪
ed

↪
a takie, że r < r′ < R′ < R. Wtedy ∂P (z0, r

′, R′) jest
cyklem (orientacja dodatnia wzgl

↪
edem wn

↪
etrza, czyli zgodnie z kierunkiem ruchu

wskazówek zegara na ∂K(z0, r
′) i z kierunkiem odwrotnym na ∂K(z0, R

′)) takim,
że

Ind∂P (z0,r′,R′)(z) =
{

0, z ∈ C \ P (z0, r
′, R′),

1, z ∈ P (z0, r
′, R′).

SpeÃlniony jest wi
↪
ec warunek iii) w Twierdzeniu 10.2 (z Ω = P (z0, r, R)). Dzi

↪
eki

równoważnemu warunkowi ii) dostaniemy teraz niezależność prawej strony (11.1)
od ρ (bo funkcja podcaÃlkowa jest holomorficzna w P (z0, r, R)). Z i) otrzymamy
natomiast dla z ∈ P (z0, r

′, R′)

f(z) =
1

2πi

∫

∂P (z0,r,R)

f(ζ)
ζ − z

dζ =
1

2πi

(∫

∂K(z0,R)

−
∫

∂K(z0,r)

)
.

Rozumujemy teraz jak w dowodzie Twierdzenia 8.1. Z (7.2) otrzymamy

1
ζ − z

=





∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
, ζ ∈ ∂K(z0, R),

−
∞∑

k=1

(ζ − z0)k−1

(z − z0)k
, ζ ∈ ∂K(z0, r),

przy czym zbieżność jest jednostajna wzgl
↪
edem ζ na, odpowiednio, ∂K(z0, R) i

∂K(z0, r). ¤
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Szereg postaci

(11.2)
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

nazywamy szeregiem Laurenta. Jest on sum
↪
a dwóch szeregów: cz

↪
eści regularnej

∑

n≥0

an(z − z0)n = a0 + a1(z − z0) + . . . ,

oraz cz
↪
eści osobliwej

∑

n≤−1

an(z − z0)n =
a−1

z − z0
+

a−2

(z − z0)2
+ . . .

Mówimy, że szereg Laurenta (11.2) jest zbieżny w z, jeżeli w z zbieżna jest jego
cz

↪
eść regularna oraz cz

↪
eść osobliwa.

Twierdzenie 11.2. Cz
↪
eść regularna szeregu Laurenta (11.2) jest zbieżna bezwzgl

↪
ed-

nie i lokalnie jednostajnie w kole K(z0, R), rozbieżna dla każdego z ∈ C \K(z0, R),
gdzie

R =
1

lim sup
n→∞

|an|1/n
.

Cz
↪
eść osobliwa szeregu Laurenta (11.2) jest zbieżna bezwzgl

↪
ednie i lokalnie jedno-

stajnie w C \K(z0, r), rozbieżna dla każdego z ∈ K(z0, r), gdzie

r = lim sup
k→∞

|a−k|1/k =
1

lim sup
n→−∞

|an|1/n
.

Jeżeli r < R, to szereg Laurenta (11.2) jest zbieżny bezwzgl
↪
ednie i lokalnie jedno-

stajnie w pierścieniu P (z0, r, R), rozbieżny dla każdego z ∈ C \ P (z0, r, R).

Dowód. Pierwsza cz
↪
eść to dokÃladnie Twierdzenie 7.1. Po podstawieniu

w =
1

z − z0
,

cz
↪
eść osobliwa b

↪
edzie miaÃla postać

∑

n≤−1

an(z − z0)n =
∞∑

k=1

a−kwk,

a promień zbieżności tego szeregu jest równy 1/r. St
↪
ad wynika druga cz

↪
eść twier-

dzenia, zaś trzecia jest natychmiastow
↪
a konsekwencj

↪
a pierwszych dwóch. ¤

Z Twierdzenia 11.2 wynika w szczególności, że zbieżność w Twierdzeniu 11.1 jest
bezwzgl

↪
edna i lokalnie jednostajna na P (z0, r, R).
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Mamy nast
↪
epuj

↪
aca zasad

↪
e identyczności dla szeregów Laurenta:

Twierdzenie 11.3. Jeżeli szeregi Laurenta
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

∞∑
n=−∞

bn(z − z0)n

s
↪
a jednostajnie zbieżne do tej samej granicy na okr

↪
egu ∂K(z0, ρ) dla pewnego ρ > 0,

to an = bn dla każdego n ∈ Z.

Dowód. Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że bn = 0, n ∈ Z. ZaÃlożenie oznacza,
że mamy jednostajn

↪
a zbieżność

(11.3)
∞∑

n=−∞
anρneint = 0, t ∈ [0, 2π].

Zbieżność jednostajna implikuje zbieżność w L2([0, 2π]). Dla n, m ∈ Z mamy

〈eint, eimt〉 =
∫ 2π

0

ei(n−m)tdt =
{

0, n 6= m,

2π, n = m.

Mnoż
↪
ac skalarnie obie strony (11.3) przez eimt otrzymamy am = 0, m ∈ Z. ¤

Ćwiczenie Rozwin
↪
ać funkcj

↪
e 1/(z2 − z) w szeregi Laurenta w pierścieniach {0 <

|z| < 1} oraz {1 < |z| < ∞}.

12.Osobliwości funkcji holomorficznych

Mówimy, że funkcja holomorficzna f ma osobliwość izolowan
↪
a w punkcie z0, jeżeli

f ∈ O(U \ {z0}), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu z0 w C. Z Twierdzenia
11.1 (dla r = 0 oraz R takiego, że K(z0, R) ⊂ U) wynika, że w otoczeniu z0 funkcj

↪
e

f możemy rozwin
↪
ać w szereg Laurenta

(12.1) f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

gdzie wspóÃlczynniki an s
↪
a wyznaczone jednoznacznie (dzi

↪
eki Twierdzeniu 11.3; s

↪
a

one dane przez (11.1)). Jeżeli an = 0 dla n = −1,−2, . . . , to mówimy, że f ma
osobliwość pozorn

↪
a w z0. Jeżeli istnieje m ≥ 1 takie, że a−m 6= 0 oraz an = 0

dla n < −m, to mówimy, że f ma biegun rz
↪
edu m w z0 (jeżeli m = 1, to biegun

nazywamy prostym). W pozostaÃlych przypadkach (tzn., gdy istnieje nieskończenie
wiele n < 0 takich, że an 6= 0) mówimy, że f ma istotn

↪
a osobliwość w z0.

Jest jasne, że funkcja holomorficzna ma pozorn
↪
a osobliwość w z0 wtedy i tylko

wtedy, gdy przedÃluża si
↪
e do funkcji holomorficznej w otoczeniu z0 (z tego powodu

osobliwości pozorne s
↪
a również nazywane usuwalnymi). Jeżeli f ma biegun rz

↪
edu

m w z0, to

(12.2) f(z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ . . . =

h(z)
(z − z0)m

,

gdzie h jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że h(z0) = a−m 6= 0.
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Z drugiej strony, jeżeli g jest holomorficzna w otoczeniu z0, g 6≡ 0 i g(z0) = 0, to

g(z) = bm(z − z0)m + bm+1(z − z0)m+1 + · · · = (z − z0)mh̃(z),

gdzie m ≥ 1, zaś h̃ jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że h̃(z0) = am 6=

0. Takie m nazywamy krotności
↪
a zera funkcji g w z0. Jest to równoważne temu, że

g(z0) = g′(z0) = · · · = g(m−1)(z0) = 0, g(m)(z0) 6= 0

(dzi
↪
eki wzorowi Taylora).

Z powyższych rozważań widać, że dla funkcji holomorficznej f w otoczeniu z0

mamy

f ma w z0 zero krotności m ⇔ 1/f ma w z0 biegun rz
↪
edu m.

Ogólniej, jeżeli f, g s
↪
a holomorficzne w otoczeniu z0 i maj

↪
a w z0 zera krotności,

odpowiednio, m i k, to f/g ma w z0 zero krotności m − k, jeżeli m > k, oraz
biegun rz

↪
edu k−m, jeżeli m < k. (Jeżeli m = k, to f/g jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a

w otoczeniu z0 nieznikaj
↪
ac

↪
a w z0). W szczególności, funkcja f/g nie może mieć

istotnej osobliwości.

PrzykÃlad. Funkcja

e1/z =
∞∑

k=0

1
k!zk

ma istotn
↪
a osobliwość w 0.

Jak wynika z poprzednich rezultatów (z Twierdzeń 4.1 i 6.1), każda funkcja
holomorficzna posiadaj

↪
aca osobliwość izolowan

↪
a w z0, któr

↪
a można przedÃlużyć do

funkcji ci
↪
aglej w z0, ma w z0 osobliwość pozorn

↪
a. Ten fakt udowodniÃl Riemann

w 1851 r. Poniższy, ogólniejszy rezultat jest nazywany twierdzeniem Riemanna o
usuwaniu osobliwości:

Twierdzenie 12.1. Przypuśćmy, że funkcja holomorficzna f ma w z0 osobliwość
izolowan

↪
a oraz jest ograniczona w otoczeniu z0. Wtedy f ma osobliwość pozorn

↪
a w

z0.

Dowód. Niech h(z) := (z − z0)f(z). Wtedy dla pewnego otoczeniu U punktu z0

mamy h ∈ O(U \ {z0}) ∩ C(U), a st
↪
ad h ∈ O(U). Ponieważ h ma w z0 zero

krotności ≥ 1, a z−z0 zero krotności 1, to f(z) = h(z)/(z−z0) ma w z0 osobliwość
pozorn

↪
a. ¤

Twierdzenie 12.2. (Casorati, 1868, Weierstrass, 1876, Sochocki, 1873) Jeżeli
funkcja holomorficzna f ma w z0 istotn

↪
a osobliwość, to dla każdego odp. maÃlego

otwartego otoczenia V punktu z0, zbiór f(V \ {z0}) jest g
↪
esty w C.

Dowód. Przypuśćmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe, tzn. istnieje w0 ∈ C oraz
ε > 0 takie, że K(w0, ε)∩ f(V \ {z0}) = ∅. Oznacza to, że |f −w0| ≥ ε w V \ {z0}.
Funkcja g := 1/(f−w0) jest wi

↪
ec ograniczona w V \{z0}, z Twierdzenia 12.1 wynika

zatem, że ma w z0 pozorn
↪
a osobliwość. Czyli funkcja f = w0 + 1/g nie może mieć

w z0 istotnej osobliwości - sprzeczność. ¤
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Uwaga. Znacznie mocniejsze (ale i trudniejsze do udowodnienia) niż Twierdzenie
12.2 jest tzw. wielkie twierdzenie Picarda (1879): przy zaÃlożeniach Twierdzenia
12.2 zbiór f(V \ {z0}) omija co najwyżej jedn

↪
a wartość w C.

Ćwiczenie Zweryfikować wielkie twierdzenie Picarda w nast
↪
epuj

↪
acych przypad-

kach: e1/z (omija jedn
↪
a wartość), cos(1/z) (nie omija żadnej wartości).

Możemy teraz skojarzyć rodzaje osobliwości izolowanych z istnieniem odpowied-
nich granic:

Twierdzenie 12.3. ZaÃlóżmy, że funkcja holomorficzna f ma osobliwość izolowan
↪
a

w z0. Wtedy
i) f ma pozorn

↪
a osobliwość w z0 ⇔ istnieje lim

z→z0
f(z) ∈ C;

ii) f ma biegun w z0 ⇔ lim
z→z0

f(z) = ∞ (tzn. lim
z→z0

|f(z)| = ∞);

iii) f ma istotn
↪
a osobliwość w z0 ⇔ nie istnieje lim

z→z0
f(z) (ani z C ani ∞).

Dowód. i) Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 12.1 (a nawet Twierdzeń 4.1
i 6.1).

ii) Z (12.2) wynika ⇒, natomiast ⇐ wnioskujemy z i) (f nie ma pozornej oso-
bliwości) i Twierdzenia 12.2 (f nie ma istotnej osobliwości).

iii) Natychmiastowa konsekwencja i) oraz ii). ¤

13. Twierdzenie o residuach

Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a posiadaj

↪
ac

↪
a osobliwość izolowan

↪
a w z0.

W pewnym otoczeniu z0 mamy rozwini
↪
ecie f w szereg Laurenta (12.1), który jest

jednostajnie zbieżny na ∂K(z0, r) dla r > 0 odp. maÃlego. Mamy wtedy

(13.1)
∫

∂K(z0,r)

f(z)dz =
∞∑

n=−∞
an

∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz = 2πia−1.

Liczb
↪
e a−1 z rozwini

↪
ecia (12.1) nazywamy residuum funkcji f w punkcie z0 i oz-

naczamy res z0f .

Ćwiczenie Skonstruować funkcj
↪
e f ∈ O(C \ {0, 1}) maj

↪
ac

↪
a istotn

↪
a osobliwość w

0, biegun rz
↪
edu 2 w 1 oraz tak

↪
a, że res 1f = 3.

Przypuśćmy, że f ma w z0 biegun rz
↪
edu m. Wtedy

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ . . . =

h(z)
(z − z0)m

,

gdzie funkcja
h(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + . . .

jest holomorficzna w otoczeniu z0. Ze wzoru Taylora otrzymamy

a−m+k =
h(k)(z0)

k!
, k = 0, 1, . . .
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Dla k = m − 1 dostaniemy nast
↪
epuj

↪
acy rezultat, który jest podstawowym narz

↪
e-

dziem przy obliczaniu residuów w przypadku biegunów:

Propozycja 13.1. Jeżeli funkcja holomorficzna f ma biegun rz
↪
edu m w z0, to

res z0f =
1

(m− 1)!

(
d

dz

)m−1 (
(z − z0)mf(z)

)
∣∣∣∣∣
z=z0

. ¤

SformuÃlujemy teraz i udowodnimy twierdzenie o residuach:

Twierdzenie 13.2. Niech Γ b
↪
edzie cyklem homologicznym zeru w obszarze Ω.

ZaÃlóżmy, że z1, . . . , zk ∈ Ω \ Γ (zj 6= zl dla j 6= l) i że f ∈ O(Ω \ {z1, . . . , zk}).
Wtedy ∫

Γ

f(z)dz = 2πi
k∑

j=1

IndΓ(zj) res zj
f.

Dowód. Znajdziemy r > 0 takie, że K(zj , r)∩K(zl, r) = ∅ dla j 6= l oraz K(zj , r)∩
Γ = ∅, j, l = 1, . . . , k. Zastosujemy Twierdzenie 10.2 dla cyklu

Γ̃ := Γ−
k∑

j=1

IndΓ(zj) ∂K(zj , r)

i obszaru Ω \ {z1, . . . , zk}. SpeÃlniony jest warunek iii), zatem z ii)

0 =
∫

Γ̃

f(z)dz =
∫

Γ

f(z)dz −
k∑

j=1

IndΓ(zj)
∫

∂K(zj ,r)

f(z)dz

i wystarczy skorzystać z (13.1). ¤

13a.Obliczanie pewnych caÃlek rzeczywistych

Twierdzenie o residuach pozwala obliczyć wiele rzeczywistych caÃlek określonych.
Poniżej przedstawimy kilka rodzajów takich caÃlek. B

↪
edzie to sÃlużyÃlo przede wszyst-

kim zaprezentowaniu możliwych metod zastosowania twierdzenia o residuach, z caÃl
↪
a

pewnościa poniższa lista nie wyczerpuje przypadków, gdzie można je użyć.

I) CaÃlki postaci ∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt,

gdzie R jest funkcj
↪
a wymiern

↪
a (czyli R = P/Q, gdzie P i Q s

↪
a wielomianami dwóch

zmiennych; wielomian Q w tym przypadku nie może mieć zer na rzeczywistym
okr

↪
egu jednostkowym). Podstawiaj

↪
ac z = eit otrzymamy

cos t = Re z =
z + z

2
=

z + 1/z

2
,

sin t = Im z =
z − z

2i
=

z − 1/z

2i
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oraz dz = ieitdt = izdt. Mamy wi
↪
ec

∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt =
∫

∂K(0,1)

R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
dz

iz
=

∫

∂K(0,1)

R̃(z)dz,

gdzie R̃ jest funkcj
↪
a wymiern

↪
a, nie maj

↪
ac

↪
a osobliwości na ∂K(0, 1).

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ 2π

0

sin2 t

5 + 4 cos t
dt =

π

4
.

II) CaÃlki postaci ∫ ∞

−∞

P (x)
Q(x)

dx,

gdzie P, Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi takimi, że Q 6= 0 na R oraz deg Q ≥

deg P + 2 (mamy wtedy pewność, że funkcja P/Q jest sumowalna na R). Dla
R > 0 przez C+

R := {z ∈ ∂K(0, R) : Im z ≥ 0} oznaczmy górn
↪
a poÃlow

↪
e okr

↪
egu

∂K(0, R) (o pocz
↪
atku w R i końcu w −R). Dla R odp. dużego wielomian Q(z) nie

ma zer na ∂K(0, R) oraz

∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)
Q(z)

dz

∣∣∣∣∣ ≤ CRdeg P−deg QπR → 0,

gdy R →∞. Mamy wi
↪
ec

∫ ∞

−∞

P (x)
Q(x)

dx = lim
R→∞

∫

[−R,R]+C+
R

P (z)
Q(z)

dz

co Ãlatwo policzymy przy pomocy twierdzenia o residuach.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

−∞

dx

x4 + 1
=

π√
2
.

III) CaÃlki postaci

(13.2)
∫ ∞

−∞

P (x) cos x

Q(x)
dx,

∫ ∞

−∞

P (x) sin x

Q(x)
dx,

gdzie P,Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi. Jeżeli Q 6= 0 na R oraz deg Q ≥ deg P +

2, to funkcje podcaÃlkowe w (13.2) s
↪
a sumowalne. Zauważmy, że caÃlki (13.2) s

↪
a,

odpowiednio, cz
↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a i urojon

↪
a caÃlki

∫ ∞

−∞

P (x)eix

Q(x)
dx.

W dodatku, dzi
↪
eki temu, że |eiz| ≤ 1, gdy Im z ≥ 0, mamy

(13.3)

∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ CRdeg P−deg QπR → 0
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(zauważmy, że nie moglibyśmy powtórzyć tego rozumowania, gdybyśmy zamiast
eiz wzi

↪
eli funkcje, odpowiednio, cos z i sin z). Podobnie jak poprzednio wystarczy

teraz skorzystać z twierdzenia o residuach caÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e P (z)eiz/Q(z) po brzegu

odp. póÃlkoÃla bior
↪
ac cz

↪
eści rzeczywiste i urojone.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

cos(3x)
x2 + 4

dx =
π

4e6
.

Jeżeli wielomiany P, Q s
↪
a takie, że Q 6= 0 na R i degQ = degP + 1, to można

pokazać, że funkcje podcaÃlkowe w (13.2) nie s
↪
a sumowalne na R. Pokażemy jednak,

że w tym wypadku istniej
↪
a wartości gÃlówne caÃlek (13.2) (jeżeli istnieje granica

lim
a′→a−
b′→b+

∫ b′

a′
f(x)dx,

to nazywamy j
↪
a wartości

↪
a gÃlówn

↪
a caÃlki

∫ b

a
f(x)dx i oznaczamy także

∫ b

a
f(x)dx).

Powtarzamy poprzednie rozumowanie korzystaj
↪
ac z nast

↪
epuj

↪
acego lematu Jordana;

dostaniemy ponownie formuÃl
↪
e (13.4).

Lemat 13.3. Jeżeli wielomiany P, Q s
↪
a takie że deg Q ≥ deg P + 1, to

lim
R→∞

∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz = 0.

Dowód. B
↪
edziemy szacować troch

↪
e dokÃladniej niż w (13.3). Dla z = x + iy ∈ C+

R

i R odp. dużego mamy |P (z)/Q(z)| ≤ C/R oraz |eiz| = e−y. Parametryzuj
↪
ac C+

R

przez Reit, t ∈ [0, π], otrzymamy

(13.5)

∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ π

0

e−R sin tdt.

Teza lematu wynika teraz np. z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności ograniczo-
nej. ¤

Ćwiczenie Udowodnić zbieżność prawej strony (13.5) do 0 bez stosowania twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieżności ograniczonej: korzystaj

↪
ac z tego, że − sin t ≤ −2t/π

dla t ∈ [0, π/2], pokazać, że
∫ π

0

e−R sin tdt ≤ π
1− e−R

R
.

Możemy obliczyć wartości gÃlówne caÃlek (13.2) dla wielomianów rzeczywistych
P, Q takich, że deg Q ≥ deg P + 1 dopuszczaj

↪
ac dodatkowo możliwość zerowania

si
↪
e wielomianu Q na R (przez wartość gÃlówn

↪
a takiej caÃlki rozumiemy granic

↪
e caÃlek

po skończonej sumie odpowiednich przedziaÃlów zwartych). Możemy to zrobić w
przypadku, gdy funkcja Q(z) ma pojedyncze zera na R. Wynika to z nast

↪
epuj

↪
acego

lematu:

Lemat 13.4. ZaÃlóżmy, że funkcja holomorficzna f ma prosty biegun w z0 i że
0 ≤ α < β ≤ 2π. Dla r > 0 niech γr(t) := z0 + reit, α ≤ t ≤ β. Wtedy

lim
r→0+

∫

γr

f(z)dz = i(β − α)res z0f.
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Dowód. Znajdziemy funkcj
↪
e holomorficzn

↪
a g w otoczeniu z0 tak

↪
a, że

f(z) =
a1

z − z0
+ g′(z).

Wtedy dla r > 0 odp. maÃlego mamy
∫

γr

f(z)dz = i(β − α)a−1 + g(z0 + reiβ)− g(z0 + reiα)

i przy r → 0 dostaniemy to co trzeba. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że (wartość gÃlówna)
∫ ∞

−∞

x sin(2x)
x2 − 1

dx = π cos 2.

IV) CaÃlki postaci

(13.6)
∫ ∞

0

P (x)
xaQ(x)

dx,

gdzie 0 < a < 1, zaś P, Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi takimi, że deg Q ≥

deg P + 1 oraz Q 6= 0 na [0,∞). Przy takich zaÃlożeniach funkcja podcaÃlkowa jest
sumowalna na (0,∞). Rozpatrzmy funkcj

↪
e

g(z) := za = ea log z = ea(log |z|+iarg z) = |z|aeiaarg z.

Wybieramy argument z z przedziaÃlu (0, 2π), tak, że g ∈ O(C \ [0,∞)). Dla x ∈
(0,∞) mamy

g+(x) : = lim
y→0+

g(x + iy) = xa,

g−(x) : = lim
y→0−

g(x + iy) = e2πaixa.

Można pokazać Ćwiczenie , że przy powyższych zaÃlożeniach mamy

lim
R→∞

∫

∂K(z0,R)

P (z)
zaQ(z)

dz = lim
r→0+

∫

∂K(z0,r)

P (z)
zaQ(z)

dz = 0.

CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e P (z)/(zaQ(z)) po cyklu ∂K(0, R)+ [R, r]−∂K(0, r)+ [r,R], przy

czym rozpatrujemy wartości g− na [R, r] oraz g+ na [r,R], obliczymy (13.6).

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

√
x

x2 + 1
dx =

π√
2
.

Podobnie jak poprzednio, korzystaj
↪
ac z Lematu 13.4, możemy także policzyć

wartość gÃlówn
↪
a caÃlki (13.6), jeżeli Q ma pojedyncze zera na (0,∞).

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

√
x

x2 − 1
dx =

π

2
.

Przy pomocy twierdzenia o residuach można policzyć wiele innych rodzajów
caÃlek określonych.
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Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac po odpowiednio zmodyfikowanym brzegu póÃlkola K(0, R) ∩

{Re z > 0} pokazać, że ∫ ∞

0

log x

x2 − 1
dx = −π2

4
.

Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e eaz/(1 + ez) po brzegu prostok

↪
ata o wierzchoÃlkach w

±R, ±R + 2πi pokazać, że
∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin(aπ)
, 0 < a < 1.

Ćwiczenie Pokazać, że

∫ ∞

−∞

eax

1− ex
dx = π cot(aπ), 0 < a < 1.

Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e 1/(1+ z3) po brzegu zbioru {ρeit : 0 ≤ t ≤ 2π/3, 0 ≤

ρ ≤ R} pokazać, że ∫ ∞

0

dx

1 + x3
=

2π
√

3
9

.

14. Lokalizowanie zer funkcji holomorficznych

Przedstawimy teraz pewne ogólne wÃlasności funkcji holomorficznych, które moż-
na udowodnić przy pomocy twierdzenia o residuach. Pierwsz

↪
a z nich b

↪
edzie zasada

argumentu, która pozwala lokalizować zera oraz bieguny funkcji holomorficznych.
Przed jej sformuÃlowaniem jedna uwaga techniczna: jeżeli Γ = γ1 + · · · + γk jest
Ãlańcuchem, a f funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu Γ∗, to przez f ◦ Γ rozumiemy

Ãlańcuch f ◦ γ1 + · · · + f ◦ γk. Jest oczywiste, że jeżeli Γ jest cyklem, to jest nim
także f ◦ Γ.

Wprowadzamy jeszcze jedn
↪
a definicj

↪
e: funkcj

↪
e f nazywamy meromorficzn

↪
a w

obszarze Ω, jeżeli istnieje zbiór dyskretny A ⊂ Ω taki, że f jest holomorficzna w
Ω\A oraz w każdym punkcie A funkcja f ma albo biegun albo pozorn

↪
a osobliwość.

Twierdzenie 14.1. ZaÃlóżmy, że D jest ograniczonym obszarem w C takim, że
∂D = Γ∗ dla pewnego cyklu takiego, że IndΓ(z) = 1 dla z ∈ D. Niech f b

↪
edzie

funkcj
↪
a meromorficzn

↪
a w otoczeniu D nie maj

↪
ac

↪
a zer ani biegunów na ∂D. Wtedy

Indf◦Γ(0) = Z −B,

gdzie Z oznacza liczb
↪
e zer funkcji f w D liczonych razem z krotnościami, natomiast

B sum
↪
e rz

↪
edów wszystkich biegunów funkcji f w D.

Dowód. Zauważmy, że (podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 10.8)

Indf◦Γ(0) =
1

2πi

∫

Γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ.
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Do obliczenia tej caÃlki wykorzystamy twierdzenie o residuach. Zauważmy, że funk-
cja podcaÃlkowa f ′/f ma osobliwości dokÃladnie tam, gdzie f ma zera lub bieguny.
Jeżeli f ma w z0 zero krotności m, to, zapisuj

↪
ac f(z) = (z − z0)mh(z), gdzie

h(z0) 6= 0, mamy
f ′(z)
f(z)

=
m

z − z0
+

h′(z)
h(z)

,

a zatem res z0(f
′/f) = m. Powyższe rozumowanie dziaÃla także, gdy m jest ujemn

↪
a

liczb
↪
a caÃlkowit

↪
a. Oznacza to, że jeżeli f ma w z0 biegun rz

↪
edu k, to res z0(f

′/f) =
−k. Wystarczy teraz skorzystać z twierdzenia o residuach. ¤

PrzykÃlad. Szukamy ile pierwiastków w póÃlpÃlaszczyźnie {Re z ≥ 0} ma wielomian
P (z) := z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2. Dla R odp. dużego badamy ile razy obraz przez P
brzegu póÃlkola {|z| ≤ R, Re z ≥ 0}. Dla t ∈ R mamy

P (it) = t4 − 3t2 + 2 + it(1− 2t2).

Sprawdzamy najpierw kiedy P (it), gdy t przechodzi od R do −R, przecina póÃlosie,
dostaniemy nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a tabel

↪
e:

t ReP (it) Im P (it)

R ++ +√
2 0 +

1 0 +√
2/2 + 0
0 + 0

−√2/2 + 0
−1 0 −
−√2 0 −
−R ++ −

Pierwsza i ostatnia linia oznaczaj
↪
a, że cz

↪
eść rzeczywista jest znacznie wi

↪
eksza niż

cz
↪
eść urojona, tzn. argument P (iR) d

↪
aży do 0, gdy R → ±∞. Z powyższego za-

chowania si
↪
e krzywej P (it) wnioskujemy, że ,,przychodzi z kierunku wschodniego i

tam wraca” nie obracaj
↪
ac si

↪
e przy tym wokóÃl zera. Ponieważ dla dużych z wielo-

mian P (z) zachowuje si
↪
e jak cz

↪
eść wiod

↪
aca z4, która dla z = Reit, 0 ≤ t ≤ π,

obraca si
↪
e dwa razy wokóÃl zera, wnioskujemy, że w rozpatrywanym obszarze P

ma dwa pierwiastki (liczone z krotnościami). Pozostaje jeszcze pytanie czy istnieje
pierwiastek podwójny? Jeżeli tak, to speÃlnia on ukÃlad równań

{
z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2 = 0
4z3 + 6z2 + 6z + 1 = 0,

który, jak można pokazać Ćwiczenie , nie ma rozwi
↪
azań.

Ćwiczenie Znaleźć liczb
↪
e pierwiastków wielomianu 2z4 + z3 − 5z2 + z + 2 w póÃl-

pÃlaszczyźnie {Re z < 0}.
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Twierdzenie 14.2. (Rouché, 1862) Niech D b
↪
edzie ograniczonym obszarem w C.

ZaÃlóżmy, że f, g s
↪
a funkcjami holomorficznymi w D, ci

↪
agÃlymi na D i takimi, że

|g| < |f | na ∂D. Wtedy f i f +g maj
↪
a tyle samo zer w D liczonych z krotnościami.

Dowód. Dzi
↪
eki Lematowi 10.3 możemy zaÃlożyć, że D jest jak w Twierdzeniu 14.1,

natomiast f i g s
↪
a holomorficzne w otoczeniu D. Dla t ∈ [0, 1] na Γ∗ = ∂D mamy

|f + tg| ≥ |f | − t|g| > 0. Funkcja

[0, 1] 3 t 7−→ Ind(f+tg)◦Γ(0) =
1

2πi

∫

Γ

f ′(ζ) + tg′(ζ)
f(ζ) + tg(ζ)

dζ ∈ Z,

jest wi
↪
ec ci

↪
agÃla, musi być zatem staÃla. Dla t = 0 i t = 1 z zasady argumentu

dostaniemy tez
↪
e. ¤

Ćwiczenie Znaleźć liczb
↪
e pierwiastków wielomianu z6 + 4z2 − 1 w kole K(0, 1).

Korzystaj
↪
ac z twierdzenia Rouchégo można podać kolejny dowód zasadniczego

twierdzenia algebry: jeżeli P (z) = a0+a1z+· · ·+anzn, an 6= 0, n ≥ 1, jest wielomia-
nem zespolonym, to znajdziemy R > 0 takie, że |a0+a1z+· · ·+an−1z

n−1| < |an|Rn

dla z ∈ ∂K(0, R). Wnioskujemy, że P ma w K(0, R) tyle samo zer liczonych z
krotnościami co anzn, czyli n.

Możemy teraz opisać topologiczne zachowanie si
↪
e funkcji holomorficznych w

pobliżu zera krotności m:

Twierdzenie 14.3. Jeżeli funkcja holomorficzna f ma w z0 zero krotności m, to
istnieje otoczeniu U punktu z0 takie, że odwzorowanie f jest m-krotne na U \ {z0}
(tzn. dla każdego w ∈ f(U) \ {0}) zbiór f−1(w) ∩ (U \ {z0}) jest m-elementowy).

Dowód. Zapiszmy f(z) = am(z − z0)m + g(z), gdzie am 6= 0, zaś g jest funkcj
↪
a

holomorficzn
↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że |g(z)| ≤ C|z − z0|m+1. Dla r > 0 odp.

maÃlego mamy ρ := |am|rm − Crm+1 > 0. Dla w ∈ K(0, ρ) mamy

|g(z)− w| < Crm+1 + ρ = |am(z − z0)m|, z ∈ ∂K(z0, r),

a wi
↪
ec z twierdzenia Rouchégo wynika, że funkcja f − w ma w K(z0, r) m zer

liczonych z krotnościami. Jeżeli któreś z tych zer nie jest pojedyncze, to mamy
w nim f ′ = 0. Dla r > 0 odp. maÃlego mamy jednak f ′ 6= 0 na K(z0, r) \ {z0}
(bo inaczej z zasady identyczności funkcja f byÃlaby staÃla, co jest niemożliwe w
naszym przypadku), czyli tam wszystkie zera musz

↪
a być pojedyncze. Bierzemy

wtedy U := f−1(K(0, ρ)) ∩K(z0, r). ¤

15.Odwzorowania konforemne

Niech D b
↪
edzie obszarem w C. Odwzorowanie f : D → C nazywamy lokalnie

konforemnym, jeżeli f jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C1 oraz f zachowuje
k

↪
aty oraz orientacj

↪
e, tzn. jeżeli γ1, γ2 : (−ε, ε) → D s

↪
a krzywymi klasy C1 takimi,

że γ1(0) = γ2(0), γ′1 6= 0, γ′2 6= 0, to k
↪
at zorientowany pomi

↪
edzy wektorami γ′1(0)

a γ′2(0) jest równy k
↪
atowi zorientowanemu pomi

↪
edzy wektorami (f ◦ γ1)′(0) a (f ◦

γ2)′(0).
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Propozycja 15.1. Dla odwzorowania f : D → C NWSR
i) f jest lokalnie konforemne;
ii) f ∈ O(D), f ′ 6= 0;
iii) f ∈ O(D), f jest lokalnie jednokrotne.

Dowód. ii)⇔iii) wynika natychmiast z Propozycji 2.4 i Twierdzenia 14.3.
i)⇔ii) Przypomnijmy (zob. (2.7)), że dla dowolnej krzywej γ mamy

(f ◦ γ)′(0) =
∂f

∂z
(γ(0)) γ′(0) +

∂f

∂z
(γ(0)) γ′(0).

Zachowywanie k
↪
atów zorientowanych jest wi

↪
ec równoważne temu, że

arg
γ′1(0)
γ′2(0)

= arg
fz(z0)γ′1(0) + fz(z0)γ′1(0)
fz(z0)γ′2(0) + fz(z0)γ′2(0)

,

gdzie γ1(0) = γ2(0) = z0. Jeżeli wi
↪
ec f jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a tak

↪
a, że f ′ =

∂f/∂z 6= 0, to f jest lokalnym dyfeomorfizmem (bo Jac f = |f ′|2) oraz zachowuje
k

↪
aty i orientacj

↪
e.

Z drugiej strony, jeżeli rozpatrzymy krzywe postaci γϑ(t) = z0 + eiϑt dla ustalo-
nego z0 ∈ D i dowolnego ϑ ∈ R, to

arg
γ′ϑ(0)
γ′0(0)

= arg eiϑ,

natomiast

arg
(f ◦ γϑ)′(0)
(f ◦ γ0)′(0)

= arg
fz(z0)eiϑ + fz(z0)e−iϑ

fz(z0) + fz(z0)
.

Jeżeli wi
↪
ec f jest odwzorowaniem lokalnie konforemnym, to w szczególności dla

każdego ϑ ∈ R argument liczby fz(z0) + fz(z0)e−2iϑ byÃlby niezależny od ϑ, a jest
to możliwe tylko wtedy, gdy fz(z0) = 0. ¤

Odwzorowanie f : D → G, gdzie D,G s
↪
a obszarami w C, nazywamy konforem-

nym (lub też biholomorficznym), jeżeli f jest holomorficzn
↪
a bijekcj

↪
a. Z Propo-

zycji 15.1 wynika, że wtedy f jest w szczególności lokalnie konforemne, zaś dzi
↪
eki

Propozycji 2.4 odwzorowanie f−1 jest także konforemne. Dwa obszary nazywamy
konforemnymi, jeżeli istnieje odwzorowanie konforemne pomi

↪
edzy nimi. Zauważmy,

że każde odwzorowanie holomorficzne jednokrotne f jest odwzorowaniem konforem-
nym na obraz.

PrzykÃlad. PÃlaszczyzna zespolona C nie jest obszarem konforemnym z ∆ - jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Liouville’a.

Odwzorowanie konforemne f : D → D nazywamy automorfizmem obszaru D,
przez Aut (D) oznaczamy zbiór wszystkich automorfizmów obszaru D. Ma on
struktur

↪
e grupy (wzgl

↪
edem skÃladania odwzorowań). Zauważmy, że jeżeli obszary

D i G s
↪
a konforemne, to grupy Aut (D) i Aut (G) s

↪
a izomorficzne: jeżeli f : D → G

jest odwzorowaniem konforemnym, to odwzorowanie

Aut (D) 3 g 7−→ f ◦ g ◦ f−1 ∈ Aut (G)

jest izomorfizmem.
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Opiszemy teraz dokÃladnie automorfizmy ∆ oraz C:

Twierdzenie 15.2. Aut (∆) =
{

λ
z − a

1− az
: λ, a ∈ C, |λ| = 1, |a| < 1

}
.

Dowód. W celu wykazania ⊃ możemy zaÃlożyć, że λ = 1. Dla a ∈ ∆ oznaczmy

Ta(z) =
z − a

1− az
.

Zauważmy, że
|1− az|2 − |z − a|2 = (1− |a|2)(1− |z|2),

sk
↪
ad wynika, że Ta(∆) ⊂ ∆. ÃLatwo sprawdzić, że T−a jest odwzorowaniem odwrot-

nym do Ta, sk
↪
ad wynika, że Ta ∈ Aut (∆).

W celu wykazania ⊂ skorzystamy z lematu Schwarza (1884):

Lemat 15.3. Jeżeli f ∈ O(∆, ∆) jest takie, że f(0) = 0, to

|f(z)| ≤ |z|, z ∈ ∆, oraz |f ′(0)| ≤ 1.

Co wi
↪
ecej, jeżeli |f(z0)| = |z0| dla pewnego z0 ∈ ∆∗ lub |f ′(0)| = 1, to f jest postaci

f(z) = λz, gdzie |λ| = 1, tzn. f jest obrotem.

Dowód. Funkcja

g(z) :=
{

f(z)/z, z ∈ ∆∗,

f ′(0), z = 0,

jest holomorficzna w ∆. Dla r ∈ (0, 1) mamy |g(z)| ≤ 1/r, jeżeli |z| = r. Z zasady
maksimum wynika zatem, że |g(z)| ≤ 1/r, gdy |z| ≤ r, otrzymamy wi

↪
ec, że |g| ≤ 1

w ∆. To pokazuje pierwsz
↪
a cz

↪
eść lematu. Druga cz

↪
eść wynika z tego, że jeżeli

|g(z0)| = 1 dla pewnego z0 ∈ ∆, to funkcja g jest staÃla. ¤

Koniec dowodu Twierdzenia 15.2. Niech f ∈ Aut (∆). Odwzorowanie f̃ := f ◦Ta ∈
Aut (∆) speÃlnia f̃(0) = 0, jeżeli a = −f−1(0). Z lematu Schwarza (lub z nierówności
Cauchy’ego) wynika, że |f̃ ′(0)| ≤ 1. Z drugiej strony, 1 ≥ |(f̃−1)′(0)| = 1/|f̃ ′(0)|,
a wi

↪
ec |f̃ ′(0)| = 1. Korzystaj

↪
ac z ostatniej cz

↪
eści lematu Schwarza znajdziemy λ,

|λ| = 1, takie, że f̃(ζ) = λζ, ζ ∈ ∆. St
↪
ad f = λT−a. ¤

Propozycja 15.4. Aut (C) = {az + b : a ∈ C∗, b ∈ C}.
Dowód. ⊃ jest oczywiste. Jeżeli f ∈ Aut (C), to f ma osobliwość izolowan

↪
a w ∞,

z Twierdzenia 12.2 wynika, że nie jest to osobliwość istotna (bo f jest bijekcj
↪
a).

Funkcja f musi wi
↪
ec być wielomianem, jeżeli stopień tego wielomianu byÃlby różny

od 1, to f nie byÃloby bijekcj
↪
a. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że dla każdych par różnych punktów z1, z2 oraz w1, w2 w C
(z1 6= z2, w1 6= w2) istnieje dokÃladnie jedno f ∈ Aut (C) takie, że f(zj) = wj ,
j = 1, 2.

Podstawowym rezultatem w teorii odwzorowań konforemnych jest nast
↪
epuj

↪
ace

twierdzenie Riemanna (1851 - pierwsze precyzyjne dowody podali Koebe i Poincaré
na pocz

↪
atku XX w.). Podamy je bez dowodu:

Twierdzenie 15.5. Każdy obszar jednospójny w C, z wyj
↪
atkiem caÃlej pÃlaszczyzny,

jest konforemny z dyskiem jednostkowym ∆.
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16. Sfera Riemanna

Sfera Riemanna P := C ∪ {∞} to przestrzeń topologiczna b
↪
ed

↪
aca uzwarceniem

C. Jeżeli Ω jest obszarem w P, to możemy mówić o funkcjach holomorficznych
na Ω: funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu ∞, jeżeli funkcja ζ 7→ f(1/ζ) jest
holomorficzna w otoczeniu 0. Możemy także mówić o funkcjach holomorficznych
Ω → P: w przypadku, gdy f(z0) = ∞, to ż

↪
adamy by funkcja 1/f byÃla holomorficzna

w otoczeniu z0. Dla obszarów D,G ⊂ P odwzorowania konforemne i automorfizmy
definiujemy oczywíscie tak jak poprzednio.

Propozycja 16.1. i) O(Ω,P) = {funkcje meromorficzne na Ω};
ii) O(C) ∩ O(P,P) = {wielomiany};
iii) O(P,P) \ {∞} = {funkcje wymierne}.

Dowód. i) SpeÃlnianie przez funkcj
↪
e f jakiegokolwiek z tych dwóch warunków oz-

nacza, że w otoczeniu każdego punktu f lub 1/f jest holomorficzna.
ii) Jeśli funkcja caÃlkowita ma nie jest wielomianem, to w ∞ ma istotn

↪
a osobli-

wość.
iii) Niech f = P/Q b

↪
edzie funkcj

↪
a wymiern

↪
a, gdzie P,Q s

↪
a wielomianami bez

wspólnego dzielnika (czyli ich zbiory zer s
↪
a rozÃl

↪
aczne). Jest oczywiste, że f |C\Q−1(0)

jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a, przedÃlużaj

↪
ac

↪
a si

↪
e do odwzorowania ci

↪
agÃlego P → P. Z

twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwości wynika wi
↪
ec, że f ∈ O(P,P).

ZaÃlóżmy z kolei, że f ∈ O(P,P), f 6= const. Wtedy zbiór f−1(∞) jest skończony
(bo gdyby nie byÃl, to ze zwartości P miaÃlby punkt skupienia, wi

↪
ec z zasady iden-

tyczności wynikaÃloby, że f = const). Stosuj
↪
ac zmian

↪
e zmiennych w P postaci

z′ = 1/(z − z0), gdzie z0 /∈ f−1(∞), bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że
zbiór f−1(∞) = {z1, . . . , zn} nie zawiera ∞. Wtedy funkcja f |C\{z1,...,zn} jest
holomorficzna oraz z ci

↪
agÃlości f na P oczywíscie mamy lim

z→zj

f(z) = ∞, czyli f ma

bieguny w z1, . . . , zn. Istniej
↪
a zatem liczby naturalne m1, . . . , mn takie, że

P (z) := (z − z1)m1 . . . (z − zn)mnf(z) ∈ O(C).

Co wi
↪
ecej, lim

z→∞
P (z) = ∞ (bo f(∞) 6= ∞), czyli P jest wielomianem. ¤

Propozycja 16.2. Aut (P) =
{

az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
.

Dowód. Niech a, b, c, d ∈ C b
↪
ed

↪
a takie, że ad− bc 6= 0. Jeżeli c 6= 0, to

(16.1)
az + b

cz + d
=

a

c
− ad− bc

c(cz + d)
,

sk
↪
ad Ãlatwo wynika ⊃ (jeżeli c = 0, to mamy odwzorowanie liniowe). Dla f ∈ Aut (P)

korzystamy z Propozycji 15.4: jeżeli f(∞) = ∞, to f |C ∈ Aut (C), jeżeli zaś
f(∞) ∈ C to odwzorowanie

C 3 z 7−→ 1
f(z)− f(∞)

∈ C

jest liniowe dzi
↪
eki Propozycji 16.1.ii, sk

↪
ad otrzymujemy ⊂. ¤
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Ćwiczenie Pokazać, że dla każdej pary trójek różnych punktów z1, z2, z3 oraz
w1, w2, w3 z P istnieje dokÃladnie jedno f ∈ Aut (P) takie, że f(zj) = wj , j = 1, 2, 3.

Elementy Aut (P) nazywamy homografiami. Z (16.1) wynika, że każda homo-
grafia jest zÃlożeniem odwzorowań liniowych i odwzorowania z 7→ 1/z. Dzi

↪
eki temu

można pokazać, że ( Ćwiczenie )
i) każda homografia przeksztaÃlca okr

↪
ag w P (tj. okr

↪
ag lub prost

↪
a w C) w okr

↪
ag

w P;
ii) każda homografia zachowuje dwustosunek każdej czwórki punktów:

(z1, z2, z3, z4) :=
(z1 − z2)(z3 − z4)
(z1 − z4)(z3 − z2)

, z1, z2, z3, z4 ∈ P.

Ćwiczenie Znaleźć odwzorowanie konforemne ∆ → H, gdzie H := {Im z > 0}.
Pokazać, że Aut (H) =

{
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
. Wywnioskować, że

grupa Aut (∆) jest izomorficzna z grup
↪
a PSL(R, 2).

Ćwiczenie i) Pokazać, że wszystkie inwolucje (tj. elementy f 6= id takie, że
f2 = id) grupy Aut (∆) s

↪
a postaci a−z

1−az , a ∈ ∆.
ii) Wykazać, że inwolucje w Aut (∆) nigdy nie s

↪
a przemienne ze sob

↪
a.

iii) Pokazać, że wszystkie inwolucje grupy Aut (C) s
↪
a postaci −z + b, b ∈ C i że

nigdy nie s
↪
a one przemienne ze sob

↪
a.

iv) Udowodnić, że iloczyny dwóch inwolucji w Aut (C) s
↪
a zawsze przemienne,

natomiast w Aut (∆) zwykle nie s
↪
a.

v) W grupie Aut (P) znaleźć przemienne inwolucje. Wywnioskować, że żadna
para z grup Aut (∆), Aut (C) i Aut (P) nie jest izomorficzna (w sensie teorii grup).

17. Funkcje harmoniczne

Funkcj
↪
e h : Ω → R (Ω ⊂ C) nazywamy harmoniczn

↪
a, jeżeli h jest klasy C2 oraz

∆h :=
∂2h

∂x2
+

∂2h

∂y2
= 0.

Zbiór funkcji harmonicznych w Ω oznaczamy H(Ω). Można Ãlatwo sprawdzić, że
( Ćwiczenie )

∆ = 4
∂2

∂z∂z̄
.

Korzystaj
↪
ac z tego (i odpowiednika (2.7)) dostaniemy nast

↪
epuj

↪
ace zwi

↪
azki funkcji

harmonicznych z holomorficznymi:

Propozycja 17.1. i) f ∈ O(Ω, Ω̃), h ∈ H(Ω̃) ⇒ h ◦ f ∈ H(Ω);
ii) f ∈ O(Ω) ⇒ Re f, Im f ∈ H(Ω).
iii) f ∈ O(Ω), f 6= 0 ⇒ log |f | ∈ H(Ω). ¤
Lokalnie zachodzi również rezultat odwrotny do ii):

Twierdzenie 17.2. Jeżeli u jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w kole otwartym, to znaj-

dziemy w nim funkcj
↪
e holomorficzn

↪
a f tak

↪
a, że u = Re f . Jest ona jednoznacznie

wyznaczona z dokÃladności
↪
a do staÃlej.
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Dowód. Zauważmy, że jeżeli funkcja f = u + iv byÃlaby holomorficzna, to z równań
Cauchy’ego-Riemanna mielibyśmy f ′ = ux + ivx = ux − iuy. Jeżeli teraz u
jest harmoniczna, to funkcja g := ux − iuy jest holomorficzna (bo speÃlnione s

↪
a

równania Cauchy’ego-Riemanna), wi
↪
ec w kole (który jest obszarem gwiaździstym)

ma pierwotn
↪
a f = ũ + iv. Mamy g = f ′ = ũx + ivx = ũx − iũy, czyli ux = ũx,

uy = ũy. St
↪
ad ũ = u + const i możemy zaÃlożyć, że ũ = u. Podobne rozumowanie

pokazuje także, że f jest wyznaczona jednoznacznie z dokÃladności
↪
a do staÃlej. ¤

Z twierdzenia Riemanna wynika, że w Twierdzeniu 17.2 moglibyśmy wzi
↪
ać do-

wolny obszar jednospójny.

Wniosek 17.3. Funkcje harmoniczne s
↪
a klasy C∞. ¤

Funkcje harmoniczne u, v nazywamy sprz
↪
eżonymi, jeżeli u+ iv jest funkcj

↪
a holo-

morficzn
↪
a.

PrzykÃlad. Funkcja log |z| jest harmoniczna w C∗. W C \ (−∞, 0] funkcj
↪
a do niej

sprz
↪
eżon

↪
a jest Arg z, której jednak nie można ci

↪
agle przedÃlużyć na C∗. Pokazuje

to, że funkcja log |z| nie ma funkcji sprz
↪
eżonej w C∗.

Ćwiczenie Znaleźć funkcj
↪
e sprz

↪
eżon

↪
a do funkcji x3 − 3xy2 − x2 + y2 + x.

Jeżeli u, v s
↪
a sprz

↪
eżonymi funkcjami harmonicznymi, to z równań Cauchy’ego-

Riemanna natychmiast wynika, że uxvx + uyvy = 0. Oznacza to, że gradienty
obu funkcji w danym punkcie s

↪
a do siebie prostopadÃle, sk

↪
ad wnioskujemy, że w

przypadku generycznym (gdy te gradienty nie znikaj
↪
a) krzywe poziomicowe funkcji

sprz
↪
eżonych przecinaj

↪
a si

↪
e pod k

↪
atem prostym.

Przypuśćmy teraz, że h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu koÃla K(z0, r).

Dzi
↪
eki Twierdzeniu 17.2 znajdziemy funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a f w otoczeniu K(z0, r)

tak
↪
a, że h = Re f . Z twierdzenia o wartości średniej dla funkcji holomorficznych

mamy

f(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt.

Bior
↪
ac cz

↪
eści rzeczywiste dostaniemy twierdzenie o wartości średniej dla funkcji

harmonicznych:

Twierdzenie 17.4. Jeżeli h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu K(z0, r), to

h(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

h(z0 + reit)dt. ¤

Udowodnimy teraz zasad
↪
e maksimum dla funkcji harmonicznych:

Twierdzenie 17.5. Jeżeli h ∈ H(Ω) osi
↪
aga maksimum lokalne w obszarze Ω, to h

jest staÃla.

Dowód. ZaÃlóżmy, że h ma maksimum lokalne w z0. Podobnie jak w dowodzie
Twierdzenia 6.3, korzystaj

↪
ac z Twierdzenia 17.4, Ãlatwo pokazujemy, że funkcja h

jest staÃla na K(z0, r) dla pewnego r > 0. PoÃlóżmy Ω′ := int{h = h(z0)}. Zbiór
Ω′ jest wi

↪
ec niepusty, otwarty, trzeba jeszcze pokazać, że jest domkni

↪
ety. Jeżeli

z̃ ∈ Ω′, to w kole K(z̃, r̃) ⊂ Ω mamy h = Re f dla pewnego f ∈ O(K(z̃, r̃)).
Ponieważ Re f jest staÃla w niepustym zbiorze otwartym Ω′ ∩ K(z̃, r), to f jest
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również staÃla w pewnej (niepustej) skÃladowej tego zbioru, a z zasady identyczności
dla funkcji holomorficznych, także na caÃlym K(z̃, r̃). Wnioskujemy, że z̃ ∈ Ω′. ¤

Korzystaj
↪
ac z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych można pokazać, że

pierścienie w C s
↪
a konforemne wtedy i tylko wtedy, gdy s

↪
a liniowo izomorficzne (fakt

ten podamy bez dowodu). Pokazuje to, że odpowiednik twierdzenia Riemanna nie
zachodzi dla obszarów wielospójnych, tzn. konforemność nie jest w tym wypadku
równoważna homeomorficzności.

Twierdzenie 17.6. Niech zj ∈ C, 0 < rj < Rj < ∞, j = 1, 2. Pierścienie
P (z1, r1, R1), P (z2, r2, R2) s

↪
a konforemne wtedy i tylko, gdy R1/r1 = R2/r2.

Chcemy teraz znaleźć odpowiednik wzoru Cauchy’ego dla funkcji harmonicznych,
tj. wyrazić jej wartości wewn

↪
atrz koÃla przy pomocy wartości na brzegu. Przyjmijmy

dla uproszczenia, że K(z0, r) = ∆ i że funkcja h jest harmoniczna w otoczeniu ∆.
Dla a ∈ ∆ funkcja h ◦ T−a jest harmoniczna w otoczeniu ∆. Dzi

↪
eki Twierdzeniu

17.4 mamy wi
↪
ec

h(a) = h(T−a(0)) =
1
2π

∫ 2π

0

h(T−a(eit)) dt.

Stosuj
↪
ac podstawienie eis = T−a(eit), tzn. eit = Ta(eis), otrzymamy

h(a) =
1
2π

∫ 2π

0

T ′a(eis)
Ta(eis)

eish(eis) ds =
1
2π

∫ 2π

0

1− |a|2
|eis − a|2 h(eis) ds.

Po podstawieniu z = z0 + ra otrzymamy nast
↪
epuj

↪
acy wzór Poissona:

Twierdzenie 17.7. Jeżeli h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu K(z0, r), to

h(z) =
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 h(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r). ¤

Przy pomocy wzoru Poissona możemy teraz rozwi
↪
azać problem Dirichleta dla

koÃla:

Twierdzenie 17.8. Dla ustalonego koÃla K(z0, r) oraz ϕ ∈ C(∂K(z0, r)) poÃlóżmy

h(z) :=
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 ϕ(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r).

Wtedy h jest jedyn
↪
a funkcj

↪
a speÃlniaj

↪
ac

↪
a nast

↪
epuj

↪
ace wÃlasności:

h ∈ H(K(z0, r)) ∩ C(K(z0, r)), h = ϕ na ∂K(z0, r).

Dowód. Jednoznaczność wynika Ãlatwo z zasady maksimum zastosowanej dla różnicy
dwóch rozwi

↪
azań. Zauważmy, że

Re
ζ + z

ζ − z
=
|ζ|2 − |z|2
|ζ − z|2 , ζ, z ∈ C, ζ 6= z,
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sk
↪
ad wynika, że j

↪
adro Poissona

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a wzgl

↪
edem z. St

↪
ad Ãlatwo wnioskujemy, że h jest funkcj

↪
a

harmoniczn
↪
a w K(z0, r). Musimy jeszcze pokazać, że

(17.1) lim
z→w

z∈K(z0,r)

h(z) = ϕ(w), w ∈ ∂K(z0, r).

Dla z ∈ K(z0, r) i ustalonego w ∈ ∂K(z0, r) mamy (korzystamy z Twierdzenia
17.7 dla h ≡ 1)

h(z)− ϕ(w) =
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

(
ϕ(z0 + reit)− ϕ(w)

)
dt.

Ustalmy teraz ε > 0. Znajdziemy δ > 0 takie, że |ϕ(z0 + reit) − ϕ(w)| ≤ ε,
gdy |z0 + reit − w| ≤ δ. Możemy teraz podzielić przedziaÃl [0, 2π] na dwa rozÃl

↪
aczne

podzbiory A i B takie, że |ϕ(z0+reit)−ϕ(w)| ≤ ε, gdy t ∈ A, oraz |z0+reit−w| ≥ δ,
gdy t ∈ B. Dla z ∈ ∂K(z0, r) odp. bliskiego w mamy wtedy

|h(z)− ϕ(w)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

∣∣(ϕ(z0 + reit)− ϕ(w)
)∣∣ dt

=
1
2π

(∫

A

+
∫

B

)

≤ ε + 2M
r2 − |z − z0|2
(δ − |z − w|)2 ,

gdzie M := max∂K(z0,r) |ϕ|. St
↪
ad otrzymamy (17.1). ¤

18. Iloczyny nieskończone

Dla ci
↪
agu bn ∈ C mówimy, że iloczyn

∏∞
n=1 bn jest zbieżny, jeżeli istnieje granica

lim
N→∞

N∏
n=1

bn ∈ C.

Granic
↪
e t

↪
e oznaczamy

∏∞
n=1 bn. Zbieżność iloczynu

∏
(1 + an) ma zwi

↪
azek ze

zbieżności
↪
a szeregu

∑
an. Np. jeżeli an ≥ 0 dla wszystkich n, to

1 + a1 + · · ·+ aN ≤ (1 + a1) . . . (1 + aN ) ≤ ea1+···+aN ,

(korzystaj
↪
ac z tego, że 1 + x ≤ ex dla x ∈ R), czyli w tym przypadku zbieżności te

s
↪
a równoważne.
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W ogólnym przypadku mamy nast
↪
epuj

↪
acy rezultat dotycz

↪
acy zbieżności iloczy-

nów nieskończonych:

Twierdzenie 18.1. ZaÃlóżmy, że szereg
∑

an jest bezwzgl
↪
ednie zbieżny. Wtedy

i) iloczyn
∏

(1 + an) jest zbieżny;
ii)

∏
(1 + an) = 0 ⇔ 1 + an0 = 0 dla pewnego n0.

Dowód. i) Oznaczmy pN :=
∏N

n=1(1 + an). Zbieżność ci
↪
agu pN jest równoważna

zbieżności szeregu
∑

(pN − pN−1) (bo sumy cz
↪
eściowe tego szeregu to dokÃladnie

ci
↪
ag pN ). Mamy

(18.1)

|pN − pN−1| = |aN | |pN−1| ≤ |aN |(1 + |a1|) . . . (1 + |aN−1|)
≤ |aN |e|a1|+···+|aN−1|

≤ |aN | exp
( ∞∑
n=1

|an|
)
.

Dostaniemy bezwzgl
↪
edn

↪
a zbieżność szeregu

∑
(pN − pN−1).

ii) Implikacja ⇐ jest oczywista, natomiast w celu udowodnienia ⇒ pokażemy, że
jeżeli m jest takie, że |an| < 1 dla n > m, to

H :=
m∏

n=1

(1 + an) = 0,

sk
↪
ad wynika, że an0 + 1 = 0 dla pewnego n0 ≤ m. Takie m istnieje, gdyż w

szczególności an → 0. Mamy wtedy nawet |an| ≤ λ < 1 dla n > m. Dla N > m

|pN | = |H|
N∏

n=m+1

|1 + an|.

Z kolei dla n > m

|1 + an| ≥ 1− |an| ≥ e−b|an|,

gdzie b := −λ−1 log(1− λ) > 0 (z wypukÃlości funkcji e−bx dostajemy 1− x ≥ e−bx

dla x ∈ [0, λ]). Otrzymamy

|pN | ≥ |H| exp
(− b

∞∑
n=m+1

|an|
)
.

Z zaÃlożenia mamy pN → 0, sk
↪
ad wnioskujemy, że H = 0. ¤

Twierdzenie 18.2. Niech fn b
↪
edzie ci

↪
agiem funkcji holomorficznych w obszarze Ω

takim, że szereg
∑ |fn| jest lokalnie ograniczony w Ω (tzn. szereg

∑
fn jest lokalnie

bezwzgl
↪
ednie jednostajnie zbieżny). Wtedy

i) I :=
∏

(1 + fn) ∈ O(Ω) (zbieżność lokalnie jednostajna);
ii) I(z0) = 0 ⇔ fn0(z0) + 1 = 0 dla pewnego n0.

Dowód. i) Oznaczmy IN :=
∏N

n=1(1 + fn). Z (18.1) wynika, że szereg
∑ |IN −

IN−1| jest lokalnie jednostajnie zbieżny w Ω, a zatem ci
↪
ag IN jest zbieżny lokalnie
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jednostajnie w Ω. Z Twierdzenia 6.4 wnioskujemy, że jego granica jest funkcj
↪
a

holomorficzn
↪
a.

ii) Wynika natychmiast z Twierdzenia 18.1. ¤

Iloczyny nieskończone można wykorzystać do konstrukcji funkcji holomorficz-
nych o z góry zadanych zerach. Z zasady identyczności wynika, że zera te nie mog

↪
a

mieć punktu skupienia. Okazuje si
↪
e, że jest to jedyne ograniczenie:

Twierdzenie 18.3. (Weierstrass, 1876) Niech zn b
↪
edzie ci

↪
agiem różnych punktów

w obszarze Ω bez punktów skupienia w Ω. Niech mn b
↪
edzie dowolnym ci

↪
agiem liczb

naturalnych. Wtedy istnieje funkcja f ∈ O(Ω) taka, że z1, z2, . . . s
↪
a wszystkimi

zerami funkcji f o krotnościach, odpowiednio, m1,m2, . . .

Jeżeli np. Ω = C, zn 6= 0, zn →∞ (tzn. ci
↪
ag zn nie ma punktów skupienia), to

dzi
↪
eki Twierdzeniu 18.2 iloczyn nieskończony

∞∏
n=1

(
1− z

zn

)

definiuje funkcj
↪
e caÃlkowit

↪
a pod warunkiem, że

∞∑
n=1

1
|zn| < ∞,

czyli jeżeli ci
↪
ag zn d

↪
aży odp. szybko do ∞. W celu pozbycia si

↪
e tego dodatkowego

zaÃlożenia trzeba zamienić wyrażenie 1−z/zn na wyrażenie, które także znika dla z =
zn, ale które jest bliżej 1 dla z w pobliżu zn. PosÃluż

↪
a do tego czynniki Weierstrassa

En(z) := (1− z) exp
(

z +
z2

2
+ · · ·+ zn

n

)
.

Lemat 18.4. Jeżeli |z| ≤ 1 oraz n = 1, 2, . . . , to

|En(z)− 1| ≤ |z|n+1.

Dowód. Mamy

E′
n(z) = −zn exp

(
z +

z2

2
+ · · ·+ zn

n

)
= −zn

∞∑

j=0

cjz
j ,

gdzie cj ≥ 0. St
↪
ad wynika, że funkcja 1− En ma w 0 zero rz

↪
edu n + 1 oraz

f(z) :=
1− En(z)

zn+1
=

∞∑

j=0

ajz
j ,

gdzie aj = cj/(j +n+1) ≥ 0 dla wszystkich j. Wnioskujemy, że |f(z)| ≤ f(1) = 1,
gdy |z| ≤ 1. ¤
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Wracaj
↪
ac teraz do problemu konstrukcji funkcji caÃlkowitej o zadanych zerach

zn →∞, zn 6= 0, możemy zdefiniować

f(z) :=
∞∏

n=1

En

(
z

zn

)
.

Wtedy z Lematu 18.4 mamy |En(z/zn)−1| ≤ |z/zn|n+1, z Twierdzenia 18.2 wynika
wi

↪
ec, że powyższy iloczyn nieskończony jest lokalnie jednostajnie zbieżny na C oraz,

że zeruje si
↪
e dokÃladnie w punktach zn, przy czym krotność zera jest taka ile razy

dany punkt pojawia si
↪
e w ci

↪
agu zn.

Podobne rozumowanie możemy przeprowadzić także w ogólnym przypadku:

Dowód Twierdzenia 18.3. Stosuj
↪
ac zmian

↪
e zmiennych w P postaci z′ = 1/(z − z0),

gdzie z0 ∈ Ω \ {z1, z2, . . . } jest ustalone, bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że Ω
jest obszarem w P zawieraj

↪
acym∞, przy czym zn 6= ∞, n = 1, 2, . . . Niech z̃n b

↪
edzie

ci
↪
agiem postaci z1, . . . , z1, z2, . . . , z2, . . . , gdzie każdy z punktów zn powtarza si

↪
e mn

razy. Niech an ∈ ∂Ω b
↪
ed

↪
a takie, że dist (z̃n, ∂Ω) = |z̃n − an|. Ci

↪
ag z̃n ma punkty

skupienia tylko na ∂Ω, który jest zbiorem zwartym w C, a zatem |z̃n − an| → 0.
KÃladziemy

f(z) :=
∞∏

n=1

En

(
z̃n − an

z − an

)
.

Z Lematu 18.4 mamy
∣∣∣∣En

(
z̃n − an

z − an

)
− 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
z̃n − an

z − an

∣∣∣∣
n+1

.

Z Twierdzenia 18.2 otrzymamy wi
↪
ec lokalnie jednostajn

↪
a zbieżność powyższego

iloczynu nieskończonego w Ω \ {∞}. Co wi
↪
ecej, f jest ograniczone w pobliżu ∞,

a wi
↪
ec przedÃluża si

↪
e do funkcji holomorficznej w Ω. Z Twierdzenia 18.2 wynika

ponadto, że f nie ma zer poza ci
↪
agiem zn, jest także jasne, że ich krotność jest

równa mn. ¤
Definiuj

↪
ac zbiór funkcji meromorficznych na danym obszarze pokazalísmy, że

jest on lokalnie ciaÃlem uÃlamków pierścienia funkcji holomorficznych. Korzystaj
↪
ac z

twierdzenia Weierstrassa można Ãlatwo pokazać, że jest on w istocie ciaÃlem uÃlamków:

Twierdzenie 18.5. Każd
↪
a funkcj

↪
e meromorficzn

↪
a w obszarze Ω można zapisać w

postaci f/g, gdzie f, g ∈ O(Ω).

Dowód. Niech h b
↪
edzie funkcj

↪
a meromorficzn

↪
a w Ω. Z Twierdzenia 18.3 wynika,

że istnieje funkcja g ∈ O(Ω) taka, że zbiór zer funkcji g jest taki sam jak zbiór
biegunów funkcji h, przy czym krotności zer s

↪
a takie same jak rz

↪
edy biegunów.

Jest jasne, że wtedy funkcja f := gh ma tylko pozorne osobliwości. ¤

19. Funkcja ζ Riemanna

KÃladziemy

(19.1) ζ(s) :=
∞∑

n=1

1
ns

, s > 1.
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Zauważmy, że

ζ(s) =
∑

n 6=2k

1
ns

+
1
2s

ζ(s),

czyli (
1− 1

2s

)
ζ(s) =

∑

n6=2k

1
ns

.

Post
↪
epuj

↪
ac podobnie z lew

↪
a stron

↪
a zamiast ζ(s) otrzymamy

(
1− 1

2s

)(
1− 1

3s

)
ζ(s) =

∑

n 6=2k
n 6=3k

1
ns

.

Kontynuuj
↪
ac ten proces dla wszystkich liczb pierwszych widzimy, że prawa strona

d
↪
aży do 1, ze zbieżności szeregu

∑
p p−s (p b

↪
edzie zawsze oznaczaÃlo liczby pierwsze)

dla s > 1 otrzymamy wi
↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy rezultat, mi

↪
edzy innymi dzi

↪
eki któremu

funkcja ζ jest jednym z gÃlównych obiektów badanych w teorii liczb.

Propozycja 19.1. (Euler, 1748) Dla s > 1 mamy

(19.2)
1

ζ(s)
=

∏
p

(
1− 1

ps

)
. ¤

Wnioskujemy st
↪
ad w szczególności, że szereg

∑
p 1/p jest rozbieżny.

Chcemy przedÃlużyć funkcj
↪
e ζ dla zespolonych s. Dla s = σ + it mamy |n−s| =

n−σ, sk
↪
ad wynika, że szereg

∑
n−s jest bezwzgl

↪
ednie i lokalnie jednostajnie zbieżny

w póÃlpÃlaszczyźnie {Re s > 1}. FormuÃla (19.1) dobrze zatem definiuje funkcj
↪
e ζ dla

takich s. Mamy także

ζ(s)− 1
s− 1

=
∞∑

n=1

∫ n+1

n

(n−s − x−s)dx, Re s > 1,

oraz ∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n−s − x−s)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣s

∫ n+1

n

∫ x

n

y−1−sdy dx

∣∣∣∣ ≤ |s|n−1−σ,

a wi
↪
ec funkcja ζ(s)− 1/(s− 1) przedÃluża si

↪
e do funkcji holomorficznej w póÃlpÃlasz-

czyźnie {Re s > 0} (dzi
↪
eki zasadzie identyczności takie przedÃlużenie jest oczywíscie

jednoznaczne). Udowodnilísmy wi
↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy fakt:

Propozycja 19.2. Funkcj
↪
e ζ można jednoznacznie przedÃlużyć do funkcji holomor-

ficznej w obszarze {Re s > 0} \ {1}. W 1 ma ona biegun prosty z residuum równym
1. ¤

W rzeczywistości można pokazać, że ζ przedÃluża si
↪
e do funkcji holomorficznej w

C \ {1} z zerami w −2,−4, . . . (s
↪
a to tzw. trywialne zera funkcji ζ). Okazuje si

↪
e

wtedy np., że ζ(−1) = −1/12, co możemy zapisać

1 + 2 + 3 + · · · = − 1
12

.
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Z (19.2) wynika, że ζ nie ma zer w zbiorze {Re ζ > 1}. Hipoteza Riemanna
mówi, że wszystkie nietrywialne zera funkcji ζ leż

↪
a na prostej {Re s = 1/2} (można

pokazać, że s
↪
a one symetryczne wzgl

↪
edem punktu 1/2). Okazuje si

↪
e, że nietrywialne

zera funkcji ζ maj
↪
a bardzo bliski zwi

↪
azek z rozkÃladem liczb pierwszych. Niech π(x)

oznacza liczb
↪
e liczb pierwszych ≤ x. Twierdzenie o liczbach pierwszych mówi, że

lim
x→∞

π(x)
x/ log x

= 1.

Jego dowód zostaÃl naszkicowany przez Riemanna w 1859 r. i precyzyjnie udowod-
niony niezależnie przez Hadamarda i de la Vallée-Poussina w 1896 r. Jednym z
gÃlównych kroków w jego dowodzie jest wykazanie, że funkcja ζ nie ma zer na prostej
Re ζ = 1.

PoÃlóżmy

li(x) :=
∫ x

2

dy

log y
=

x

log x
+ O

(
x

log2 x

)
( Ćwiczenie ).

Można pokazać, że jeżeli ζ nie miaÃloby zer w {Re s ≥ θ}, gdzie 1/2 < θ < 1, to

π(x) = li(x) + O(xθ log x).

Sama zaś hipoteza Riemanna okazuje si
↪
e być równoważna tożsamości

π(x) = li(x) + O(
√

x log x).

OpisywaÃloby to wi
↪
ec rozkÃlad liczb pierwszych w znacznie dokÃladniejszy sposób niż

twierdzenie o liczbach pierwszych.

20.Rodziny normalne, iteracja funkcji wymiernych

Dla ustalonego obszaru Ω ⊂ P rodzin
↪
e G ⊂ O(Ω,P) nazywamy normaln

↪
a, jeżeli z

każdego ci
↪
agu w G można wybrać podci

↪
ag zbieżny lokalnie jednostajnie (w metryce

sferycznej na P) w Ω. Można pokazać, że wÃlasność normalności ma charakter czysto
lokalny wzgl

↪
edem Ω (jeżeli rodzina G ⊂ O(Ω,P) jest lokalnie normalna w Ω, to dla

ci
↪
agu fn ∈ G i ci

↪
agu zbiorów zwartych Kj ⊂ Ω rosn

↪
acego do Ω znajdziemy podci

↪
agi

f j
nk

zbieżne jednostajnie w Kj ; stosuj
↪
ac rozumowanie przek

↪
atniowe znajdziemy odp.

podci
↪
ag zbieżny jednostajnie na dowolnym Kj).

PrzykÃlad. Rodzina {zn}n≥1 ⊂ O(C) jest normalna w ∆ oraz w C \∆, ale nie jest
normalna w żadnym obszarze maj

↪
acym niepuste przeci

↪
ecie z ∂∆.

Podstawowym rezulatem dotycz
↪
acym rodzin normalnych jest nast

↪
epuj

↪
acy fakt

(podamy go bez dowodu):

Twierdzenie 20.1. (Montel, 1912) Rodzina O(Ω,C \ {0, 1}) jest normalna.

Twierdzenie Montela jest gÃl
↪
ebokim rezultatem, wynika z niego Ãlatwo np. wielkie

twierdzenie Picarda:

Twierdzenie 20.2. (Picard, 1879) Funkcja holomorficzna posiadaj
↪
aca istotn

↪
a oso-

bliwość omija co najwyżej jedn
↪
a wartość.
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Dowód. Przypuśćmy, że funkcja holomorficzna f w {0 < |z− z0| < ε}, posiadaj
↪
aca

istotn
↪
a osobliwosść w z0, omija dwie wartości w0 6= w1. SkÃladaj

↪
ac f z odp. funkcj

↪
a

liniow
↪
a możemy zaÃlożyć, że w0 = 0, w1 = 1. Z twierdzenia Montela wynika,

że ci
↪
ag fn(z) := f(z/n) jest rodzin

↪
a normaln

↪
a. Znajdziemy zatem podci

↪
ag fnk

albo jednostajnie zbieżny na okr
↪
egu ∂K(z0, ε/2) albo jednostajnie rozbieżny do

∞ na tym okr
↪
egu. W pierwszym przypadku f byÃloby jednostajnie ograniczone

na okr
↪
egach ∂K(z0, ε/(2nk)), sk

↪
ad (i z zasady maksimum) wynikaÃloby, że funkcja

f jest ograniczona w pobliżu z0. W drugim przypadku podobnie dostalibyśmy
limz→z0 f(z) = ∞. Otrzymalibyśmy wi

↪
ec, że z0 jest albo osobliwości

↪
a usuwaln

↪
a

albo biegunem - sprzeczność. ¤
Twierdzenie Montela okazuje si

↪
e być szczególnie przydatne do badania iteracji

funkcji wymiernych. B
↪
edziemy teraz stale zakÃladać, że R = P/Q jest funkcj

↪
a

wymiern
↪
a (któr

↪
a traktujemy jako odwzorowanie holomorficzne P→ P), gdzie P,Q

s
↪
a wielomianami zespolonymi bez wspólnych zer. ZakÃladamy także, że d = deg R :=

max{degP, deg Q} ≥ 2. Oznacza to, że dla w spoza skończonego podzbioru P zbiór
R−1(w) jest dokÃladnie d-elementowy. Przez Rn = R◦· · ·◦R oznaczamy n-t

↪
a iteracj

↪
e

odwzorowania R.
Zbiór Fatou F funkcji R definiujemy jako zbiór wszystkich z ∈ P takich, że

ci
↪
ag Rn jest rodzin

↪
a normaln

↪
a w pewnym otoczeniu z. DopeÃlnienie zbioru Fatou

J := P \ F to zbiór Julii funkcji R. Oczywście F jest otwarty, zaś J jest zwarty.
Zbiory te zostaÃly zdefiniowane niezależnie przez tych dwóch matematyków w 1918
r.

Przedstawimy teraz bez dowodów podstawowe wÃlasności zbioru Julii (udowod-
nione niezależnie przez Fatou i Julia w 1918 r. w ramach konkursu ogÃloszonego
przez francusk

↪
a Akademi

↪
e Nauk).

Twierdzenie 20.3. i) J 6= ∅;
ii) R−1(J ) = J ;
iii) Zbiór Julii odwzorowania RN , N ≥ 1, jest taki sam jak zbiór Julii R;
iv) Jeżeli J ma niepuste wn

↪
etrze, to J = P;

v) Dla każdego z0 ∈ J zbiór
⋃

n≥1 R−n(z0) jest g
↪
esty w J ;

vi) J jest zbiorem doskonaÃlym, tzn. nie zawiera punktów izolowanych.

Przyjrzymy si
↪
e teraz dokÃladniej przypadkowi, gdy R = P jest wielomianem

(stopnia d ≥ 2):

Twierdzenie 20.4. Dla wielomianu P poÃlóżmy

K := {z ∈ C : ci
↪
ag Pn(z) jest ograniczony}.

Wtedy K jest zbiorem zwartym w C, ∂K = J oraz K jest wypeÃlnionym zbiorem
Julii, tzn. K = J ∪ U , gdzie U jest sum

↪
a skÃladowych ograniczonych C \ J .

Dowód. Znajdziemy r > 0 i λ > 1 takie, że |P (z)| ≥ λ|z|, gdy |z| ≥ r, a zatem
|Pn(z)| ≥ λn|z|, gdy |z| ≥ r i n ≥ 1. Wynika st

↪
ad, że K ⊂ K(0, r) oraz

(20.1) C \ K =
⋃

n≥1

P−n({|z| > r}).

W szczególności, K jest zwarty. Zauważmy, że z ∈ P (K) ⇔ z ∈ K, tzn. P−1(K) =
K. Z kolei P (z) ∈ ∂K oznacza, że P (z) ∈ K oraz istnieje ci

↪
ag wk ∈ C\K zbieżny do
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z. Np. dzi
↪
eki otwartości P jest to równoważne istnieniu ci

↪
agu zkl

∈ C\K zbieżnego
do z i takiego, że P (zkl

) = wkl
. Mamy wi

↪
ec P−1(∂K) = ∂K.

Jeżeli z ∈ ∂K, to ci
↪
ag Pn(z) jest ograniczony, ale z (20.1) mamy Pn → ∞

lokalnie jednostajnie na C \ K, a wi
↪
ec na żadnym otoczeniu punktu z ci

↪
ag Pn nie

jest rodzin
↪
a normaln

↪
a, czyli ∂K ⊂ J . Ponieważ C \ K ⊂ F , to J ⊂ K i, dzi

↪
eki i),

K 6= ∅. Niech z0 ∈ ∂K. Z v) wynika, że zbiór
⋃

n≥1 P−n(z0) jest g
↪
esty w J . Zbiór

ten jest jednak zawarty w ∂K (bo P−1(∂K) = ∂K), a wi
↪
ec ∂K jest g

↪
esty w J . St

↪
ad

∂K = J .
Mamy ∂U ⊂ K, wi

↪
ec z zasady maksimum i dzi

↪
eki temu, że P (K) ⊂ K dostaniemy

U ⊂ K. Pokazalísmy, że ∂K ∪ U ⊂ K i że U jest sum
↪
a skÃladowych ograniczonych

C \∂K. Ponieważ skÃladowa nieograniczona C \∂K nie ma punktów wspólnych z K,
mamy ∂K ∪ U = K. ¤
PrzykÃlady. i) Dla P (z) = z2 mamy J = ∂∆.

ii) Niech P (z) = z2 − 2. Można pokazać Ćwiczenie , że funkcja f(ζ) = ζ + 1/ζ

odwzorowuje konforemnie obszar {|ζ| > 1} na C \ [−2, 2]. Mamy także (f−1 ◦ P ◦
f)(ζ) = ζ2. Wynika st

↪
ad, że Pn →∞ na C \ [−2, 2]. Z drugiej strony P ([−2, 2]) ⊂

[−2, 2], a wi
↪
ec z Twierdzenia 20.4 J = K = [−2, 2].

W ogólnym przypadku jednak dynamika wielomianu kwadratowego Pc(z) :=
z2 + c, c ∈ C, jest bardzo skomplikowana i zbiory Julii Jc wielomianu Pc maj

↪
a

zwykle struktur
↪
e fraktali. Zbiór Mandelbrota (Brook, Matelski, 1978, Mandelbrot,

1980) M to zbiór tych c ∈ C, dla których ci
↪
ag Pn

c (0) jest ograniczony.
Można udowodnić (zob. np. [2]), że M jest spójny i jednospójny, ale otwartym

problemem pozostaje lokalna spójność M. Można także pokazać, że jeżeli c ∈ M,
to Jc jest spójny, natomiast dla c /∈ M zbiór Jc jest caÃlkowicie niespójny (tzn.
wszystkie skÃladowe spójne Jc s

↪
a jednopunktowe).
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Zagadnienia na egzamin ustny

Uwaga. Powyższy tekst oraz poniższe zagadnienia maj
↪
a charakter pomocniczy (nie-

wykluczone s
↪
a pytania dodatkowe wykraczaj

↪
ace poza poniższe zagadnienia). Na

egzaminie ustnym obowi
↪
azuje caÃly materiaÃl przedstawiony na wykÃladzie poza na-

st
↪
epuj

↪
acymi cz

↪
eściami: dowodami Twierdzeń 8.4 (twierdzenie o odwzorowaniu ot-

wartym), 10.2 (twierdzenie Cauchy’ego-Dixona) i 17.8 (problem Dirichleta w kole)
oraz sekcjami 13a (Obliczanie pewnych caÃlek rzeczywistych) i wi

↪
ekszości

↪
a 20 (Ro-

dziny normalne, iteracja funkcji wymiernych) - z wyj
↪
atkiem dowodu wielkiego

twierdzenia Picarda.

- SformuÃlować i udowodnić lemat d’Alemberta.
- SformuÃlować zasadnicze twierdzenie algebry i udowodnić je trzema różnymi spo-

sobami (korzystaj
↪
ac odp. z lematu d’Alemberta, twierdzenia Liouville’a i twier-

dzenia Rouché).
- SformuÃlować i udowodnić wzór na pochodn

↪
a zÃlożenia funkcji.

- Wyprowadzić wzór na pochodne formalne ∂f/∂z, ∂f/∂z przy pomocy ∂f/∂x,
∂f/∂y. Pokazać, że funkcja zespolona jest C-różniczkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy speÃlnia równania Cauchy’ego-Riemanna.

- SformuÃlować i udowodnić wzór na pochodn
↪
a funkcji odwrotnej.

- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego dla trójk
↪
ata.

- Pokazać, że istnienie funkcji pierwotnej jest równoważne znikaniu caÃlek po dro-
gach zamkni

↪
etych.

- SformuÃlować i udowodnić wzór caÃlkowy Cauchy’ego dla koÃla.
- SformuÃlować i udowodnić lemat o produkcji funkcji holomorficznych.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie o wartości średniej dla funkcji holomor-

ficznych.
- SformuÃlować i udowodnić nierówność Cauchy’ego.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Morery.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Liouville’a.
- SformuÃlować i udowodnić sÃlab

↪
a i mocn

↪
a zasad

↪
e maksimum dla funkcji holomor-

ficznych.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Weierstrassa o ci

↪
agach funkcji holomor-

ficznych.
- SformuÃlować i udowodnić wzór Cauchy’ego-Hadamarda na promień zbieżności

szeregu pot
↪
egowego.

- SformuÃlować i udowodnić zasad
↪
e identyczności dla szeregów pot

↪
egowych i funkcji

holomorficznych.
- Pokazać, że każda funkcja holomorficzna w kole rozwija si

↪
e w nim w szereg

pot
↪
egowy.

- Podać definicj
↪
e funkcji analitycznej. Podać przykÃlad funkcji klasy C∞, która

nie jest analityczna. Podać zwi
↪
azek funkcji analitycznych z funkcjami holomor-

ficznymi. W jaki sposób znaleźć promień zbieżności szeregu Taylora funkcji
analitycznej w danym punkcie?

- Podać definicj
↪
e indeksu drogi zamkni

↪
etej wzgl

↪
edem punktu. Podać i udowodnić

podstawowe wÃlasności oraz interpretacj
↪
e geometryczn

↪
a.

- Pokazać, że funkcje holomorficzne w pierścieniu można rozwin
↪
ać w szereg Lau-

renta.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie o obszarze zbieżności szeregu Laurenta.
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- SformuÃlować i udowodnić zasad
↪
e identyczności dla szeregów Laurenta.

- Podać definicj
↪
e osobliwości pozornej, bieguna i osobliwości istotnej (każdy przy-

padek zilustrować przykÃladem). Omówić rodzaj zera lub osobliwości w punkcie
z0 funkcji postaci f/g, gdzie f, g s

↪
a funkcjami holomorficznymi w otoczeniu z0.

- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Riemanna o usuwaniu osobliwości.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Casoratiego-Weierstrassa-Sochockiego.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie charakteryzuj

↪
ace rodzaj osobliwości izolo-

wanej funkcji holomorficznej przy pomocy granic.
- Wyprowadzić formuÃl

↪
e na residuum w punkcie, w którym funkcja holomorficzna

ma biegun rz
↪
edu m.

- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie o residuach.
- SformuÃlować i udowodnić zasad

↪
e argumentu.

- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Rouchégo.
- Udowodnić, że funkcja holomorficzna w pobliżu zera krotności m jest odwzoro-

waniem m-krotnym.
- Podać definicj

↪
e odwzorowania lokalnie konforemnego. Pokazać, że poj

↪
ecie to

jest równoważne funkcji holomorficznej o nieznikaj
↪
acej pochodnej (lub lokalnie

iniektywnej).
- Podać i udowodnić charakteryzacj

↪
e automorfizmów holomorficznych koÃla oraz

pÃlaszczyzny.
- SformuÃlować i udowodnić lemat Schwarza.
- Pokazać, że odwzorowania holomorficzne P→ P to dokÃladnie funkcje wymierne.
- Podać i udowodnić charakteryzacj

↪
e automorfizmów sfery Riemanna.

- Pokazać, że każda funkcja harmoniczna jest lokalnie cz
↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a funkcji

holomorficznej.
- Udowodnić zasad

↪
e maksimum dla funkcji harmonicznych.

- Udowodnić wzór Poissona.
- Pokazać, że iloczyn nieskończony

∏
(1 + fn), gdzie fn s

↪
a funkcjami holomor-

ficznymi, jest zbieżny lokalnie jednostajnie, jeżeli szereg
∑ |fn| jest lokalnie

ograniczony.
- Pokazać, że jeżeli szereg

∑
an jest bezwzgl

↪
ednie zbieżny, to iloczyn nieskończony∏

(1 + an) znika wtedy i tylko wtedy, gdy znika jeden ze skÃladników.
- Podać definicj

↪
e czynników Weierstrassa En. Pokazać, że |En(z) − 1| ≤ |z|n+1,

gdy |z| ≤ 1.
- SformuÃlować i udowodnić twierdzenie Weierstrassa o istnieniu funkcji holomor-

ficznej o zadanych zerach. Pokazać, że funkcje meromorficzne tworz
↪
a (globalnie)

ciaÃlo uÃlamków pierścienia funkcji holomorficznych.
- Podać definicj

↪
e funkcji ζ Riemanna w póÃlpÃlaszczyźnie Re s > 1. Wyprowadzić

przedstawienie funkcji ζ przy pomocy liczb pierwszych (iloczyn Eulera).
- Pokazać, że funkcja ζ Riemanna przedÃluża si

↪
e do funkcji holomorficznej w ob-

szarze {Re s > 0} \ {1}. Jaka jest jej osobliwość w 1? SformuÃlować hipotez
↪
e

Riemanna.
- SformuÃlować i udowodnić wielkie twierdzenie Picarda.


