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2 ZBIGNIEW BLOCKI
1. Podstawowe wlasnosci liczb zespolonych

Liczba zespolona nazywamy pare liczb rzeczywistych, zbior liczb zespolonych C

to zatem doktadnie zbiér R?. Element z = (x,y) € C zapisujemy w postaci = + iy.
Na zbiorze C wprowadzamy mnozenie (zgodnie z reguta i2 = —1):

(w1 + iyl)(l’z +iy2) = 2122 — Y1y2 + (X291 + T1Y2).

Mozna tatwo pokazaé , ze C z dodawaniem wektorowym w R? oraz

tak wprowadzonym mnozeniem jest cialem. Jezeli z = x + iy, to x nazywamy
czescia rzeczywista, natomiast y czedcia urojona liczby z; ozn. x = Rez, y = Im 2.
Kazda liczbe zespolona z mozemy réwiez zapisaé przy pomocy wspéirzednych bie-
gunowych:

z =r(cosp +isiny),

gdzie r = |z| = /2% +y?, za$ @ jest katem pomiedzy odcinkami [0,1] i [0, z]
(gdy z # 0) - nazywamy go argumentem liczby z. Zachodzi oczywiscie nieréwnosé
trojkata

|z +w| < |z]| + |w|, zweC,

mozna réwniez latwo pokazaé , ze
lzw| = |z||w|, =z,we C.

Chcemy teraz zdefiniowaé zespolona funkcje wykladnicza exp : C — C. Dla

2z = x + iy € C oczekujemy, ze e* = ee’, czyli wystarczy okredli¢ e** dla t € R.
Chcemy by funkcja ta spelniata

d g _ . it 0

—e'" =1e", e =1,

dt
a wiec (oznaczajac e = A+iB) A’ = —B, B' = A, A(0) =1, B(0) = 0. Jedynym
rozwiazaniem tego ukladu sa funkcje A = cost, B = sint. Funkcje wykladnicza
definiujemy zatem nastepujaco:

e :=e"(cosy +isiny), z=x+iyeC.

Mozna tatwo pokazaé jej nastepujace wlasnosci

et =e*e", z,weC,

d
—e* =ze*, teR, zeC.
dt

Z faktu, ze |e*| = e® oraz dzieki temu, ze y jest argumentem liczby e* wynika, ze
funkcja wyktadnicza proste pionowe x = xy odwzorowuje na okregi o promieniu e*°,
natomiast proste poziome y = yy na pdéiproste otwarte o poczatku w 0 o argumencie
Yo-

Wracajac do wspélrzednych biegunowych, mozemy je teraz zapisa¢ w postaci
z = re'?. Dla z # 0 przez arg z oznaczamy zbiér argumentéw liczby z, tzn.

argz := {p € R: 2z = |z[e"*}.
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Poniewaz e(¥127) = ¢i¢_ dla dowolnego ¢y € arg z mamy
argz = {@o + 2km : k € Z}.

Dla kazdego z € C,(:= C\ {0}) znajdziemy dokladnie jeden element arg z nalezacy
do przedziatu [—m, 7). Nazywamy go argumentem gléwnym liczby z i oznaczamy
Arg z. Funkcja Arg, okreslona na C,, jest nieciagta na pélprostej (—oo,0).

Mozemy teraz podaé geometryczna interpretacje mnozenia w C: jezeli z = re'?,
w = pe'¥, to zw = rpePt¥); czyli mnozymy dlugosci, a dodajemy argumenty.
Mozemy stad réwniez wywnioskowaé wzér de Moivre’a: z tego, ze (e'?)" = ¥
otrzymamy

(cosp +ising)™ = cos(ny) +isin(ny), ¢ € R, neN.
Dla danego z € C oraz n € N przez pierwiastek z stopnia n rozumiemy zbiér
Vzi={weC:uw" =z}
Zapisujac z i w we wspolrzednych biegunowych:
z=re", w=pe?,
otrzymamy warunki

2k
p:rl/", ¢:u, keZ.
n
Poniewaz ¥ = ¢!¥+27) dla k =0,1,...,n — 1 otrzymamy wszystkie rozwiazania.
Zatem '
Yz ={|z|/retlet2m/n = 0,1, ,n— 1},

W szczegoélnosei, pierwiastek stopnia n z liczby niezerowej jest zawsze zbiorem n
elementowym.

Udowodnié, ze rozwiazaniem réwnania kwadratowego w C:

az’ +bz+c=0,

gdzie a € C,, b,c € C, jest
—b+ VA
z = —_—

2a

gdzie A = b? — 4ac, przy czym VA jest zbiorem dwuelementowym jezeli A # 0 - w
tym przypadku zawsze otrzymamy dwa rozwiazania (jedno jezeli A = 0).

W przypadku wielomianéw dowolnego stopnia mamy rezultat niekonstruktywny,
tzw. zasadnicze twierdzenie algebry.

Twierdzenie 1.1. KaZdy niestaty wielomian zespolony ma pierwiastek.

Powyzszy rezultat mozna udowodni¢ w sposéb elementarny przy pomocy lematu
d’Alemberta (oryginalny dowdd z 1746 r. zawieral luke):

Lemat 1.2. Zalozmy, ze P jest niestatym wielomianem zespolonym oraz, Ze dla
pewnego zg € C mamy P(zg) # 0. Wtedy dla kazdego otoczenia U punktu zg
znajdziemy z € U takie, Ze |P(2)| < |P(20)].
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Dowdd. (Argand, 1806) Niech
Piz)=ay+a1z+ -+ a,z".
Wtedy
P(zo+h)=ap+ai1(zo+h)+ -+ an(z0+h)" = P(z0) + Ath+---+ A,h",
gdzie wspotczynniki A; zaleza tylko od P i zp. Ktéry$ z nich na pewno nie znika,

gdyz w przeciwnym wypadku wielomian P bylby staty. Niech j bedzie najmniej-
szym indeksem, dla ktérego A; # 0. Mamy zatem

P(z0 +h) = P(z0) + A;h7 + R(h),
gdzie ‘
[R(h)| < [A;],
gdy |h| jest odp. male, h # 0. Mozemy znalezé h o dowolnie matym |h|, dla ktérego

Ajh7 ma argument przeciwny do argumentu P(zg). Wtedy

|P(20 + h)| < |P(20) + 41|+ [R(R)| = |P(20)| = |4;07| + |R(h)| < [P(z0)|. O

Dowdd Twierdzenia 1.1. Oznaczajac P jak w dowodzie Lematu 1.2 i zakladajac,
ze a, # 0, mamy

|P(2)] = lan| [2]" = |ag + arz + -+ + ap_12" 7|

> Jan] 21" = lao] = lax| 2] = -+ = Jan—1| ]2|" 7.

Mozemy w szczegdlnosci znalezé R > 0 takie, ze |P(z)| > |P(0)|, gdy |z| = R.
Funkcja |P| jest ciaglta na C (bo oczywiste jest, ze mnozenie jest odwzorowaniem
ciaglym), znajdziemy zatem zo € K (0, R) takie, ze

|P(z0)] = min |P]|.
K(0,R)

Jezeli P(zy) # 0, to dzieki Lematowi 1.2 znajdziemy z € K (0, R) takie, ze |P(2)| <
|P(z0)| - sprzecznosé. O

Dla z € C, definiujemy
logz:={weC:e” =2z}
(dla z = 0 ten zbidr jest oczywiscie pusty). Jezeli zapiszemy w = n + if, z = re'?,

to otrzymamy réwnanie e’e’ = re¥. Zatem n = logr = log|z|, natomiast & =
@+ 2km, k € Z. Ostatecznie

log z = log |z| + iarg z.

Liczbe
Log z :=log |z| + tArg z
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nazywamy logarytmem gléwnym z.
Przy pomocy logarytmu mozemy zdefiniowaé potegi zespolone: dla z € C,,
w € C kladziemy

LW — ewlogz'

Zauwazmy, ze
- arg z

1 )
zl/n _ en(log|z|+zargz) _ ‘Z‘l/nez 2

czyli otrzymamy to samo, co przy definicji pierwiastka.
Obliczy¢ i,
Przypomnijmy, ze
e =cosp+ising, ¢eEeR.

Zespolone funkcje trygonometryczne mozna tatwo wyprowadzi¢ ze wzoréw FEulera:

e'” = cosz +isin z,

1z

e " =cosz —1isinz.
Stad
eiz _i_efiz
COS z := —
eiz —e 1z
sin z : = -
21

Mamy réwniez

cosh z := cos(iz) =

sinh z := —isin(iz) =

Pokazaé, ze arccos z = —ilog(z + V22 — 1).

Dla liczby zespolonej z = x + iy definiujemy jej sprzezenie: z := x — ty. Natych-
miast otrzymujemy, ze

Pokazaé, ze (zw) = ZW oraz €% = €.

2. Ré6zniczkowanie funkcji zespolonych

Oczywiscie kazde odwzorowanie liniowe C — C jest postaci
(2.1) Coz+—azeC

dla pewnego a € C. Poniewaz C = R?, mozemy réwniez rozpatrywaé réwnania
liniowe w sensie rzeczywistym - beda one postaci

C=R?32z+— A2z35R?*=C,
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gdzie

(2.2) Az(i 3), D, q,s,t € R.

Takie odwzorowania C — C bedziemy nazywaé¢ R-liniowymi, natomiast odwzorowa-
nia postaci (2.1) C-liniowymi. Mozna tatwo sprawdzié, ze kazde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe, przy czym A jest postaci

_ (o =6
(5 )
gdzie a = o + 1. Z drugiej strony, dane odwzorowanie R-liniowe jest C-liniowe

wtedy i tylko wtedy, gdy p=1tiqg=—s w (2.2) ()

Niech f bedzie funkcja o wartosciach zespolonych okreslona w pewnym otoczeniu
punktu zy € C. Analogicznie jak w przypadku rzeczywistym powiemy, ze f jest
C-rézniczkowalna w punkcie zg, jezeli istnieje granica

L 1) = £0)

Z—20 Z— 20

e C.

Granice te nazywamy pochodna zespolona funkcji f w zg i oznaczamy przez f'(zo).
Jest oczywiste, ze kazda funkcja C-rézniczkowalna w zg jest w ciagta w z9. W
podobny sposéb jak w przypadku rzeczywistym dowodzimy podstawowych wias-
noéci funkeji C-rézniczkowalnych.

Propozycja 2.1. Jezeli funkcje f,g sa C-rozniczkowalne w zgy, to funkcje f + g,
fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, ze g(zo) # 0) sa C-rdiniczkowalne w zg
oraz w zy mamy

I'g — fg’.

(]
g2

(fxg9)=f %4, (f9)=f9g+/[d, <£> =

Propozycja 2.2. Jezeli f jest C-rdzniczkowalna w zg, zas g jest C-rozniczkowalna
w f(20), to go f jest C-rdzniczkowalna w zy oraz

(90 /) (20) = g'(f(20)) f'(20). O

Przypomnijmy, ze funkcja zespolona f jest rézniczkowalna w zy w klasycznym
sensie (bedziemy wtedy méwié, ze jest ona R-rézniczkowalna), jezeli istnieje odwzo-
rowanie R-liniowe A takie, ze

L L) = S(z0) = Az = 20)

z— 20 |z — 2o

=0.

Jezeli f = u + iv, gdzie u, v sa funkcjami rzeczywistymi, to

A (wAZM 1@(%))

vz(20)  vy(20)
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(ozn. u, = Ou/0x, u, = Ou/dy). Zauwazmy, ze kazda funkcja C-rézniczkowalna
jest R-rézniczkowalna, przy czym

_ (Ref'(20) —Im f'(z0)
A_<Imf’(zo) Re f/(z0) )

Przyktad. Funkcja f(z) =z, z € C, jest R-rézniczkowalna w kazdym punkcie (jest
nawet R-liniowa), ale nigdzie nie jest C-rézniczkowalna: zauwazmy, ze dla ¢t € R
mamy

Z—Zp 1, jezeli z = zg + t,
-z { —1, jezeli z = zo +it,
czyli odpowiednia granica nie istnieje.
Zatézmy, ze f = u + iv jest R-rézniczkowalna w zg. Oznaczajac f, = uy + v,
fy = uy + ivy, mamy

f(2) = F(z0) + fa(20)(z — x0) + fy(20)(y — yo) + o(|z = 20])-

Poniewaz
z+z z2—Z
(2.3) T=o, Y=o
otrzymamy
£2) = o) + L0 oy BC) IG5 o1 ),

Dla funkcji R-rézniczkowalnej definiujemy pochodne formalne

of _py._1(of _.of
(24) of .. 1 (of Of

Pochodne czastkowe 0/0z i 0/0z prowadzi¢ mozemy réwniez przy pomocy formy
df: mamy

fzdx + fydy = df = f.dz + fzdZ = f.(dzx + idy) + fz(dz — idy),
a stad

(2.5) { f:r:fz"i‘fga

fy = Z(fz - fE)y
skad tatwo dostaniemy (2.4).

Pokaza¢, ze dla dowolnej funkcji R-rézniczkowalnej f mamy

af\ _of [of\ _of
()5 (%)=
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Obliczyé f, oraz f, gdzie f(z) = |2|?Re (28).

Dla funkcji R-rézniczkowalnej w zg mamy wiec
f(z) = f(20) + f2(20)(2 — 20) + f2(20)(Z = Z0) + o(|z — 20])

oraz, dla z # z,
Z—Zo o]z — 2|

TRV ZJC) _ f (o) 4 folan) =20 -

Z— 20 Z — 20 Z — 20

Wspdlnie z ostatnim przyktadem daje to nastepujaca charakteryzacje funkcji C-
rézniczkowalnych:

Propozycja 2.3. Funkcja zespolona f = u + iv jest C-rézniczkowalna w punkcie
zo witedy 1 tylko wtedy, gdy f jest R-rézniczkowalna w zo oraz fz(z9) =0, tzn. w 2o
spetnione sq rownania Cauchy’ego-Riemanna:

{ Uy = Uy,
Uy = —Vy.

W takiej sytuacji f'(z0) = f.(20). O

Powiemy, ze funkcja f : Q@ — C (Q bedzie zawsze oznaczalo obszar w C) jest
holomorficzna, jezeli jest ona C-rézniczkowalna w kazdym punkcie. Zbiér wszyst-
kich funkeji holomorficznych w 2 oznaczamy przez O({2), natomiast przez O,(f2)
zbidr nigdzie nieznikajacych funkcji holomorficznych. Z Propozycji 2.1 1 2.2 wynika,
ze suma, iloczyn, iloraz i zlozenie funkcji holomorficznych sa funkcjami holomor-
ficznymi. Jezeli f = u + v jest R-rézniczkowalna, to f jest holomorficzna wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnania Cauchy’ego-Riemanna.

Pokazaé, ze e” jest jedyna funkcja z O(C) taka, ze f' = f oraz f(0) = 1.
Pokazaé, ze cos, sin, cosh, sinh € O(C) oraz obliczy¢ pochodne zespolo-

ne tych funkcji.

Propozycja 2.4. Zatéimy, ze f jest holomorficzna i klasy C' w pewnym otoczeniu
20 € C oraz f'(z9) # 0. Wtedy istnieje U - otwarte otoczenie zy oraz V - otwarte
otoczenie f(z), t.ze f:U — V jest bijekcja, f~1 jest holomorficzna oraz

(2.6) (f)(f(2) = zeU.

Dowdad. Jezeli zapiszemy f = u + iv, to rzeczywista rézniczka f ma postac

Uy U U U
A= o) = r Y
Vg Uy —Uy Uy

dzieki réwnaniom Cauchy’ego-Riemanna. 7 drugiej strony, wprost z definicji C-
rézniczkowalnosci
= fo = ugy — iuy,.
Mamy wiec
2 2 2
det A = uz +uy = |f'[°.
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Dzieki temu, ze f'(zo) # 0, z rzeczywistego twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie
wynika, ze istnieja odp. otoczenia U iV, t.ze f : U — V jest bijekcja klasy C' oraz
f~1 jest réwniez klasy C!. Zapiszmy f~! = a + i3. Rézniczka f~! jest réwna

<am ay>:A_1: 1 <um —uy>

Bz By uZ + ug Uy — Ug

W szczegdlnodei o = By, ay = — L4, czyli f~1 jest holomorficzna. Formule (2.6)
dostaniemy rézniczkujac wzor

Y f(x)=2 =z€U 0O

Pokazaé, ze Log z € O(C \ (—00,0]) oraz (Log z)' =1/x.

Podamy teraz formule na rézniczkowanie ztozenia funkcji zespolonej z krzywa.
Zatézmy, ze funkcje f : Q — C oraz v = (y1,72) : (a,b) — Q sa rézniczkowalne
(w klasycznym sensie). Wtedy, korzystajac z (rzeczywistej) formuty na pochodna
zlozenia oraz z (2.3), (2.5), otrzymamy

%f(v(t)) = fo(y )M @) + fy(v(1)) 72 ()
= f(v() 7 (1) + f= (Y)Y (B).

(2.7)

3. Calkowanie funkcji zespolonych

Niech a,b € R, a < b. Funkcje v : [a,b] — C nazywamy droga, jezeli v jest
ciagla oraz v jest kawatkami klasy C!, tzn. istnieja a = tg < t; < --- < t, = b
takie, ze v € C([tj,t;41]), j = 0,1,...,n — 1. Punkt v(a) nazywamy poczatkiem
zas y(b) konicem drogi 7. Obraz v bedziemy oznaczaé v*. Jezeli y(a) = v(b), to
nazywamy droga zamknieta.

Zalézmy, ze f : v([a,b]) — C jest funkcja ciagla. Definiujemy

b
/ﬂmm:/fmmet

(Powyzsza definicje otrzymamy takze rozpatrujac cze$¢ rzeczywista i urojona formy
rézniczkowej fdz = (u + iv)(dz + idy).) Zauwazmy, ze funkcja pod calka jest
catkowalna w sensie Riemanna niezaleznie od tego jakie wartosci przyjmuje w punk-
tach ¢;. Ponadto, jezeli ¢ : [c,d] — [a,b] jest dyfeomorfizmem, to ¥ := v o ¢ jest
droga taka, ze ¥* = v* oraz

d ) ) f7 f(2)dz, jezeli ' > 0;
z)dz = S S s)ds =
[ = [ sateomntetang @i =4 7L L
Zatem, jezeli 7v|(,p) jest iniekcja, to fw f(2)dz zalezy tylko od obrazu ~ oraz od
kierunku, w ktérym calkujemy, tzn. od orientacji. W takiej sytuacji bedziemy
czesto utozsamiaé drogi z ich obrazem oraz odpowiednia orientacja.
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W szczegolnoscei, jezeli D jest obszarem, ktorego brzeg mozna iniektywnie spara-
metryzowaé droga zamknieta, to mozemy méwi¢ o dodatniej orientacji 9D - bedzie
nia dowolna parametryzacja o kierunku odwrotnym do ruchu wskazéwek zegara.
Catka |, op f(2)dz ma wéwczas sens, gdyz nie zalezy od wyboru takiej parametryza-
cji (i jest ona zgodna z catka z formy po krzywej gladkiej). Bedziemy uzywaé tego
oznaczenia przede wszystkim, gdy D jest kolem lub wnetrzem tréjkata.

Jezeli f jest okreslone w pewnym otoczeniu v* i ma tam funkcje pierwotna, tzn.
istnieje funkcja holomorficzna F' taka, ze F' = f, to z (2.7) otrzymamy

b
(3.1) [ #G)d= [ S PO =FO®) - Fo).

W szczegdlnodci, jezeli v jest droga zamknieta, to f7 f(z)dz =0.

Pokazac, ze jezeli funkcja f = u + iv ma pierwotna, to pole wektorowe
(v,u) jest potencjalne, tzn. (v,u) = Vy dla pewnej funkcji y.

Przyktad. Dlan € Z, zop € C oraz r > 0 obliczymy

/ (z — 20)"dz.
OK (z0,7)

Dlan # —1 pierwotna funkcji podcatkowej jest funkcja (z—z0)"*!/(n+1), okreslona
na C\ {z0}. W tym przypadku wiec, dzieki (3.1), nasza catka znika. Dla n = —1
polézmy ;(t) = 29 + re’, a; <t < bj, gdzie a; jest pewnym ciagiem malejacym
do zera, zas b; rosnacym do 27. Wtedy, takze z (3.1), mamy

d d , .
/ c = lim / z = hm (Log (reij) — Log (T‘em‘j )) = 271.
9 v

K(zo,r) 720 J700 y; 220 Jee

Otrzymalismy wiec

0, jezeli n # —1;
(3.2 [ emara={y, T
K (z0,7) 2mi,  jezelin = —1.

Pokazuje to w szczegdlnodei, ze funkcja 1/(z — zg) nie ma pierwotnej w zadnym
pierscieniu o srodku w 2.

Jezeli z,w € C, to przez [z,w] oznaczamy droge dana przez parametryzacje
y(t) =1 —-t)z+tw, t € [0,1].

Obliczyé / Log 2 dz.

[1,4]

Podobnie jak powyzej pokazaé, ze

d
/ < =2mi, 2z € K(zo,r).
OK (zo,T) C -z

Zauwazmy, ze

b
(33) < [ 1G] b (©lde < 1) max|f],

Af(z)dz
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gdzie
b
I(y) = / (1)t

jest dhugodcia .

4. Twierdzenie catkowe Cauchy’ego

Podstawowa wlasnoscia geometryczna funkcji holomorficznych jest twierdzenie
catkowe Cauchy’ego. Latwo wynika ono ze wzoru Greena w nastepujacym przy-
padku (Cauchy, 1825): zalézmy, ze f jest funkcja holomorficzna klasy C! w ob-
szarze ), natomiast «y jest droga zamknieta w (), ktora parametryzuje brzeg klasy
C! obszaru D € Q. Wtedy

Lf(z)dZZ/Dd(fdz):/szdzAdz:O.

Gléwnym problemem w uogdlnieniu tego faktu jest pozbycie sie zalozenia, ze f jest
klasy C'. Zostalo to dokonane przez Goursata w 1900 r. Podstawowym krokiem
w dowodzie ogdlnej wersji twierdzenia catkowego Cauchy’ego bylo wykazanie jego
wzmocnionej wersji dla brzegu tréjkata (sam Goursat rozpatrywal czworokaty, jak
jednak wkroétce zauwazyt Pringsheim, naturalnym obiektami metody Goursata byty
tréjkaty):

Twierdzenie 4.1. Zaléimy, ze f € O(Q\ {z0}) N C(Q), gdzie zp € Q. Wiedy dla
dowolnego trojkata T C Q (czyli otoczki wypuktej trzech niewspdtliniowych punktow)
mamy

f(z)dz = 0.
orT

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze zg ¢ T. Przez z1, 22,23 oznaczmy wierzchotki 7.

Rozpatrujac punkty (z; +2x)/2, j, k = 1,2, 3, dzielimy tréjkat T na cztery tréjkaty
T, ..., T* Mamy wtedy

4
- f(z)dz = Z f(z)dz.

— Jori

Wybierajac jako T) odpowiedni z tréjkatéw T, ..., T? otrzymamy

f(z)dz

oT

<4

f(z)dz

0T,

Zauwazmy takze, ze [(0T1) = 1(9T')/2. W ten sam spos6b wybieramy indukcyjnie
tréjkaty T, n=1,2, ..., tak, ze

/6Tn1 f(z)dz

<4

f(z)dz

oT,
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oraz [(0T,) = I(0T,,-1)/2. Otrzymalismy zatem zstepujacy ciag tréjkatow T,, taki,
7e

(4.1) f(z)dz| < 4™ f(z)dz
oT oT,,
(4.2) diam(T},) < WOTn) _ UOT)

9 T oontl

Z twierdzenia Cantora wynika, ze
oo
N 7. ={z
n=1

dla pewnego z € T. Z C-rézniczkowalnosci f w Z mamy

) =f@E)+ (3 +e(2)(z-2)

gdzie
lim e(z) = 0.

zZ—z

Poniewaz funkcja f(Z) + f/(2)(z — Z) ma pierwotna, z (3.1) i (3.3) wynika, ze

f(z)dz

o7y,

Anq@@—a@

< (0T, )diam(T},) max le].

Korzystajac z (4.1) i (4.2) otrzymamy dla kazdego n

(1(o1))*

f(z)dz 5

orT

<

max |e],
Tn

czyli twierdzenie zachodzi przy zalozeniu, ze zog ¢ T

Jezeli zp € T, to dzielac T na trzy (lub dwa) mniejsze tréjkaty, ktérych wierz-
chotkiem jest zg widzimy, ze bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze zg jest jednym
z wierzcholkéw T'. Jezeli teraz podzielimy 7" na tréjkat 7, o wierzchotku w zy oraz
czworokat @, tak, ze I[(T)) dazy do 0, to z poprzedniej czesci wnioskujemy, ze

f(z)dz =0,
Qn

zatem

= f(z)dz

ory,

<UT)) mq@x\f\. O

f(z)dz
orT

Przyktady. i) Niech f(z) = e=* idla R > 0 niech Tx bedzie tréjkatem o wierz-
chotkach 0, R, R + iR. Z Twierdzenia 4.1 mamy

f(z)dz=0.
OTRr
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Mamy takze, gdy R — oo,

i) / e " dz —>/ e "dr= ﬁ,
(0,R] 0 2
2 R 2 2 .
ii) / e *dz l/ el TR -2kt gy
[R,R+Ri 0

R
iii) j/ ezzdz::-—(l—%i)J/ e 2t gt
[R+Ri,0] 0

skad latwo wnioskujemy, ze

/ cost2dt—/ sintzdt—\/?.
0 0 8

Nastepnym krokiem jest pokazanie zwiazku twierdzenia catkowego Cauchy’ego z
istnieniem funkcji pierwotne;j:

Rt2 R? RRt R?
§/ e~ dtﬁ/ e dt — 0,
0 0

Twierdzenie 4.2. Niech [ bedzie funkcjg ciaglta w Q). Wiedy nastepujace warunki
sq réwnowazne
i) Istnieje F' € O(Q) takie, ze F' = f;

i) / f(2)dz =0 dla kazdej drogi zamknietej v w €Q.

Jezeli Q jest obszarem gwiaZdzistym, to powyisze warunki sq réwnowazne nastepu-
jacej wtasnosci

i) / f(z)dz =0 dla kazdego tréjkata T C .
orT
Dowdd. Tmplikacja i)=-ii) wynika natychmiast z (3.1). W celu pokazania implikacji

przeciwnej ustalmy zo € €. Dla z € Q niech v bedzie dowolna droga taczaca zg
oraz z. Kladziemy

F:) = [ 10
¥
Dzieki i) widaé, ze definicja F' nie zalezy od wyboru 7. Dla odp. malych h mamy
(43) Feeh)-FE = [ 50
(z,2+h]
a stad, dzieki (3.3),

F(z+h)— F(z)
)=F® o)

_ < sup [f(Q) = f(2)I-

CElz,2+h]

N IRCCREIOL

Z ciaglosci f w z wynika, ze ostatnie wyrazenie dazy do 0. Otrzymalidémy zatem,
ze e O(Q) oraz F' = f.

Jezeli Q) jest gwiazdzisty, to implikacja ii)=-iii) jest trywialna, natomiast, zakla-
dajac, ze zachodzi iii) i ze 2 jest gwiazdzisty wzgledem zg, kladziemy
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Z iii) wynika, ze zachodzi (4.3) i identycznie jak poprzednio dowodzimy, ze F’ =
f. O

7 Twierdzen 4.1 i 4.2 wynika wersja twierdzenia Cauchy’ego dla zbioréw gwiaz-
dzistych:

Whiosek 4.3. Jezeli obszar S jest gwiaZdzisty i f € O(Q\{z0})NC(Q) dla pewnego

zp €, to
/ f(z)dz=0
.

dla kazdej drogi zamknietej v w 2. [

5. Wzér catkowy Cauchy’ego

Podstawowa wilasnoscia funkcji holomorficznych jest wzdr catkowy Cauchy’ego
(1831), ktéry odtwarza dana funkcje wewnatrz kola z jej wartosci na brzegu.

Twierdzenie 5.1. Jezeli f jest funkcja holomorficzng w otoczeniu kota K(zq,7),
to

(5.1) f(z)= 1/ Lodg, z € K(zo,r1).

270 Jor (zor) C — 7

Co wiecej, f jest C-rézniczkowalna dowolng ilosé razy oraz

|
f(n)(z):n/aK(ZO,r)(Cf(ff){lHdQ z € K(z9,7), n=1,2,...

21

Dowdd. Niech € bedzie gwiazdzistym otoczeniem K (zg,7), w ktérym funkcja f jest
okreslona. Dla ¢ € 2 zdefiniujmy

Q- [f(2)
9(¢) = — 7
f/(Z ) ¢ ==z
Wtedy g € O(Q\ {z}) N C(2), zatem Wniosek 3.3 implikuje, ze

£(0) |
= ¢ = —=d¢ — 27 .
0 /aK(ZO,@g““ /SK(MC_Z ¢~ 2mif(2)

Otrzymali$my zatem (5.1). Druga cze$é¢ tezy wynika z faktu, ze mozemy teraz
rézniczkowaé pod znakiem calki, zauwazmy, ze

((5): <C 1 z> =
<88z> (ciz> g ©
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Druga czesé Twierdzenia 5.1 jest specjalnym przypadkiem ogdlnego rezulatu o
holomorficznosci funkcji danej wzorem catkowym dla dowolnej drogi (nazywanego
lematem o produkcji funkeji holomorficznych):

Lemat 5.2. Zalozmy, zZe v jest dowolna droga w C, natomiast g funkcja ciagta na
~v* . Polozmy

f(2) ::/Cg(ozdg“, zeC\~".

Wtedy f € O(C\ ~*), f jest C-réziniczkowalna dowolna ilosé razy oraz dla n =
1,2,... mamy

f(”)(z):n!/(ggf))nﬂdc, zeC\~*. O

- - e’
Obliczyé / LA
oK (0,2) (2 +1)
Jezeli rozpatrzymy wzér Cauchy’ego dla z = zg oraz parametryzacje ( = zg+re’t,
0 <t < 2m, otrgymamy twierdzenie o wartosci Sredniej:

Whniosek 5.3. (Poisson, 1823) Jezeli f jest funkcja holomorficzng w otoczeniu kota
F('ZO) T), to
1 27

f(z0) f(zo +ret)dt. O

Bezposrednia konsekwecja wzoru Cauchy’ego jest takze nieréwnosé Cauchy’ego
(1835):

Twierdzenie 5.4. Niech f € O(K(z,r)) bedzie taka, zZe |f| < M dla pewnej
statej M. Wtedy
n! M

rn

£ (z0)] <

n=12...

Dowdd. Wystarczy zastosowaé wzér Cauchy’ego w kole K(zg,p) dla p < r oraz
(3.3), a nastepnie skorzystaé¢ z dowolnosci p. O

6. Podstawowe wlasno$ci funkcji holomorficznych

Udowodnimy teraz szereg wlasnosci funkcji holomorficznych wynikajacych ze
wzoru Cauchy’ego. PokazaliSémy, ze kazda funkcja holomorficzna jest C-réznicz-
kowalna dowolna ilo$é razy. W szczegdlnosci, kazda funkcja, ktora lokalnie ma
pierwotna jest holomorficzna. 7Z Twierdzenia 4.2 wynika zatem rezultat odwrotny
do twierdzenia calkowego Cauchy’ego:

Twierdzenie 6.1. (Morera, 1886) Zaldimy, ze funkcja f € C(Q) spelnia

f(z)dz=0
orT

dla kazdego trdjkata T C Q. Wtedy f € O(Q2). O
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Funkcje holomorficzng okreslona na C nazywamy catkowita,.

Twierdzenie 6.2. (Liouville, 1847, Cauchy, 1844) KaZda ograniczona funkcja
catkowita jest stata.

Dowdd. Jezeli | f| < M na C, to z nier6wnosci Cauchy’ego wynika, ze | f'(z)| < M/r
dla kazdego z € C i r > 0. Jezeli wiec r — 0o, to dostaniemy, ze f' = 0 na C. Ale
to oznacza, ze rowniez pochodna rzeczywista f wszedzie znika. [J

Pokazaé, ze jezeli funkcja f € O(C) jest taka, ze Re f < M dla pewnej

state] M, to f jest stala.
Pokazaé, ze jezeli funkcja catkowita f spelnia

[f(2)] < Clz]", edy |2 = R,

dla pewnych C, R > 0, to f musi by¢ wielomianem stopnia < n.
Z twierdzenia Liouville’a w tatwy sposdb wynika zasadnicze twierdzenie algebry.
Bo jezeli niestaly wielomian P nie mialby pierwiastka, to f := 1/P byloby funkcja

calkowita. Co wiecej
lim |f(z)|=0.

2| —o00
W szczegdlnosei, f bylaby funkcja ograniczona, a wiec na mocy twierdzenia Liou-
ville’a otrzymalibysmy, ze P jest staly.
Nastepnym rezulatem jest zasada maksimum dla funkcji holomorficznych:

Twierdzenie 6.3. Jezeli [ jest funkcja holomorficzna w obszarze ) taka, Ze |f|
osiqgga maksimum w ), to f jest stala.

Dowdd. Dla K (zy,r) C £ z twierdzenia o wartosci $redniej wynika, ze

1
2

27 )
1£(20)] < /0 F(z0 + rei)dt.

Jesli zatem |f| < |f(20)| na 0K (zo,7), to z ciaglosci |f| wynika, ze |f| = |f(z0)]
na 0K (zp,r), a wobec dowolnosci r, takze w K (zg,r). Twierdzimy, ze jezeli |f| =
|f(z0)| w K(z0,7), to wtedy f = f(z0) w K(z0,7). Jezeli f(z9) = 0, to jest to
oczywiste, mozemy wiec zatozy¢, ze f # 0 w K(zg,7). Mamy

0= (’f’Q)z = fz?'i'@f = f/?a
a zatem [/ =0, wiec f = f(z9) w K(zp,r). PokazaliSmy wiec, ze jezeli max |f| =

K(zo,r)
|f(20)], to f = f(20) W K(z0,7).
Jezeli teraz | f| osiaga maksimum w zg € €2, to kladziemy

Q= {2 € Q: £(2) = f(z0)}.

Zbiér ten jest oczywiscie domkniety, natomiast z pierwszej czesci dowodu wynika,
ze jest on réwniez otwarty, co oznacza, ze Q' = Q. [

Twierdzenie 6.3 to staba zasada maksimum (zakladamy, Ze maksimum jest glo-
balne), niedtugo pokazemy wzmocnienie Twierdzenia 6.3 (przy zalozeniu, ze mak-
simum jest lokalne).
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Niech wielomian P(z) = ag+a12+---+a,2" bedzie taki, ze |P(z)| < 1,

gdy |z| = 1. Pokazaé, ze |aj| <1,j=1,...,n.
Niech f bedzie funkcja holomorficzna w otoczeniu pierscienia {1 <
|z| < 3} taka, ze |f| < 1, gdy |2| = 1 oraz |f| < 9, gdy |z| = 3. Pokazaé, ze
[f(2)] <4, gdy |2] =2.

Przy pomocy wzoru Cauchy’ego mozemy tez tatwo udowodnié¢ podstawowy rezul-
tat dotyczacy ciagdéw funkcji holomorficznych:

Twierdzenie 6.4. (Weierstrass, 1841) Jezeli f, jest ciagiem funkcji holomor-
ficznych w Q) zbieznym lokalnie jednostajnie do funkcji f, to f jest funkcja holomor-
ficznag oraz dla kazdego k = 1,2,... mamy lokalnie jednostajnag zbieinosc f,gk)

),

Dowdd. Niech K (zp,7) C Q. Funkcje f, speliaja wzér Cauchy’ego (3.6), zatem
spelia go réwniez f. Z Lematu 4.2 wynika, ze f jest holomorficzna w K (zg,r).
Co wiecej, z nieréwnosci Cauchy’ego (stosowanej w kole K(z,r/2) C K(zp,r), z €
K(z9,7/2)) dostaniemy

—

(k) _ ¢(k)| < _ O
max max |fn .
e |fn? = ] < (rJ2)F | fn = [l

7.Szeregi potegowe

Wyrazenie
(7.1) Zan(z—zo)”, zeC
n=0

nazywamy szeregiem potegowym o srodku w zg € C i wspdlczynnikach a,, € C,
n=201,....

[ee]
Przyklad. Szereg geometryczny Z z". Jest on zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

n=0
|z| < 1. Wynika to ze wzoru
1— zn—f—l
1424+ +2"=——, z#1.
1-2
Mozemy zatem zapisaé
(7.2) iz” = L, |z] < 1.
= 1—-2

Twierdzenie 7.1. (Cauchy, 1821, Hadamard, 1892) Polézimy

1

R=—-—.
limsup V/|a,|

n—0o0

(7.3)
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Wtedy szereg (7.1) jest bezwzglednie i lokalnie jednostajnie zbieiny w kole K (20, R)
oraz rozbiezny dla kazdego z € C\ K(zo, R).

Dowdd. Dla z € K(zp, R) niech r i A beda takie, ze |z — zo| <7 < R oraz r/R <
A < 1. Wtedy dla n odp. duzego mamy 1/|a,| < A/r, zatem

N2 NQ oo >\N1
g an(z — 20)"| < E lan(z — 20)"| < E A T3~ 0,
n=N; n=N; n=~N;

gdy N1 — oco. Z warunku Cauchy’ego zbieznosci otrzymaliSmy zatem bezwzgledna
i jednostajna zbieznosé szeregu na K (zo,r).

Z drugiej strony, jezeli |z — 29| > R, to istnieje podciag ay, taki, ze "{/|an,| >
1/]z — 20|, co oznacza, ze |an, (2 — 29)™*| > 1, nie jest zatem spelniony warunek
konieczny zbieznosci szeregu. [

Koto K (zg, R) z Twierdzenia 7.1 nazywamy kolem zbieznosci, zas R promieniem
zbieznodci szeregu (7.1). Formula (7.3) na promieni zbieznosci szeregu potegowego
nosi nazwe wzoru Cauchy’ego-Hadamarda. Zauwazmy, ze promien zbieznosci sze-
regu (7.1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje M > 0 takie, ze dla n odp.
duzego mamy |a,| < M™ - wtedy R > 1/M.

Twierdzenie 7.1 nie rozstrzyga zbieznosci szeregu potegowego na brzegu kola
zbieznosci:

Przyktady. Kotem zbieznosci kazdego z szeregd " = 2 .
yktady go seegownz:%z ’;n’;nQ‘]eStK(o’l)
i) Szereg > 2™ jest rozbiezny we wszystkich punktach z brzegu kota zbieznosci.
ii) Szereg > 2™ /n? jest zbieiny bezwzglednie na brzegu.
iii) Szereg Y 2" /n jest rozbiezny w 1 i zbiezny warunkowo na 0K (0,1) \ {1}

( Cwiczenie )

Istotna wlasnoscia szeregéw potegowych jest jednoznaczno$é¢ ich wspdteczynni-
kow:

Propozycja 7.2. Zaléimy, Ze szeregi potegowe > an(z — z0)™ oraz Y by(z — zo)"
sa zbiezne do tych samych wartosci na zbiorze A takim, Ze zg jest punktem skupienia
A. Wtedy a,, = b,, dla wszystkich n.

Dowadd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze b, = 0 dla wszystkich n. Przy-
pusémy, ze a,, # 0 dla pewnego m i wybierzmy najmniejsze takie m. Wtedy

oo o0
Z an(z —20)" = (2 — 20)™ Z nim(z —20)", 2 # 2.
n=0 n=0

Szereg Y " antm(2—20)", zbiezny do pewnej funkcji ciaglej w otoczeniu z (dzieki
Twierdzeniu 7.1), znika dla z € A, zatem znika réwniez w zg, czyli a, = 0 -
sprzecznosé. [

Przykltad. Rozpatrzmy ciag Fibonacciego (1202):

ap=0, a1 =1, ap=an 2+an_1, n=2,3,...
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Pokazaé, ze w pewnym (rzeczywistym) otoczeniu 0 mamy

> T

E anaznziz
l—x—2x

n=0

oraz, rozwijajac prawa strone w szereg potegowy, ze
145\ [(1-v5)
( +2\[> - ( 2\f> ] (de Moivre, 1730).

Nastepujacy rezultat jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 6.4 (mozna go
zreszta udowodni¢ w bardziej elementarny sposéb):

1

ap =
V5

Twierdzenie 7.3. Suma szeregu potegowego jest funkcja holomorficzna w kole
zbieznosdci. Szereg potegowy mozna réiniczkowaé wyraz po wyrazie. [

8. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych, cd.

Udowodnimy najpierw, ze kazda funkcja holomorficzna w kole jest granica sze-
regu potegowego, czyli wynik odwrotny do Twierdzenia 7.3:

Twierdzenie 8.1. Zaléimy, ze f € O(Q). Wtedy dla kazdego zy € Q funkcja f
rozwija sie w szereg Taylora w kole K (zg, dist(zo,02)), tzn.

f(z) = i f(z0) (z—20)", |z — 20| < dist(zg,09).

n!
n=0

Dowdéd. Niech r bedzie takie, ze |z — zo| < r < dist(zg, 0). Skorzystamy ze wzoru
Cauchy’ego (5.1). Dla ¢ € 0K (z0,r) dzieki (7.2) mamy

(—z (—zl—22

¢—z0 n=0

1 1 1 :i (z — 2p)"

przy czym zbiezno$¢ jest jednostajna dla ¢ € 0K (zp,r). Zatem
_ 1 /(<)
2m 0K (zo0,r) C -z
1 / f(Q)
= — z—zo)" ————d(C
27 _0( 0> 0K (zo,r) (C - Z0>n+1

. fn) (s
= Zif n(' ) (z—2)". O
n=0 ’

f(z)

dg

o

PokazaliSmy zatem, ze funkcje holomorficzne to doktadnie te funkcje, ktére
mozna lokalnie rozwina¢ w szereg potegowy (bedacy réwnoczesnie szeregiem Tay-
lora tej funkcji). Co wiecej, szereg Taylora funkcji holomorficznej w danym punkcie
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jest zbiezny w kazdym kole o Srodku w tym punkcie, w ktérym funkcja ta jest
okreslona.

Zasade identycznosci dla funkcji holomorficznych tatwo teraz wynika z zasady
identycznosci dla szeregéw potegowych (Propozycja 7.2):

Twierdzenie 8.2. Niech f,g bedqg funkcjami holomorficznymi w obszarze ). Za-
tozmy, ze f = g na zbiorze A C Q posiadajacym punkt skupienia w Q2. Wtedy f = g
w §2.

Dowdd. Jezeli zg jest punktem skupienia zbioru A, to z Twierdzenia 7.6 1 Propozycji
7.2 wynika, ze f = g w dowolnym kole K(zp,7) C Q. Zatem zbior ' = {z € Q :
f = g w pewnym otoczeniu z} jest domkniety w 2. Poniewaz jest on réwniez
oczywiscie otwarty, otrzymujemy €' = Q. O

i) Czy istnieje f € O(A) takie, ze f(1/n) =n/(n+1),n=2,3,...7
ii) Czy istnieje f € O(A) takie, ze f(1/n) =n/(n+2),n=2,3,...7
iii) Czy istnieje f € O(A) takie, ze f(1/n) =e ", n=2,3,...7
(Ozn. A := K(0,1).)

7 Twierdzen 6.3 i 8.2 wynika natychmiast mocna zasada maksimum dla funkcji
holomorficznych.

Twierdzenie 8.3. Jezeli f jest funkcja holomorficzna w obszarze Q0 taka, Ze |f|
osiaga maksimum lokalne w (), to f jest stata. [

Korzystajac z zasady identycznosci oraz zasady maksimum mozna udowodnié
twierdzenie o odwzorowaniu otwartym:

Twierdzenie 8.4. Niestale funkcje holomorficzne okreslone na obszarze w C sq
odwzorowaniami otwartyma.

Dowdd. Trzeba pokazaé, ze jezeli f jest funkcja holomorficzna w otoczeniu kota
K(z0,7), to istnieje & > 0 takie, ze f(K(z0,7)) D K(wo,d), gdzie wy = f(20).
Wybieramy € € (0,7) tak, ze wyg ¢ f(OK(zp,€)). Gdyby takie £ nie istnialo, to
dla kazdego odp. malego ¢ > 0 znalezlibySmy punkty z. takie, ze |z0 — 2| = ¢
oraz f(z.) = wg. Dzieki zasadzie identycznosci staloby to w sprzecznosci z tym, ze
funkcja f nie jest stala. Kladziemy teraz

1
0= — i — wo.
3 ceatin | £(¢) — wol

Z definicji € wynika, ze § > 0. Dla w € K (wp, d) musimy teraz znalezé z € K(zg,r)
takie, ze f(z) = w. Przypusémy, ze takie z nie istnieje. Z definicji § mamy

1£(¢) —w|[ = [f(¢) —wo| = |wo —w| > 6, (€ dK(2,¢).

Funkcja 2z — 1/(f(z) — w) jest wiec holomorficzna w otoczeniu K (zo,¢), zatem z
zasady maksimum wynika, ze

1 1

< ma < ! z € K(z9,¢)
Trr N X TN 77 b) .
1f(z) —w| = ¢ceak (zo0) [F(O) —w] 6 0

Dla z = zp otrzymamy |wg — w| > § - sprzecznosé¢. [
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Zauwazmy, ze w przypadku rzeczywistym nawet wielomiany nie musza by¢ od-

wzorowaniami otwartymi, np. f(z) = z2.

Pokazaé, ze z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym latwo wynika staba
zasada maksimum (Twierdzenie 6.3) oraz lemat d’Alemberta (Lemat 1.2).

9. Funkcje analityczne

Funkcje f : (a,b) — R nazywamy analityczna, jezeli dla kazdego xg € (a,b)
istnieje r > 0 takie, ze f jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale (xg—r, xo+7).
Korzystajac z wlasnosci szeregéw potegowych mozna elementarnie pokaza¢ naste-
pujacy fakt:

Propozycja 9.1. Jezeli funkcje f, g sa funkcjami analitycznymi, to réwniez funk-
cje f £g, fg oraz /g (ta ostatnia pod warunkiem, ze g # 0) sa analityczne.

Przyktad. Funkcja 1/(1 + 2?) jest analityczna na R dzieki Propozycji 9.1. Szereg
Taylora w 0 ma postaé¢ (korzystamy z (7.2))

o0

1 n,.2n
1—1—90222(_1) v

n=0

Szereg ten jest zbiezny tylko w przedziale (—1,1), a wiec, w przeciwienstwie do
przypadku zespolonego, funkcji analitycznej nie mozna zawsze rozwinaé w szereg
Taylora w maksymalnym przedziale, w ktérym funkcja jest okreslona.

Funkcje analityczne sa $cisle zwiazane z funkcjami holomorficznymi dzieki naste-
pujacej charakteryzacji:

Propozycja 9.2. Kazda funkcja analityczna na (a,b) jest zaciesnieniem pewnej
funkcji holomorficznej okreslonej w pewnym otoczeniu (a,b) w C.

Dowdd. Jezeli dla o € (a,b) mamy
f(z) = Zan(x —a)", zE€(a—Tro,a+T1q),
n=0

to jest oczywiste (dzieki Twierdzeniu 7.1), ze zespolony szereg Y ., an(z — a)™
jest zbiezny do funkcji holomorficznej f, w kole K(«,r,). Co wiecej, z zasady
identycznosci wynika, ze fo = fg w K(o,rq) N K(8,73). Na obszarze

U K(a,r,) CC

a€(a,b)

mozemy wiec dobrze zdefiniowaé¢ funkcje holomorficzna ]7:: fa na K(a,r,). O

Zauwazmy, ze Propozycja 9.1 wynika z Propozycji 9.2 i wlasnosci funkeji holo-
morficznych. To, ze promien zbieznoéci szeregu Taylora funkcji 1/(1 + z2) w 0
wynosi 1 wynika z tego, ze jej jednoznacznie okreslone zespolone przedtuzenie, czyli
funkcja 1/(1 + 22), ma osobliwosci w =i.
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Podobnie mozemy znalez¢ promien zbieznosci szeregu Taylora w 0 funkcji

e —1 (Z (n—l—l)!> '

n=0

Jest ona zaciesnieniem do R funkeji z/(e* — 1), ktéra jest holomorficzna w (maksy-
malnym) obszarze C \ {2kni : k € Z.}. Szukany promien jest wiec réwny 2.
Znalezienie go bez korzystania z analizy zespolonej byloby nieporéwnanie trud-
niejsze.

10. Globalne twierdzenie catkowe Cauchy’ego

Bedziemy chcieli uogélni¢ twierdzenie catkowe Cauchy’ego (zob. Wniosek 4.3)
na szersza klase obszaréow i drog zamknietych. W tym celu wprowadzimy pojecie
indeksu drogi zamknietej w C.

Propozycja 10.1. Dla drogi zamknietej v : [a,b] — C poldimy

1
Indfy(Z) = 27”/ C
ol

dq , ze€eC\~".
—z
Wtedy
i) Ind, jest funkcja o wartosciach catkowitych;
i) Ind., jest stata na kazdej sktadowej spojnej zbioru C\ v*;
iii) Ind, = 0 na sktadowej nieograniczonej C \ ~*;
w) Liczba Ind,(z) jest rowna liczbie obrotow (w kierunku odwrotnym do ruchu
wskazowek zegara) wektora o poczatku w z i koricu w y(t), a <t < b, dookota z.

Dowdd. i) Polézmy

©(t) = exp </: 7Z(;)(S_)zals) , tela,b,

wtedy ¢ = ¢y /(v — 2), a stad (p/(y — 2)) = 0 (tam, gdzie v jest klasy C1).
Stad wynika, ze funkcja ¢/(y — z) jest stala. Korzystajac z faktu, ze p(a) = 1,

otrzymujemy
t
t) —
exp </ 7(S)als> = M, t € la,b].
a V(s) =2 (@) =z
Dla t = b oznacza to, ze exp(2milnd,(z)) = 1, co jest réwnowazne temu, ze
Ind, (2) € Z.

ii) Wynika natychmiast z i) i z tego, ze Ind,, jest funkcja ciagla (a dzieki lematowi
o produkcji funkcji holomorficznych nawet holomorficzna) na C\ v*.
ili) Z definicji Ind, latwo otrzymujemy

lim Ind,(2) =0

|z]—o00

i wystarczy skorzystaé z ii).
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iv) Przez A(t), t € [a,b], oznaczymy calkowity przyrost argumentu wektora
~v(s)—z, gdy s rosnie od a do t. Znajdziemy podzial a =ty < t; < --- < t,, = b taki,

ze y([tj—1,t;]) jest zawarte w kole niezawierajacym z, j = 1,...,n. Dla danego j
mozemy wtedy wybra¢ logarytm tak, by byt ciagty na v([t;—1,t ]) Otrzymamy

27 Ind,, Z /

= E (log(v(tj) — z) — log(v(tj—1) — 2))

= i(A(b) — A(a)). O

i(A(t) - A(tj_n))

W dalszym ciagu wygodnie bedzie calkowaé funkcje zespolone po skonczonej
sumie drég (np. po brzegu gladkiego obszaru wielospdjnego). Niech 71, ...,y beda
drogami w C. Tworza one lancuch, ktéry zapisujemy I' = vy, + - - - + ;. Obrazem
tanicucha I' jest I'* =« U --- U~f. Mamy wtedy

k
(10.1) /Ff(z)dz ::Z _f(z)dz, f e T,

przy czym prawa strone mozemy traktowaé jako formalna definicje taricucha T,
tzn. jako funkcjonat liniowy okreslony na C'(I'*). Zauwazmy, ze tak naprawde do
tej pory dla danej drogi v interesowal nas wlasciwie tylko funkcjonal

C’(’y*)BfH/f(z)dze(C.

Dlatego tez sume 1 +- - -+ nalezy rozumie¢ jako sume odpowiednich funkcjonatow
(a oczywiscie nie jako sume algebraiczna funkcji v, ..., vk, ktéra zreszta nie mia-
taby w ogdélnym przypadku sensu). W oczywisty sposéb definiujemy sume i réznice
dwéch tancuchéw. Diugoscia tancucha I' = 1 +- - -+ jest I(T) = I(y1)+- - -+ (k).
Jest oczywiste (dzieki (3.3)), ze norma funkcjonatu (10.1) nie przekracza I(T").

Jezeli wszystkie drogi ~v1,...,7; sa zamkniete, to tancuch I' = v + -+ + %
nazywamy cyklem. Na cykle mozemy rozszerzy¢ pojecie indeksu:

1 d¢ .
Indr (2 Zlnd% 2m/F<_Z, z€C\T™.

Ponizsze twierdzenie precyzyjnie charakteryzuje cykle, dla ktérych zachodzi
twierdzenie catkowe oraz wzér catkowy Cauchy’ego (jest ono czasami nazywane
twierdzeniem Cauchy’ego-Dixona):

Twierdzenie 10.2. Dla cyklu F w obszarze @ NWSR

i) Indr(z) f(2) = / = dC, z € Q\I, f € 09) (wzor catkowy
Cauchy’ego);

i) / f(z)dz=0, feO(Q) (twierdzenie catkowe Cauchy’ego);

iii) Tndp(2) =0, =€ C\ Q.
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Dowdéd. (Dixon, 1971) i)=i) Dla f € O(Q) i z € Q\ I" niech h(¢) := (¢ — 2) f(Q).
Wtedy korzystajac z i) mamy

0= Indr(z) h(z) = 5 — / F(C

ii)=-iii) Dla z € C\ Q funkcja f(¢) := 1/({ — z) jest holomorficzna w .
iii)=-1) Niech f € O(). Dla z,w € € polézmy

FO=fw) 4y,
g(z,w) = o
S R

Twierdzimy, ze g € C(Q x Q). Jest oczywiste, ze funkcja g jest ciagla na A =
{(z,w) € AxQ:z=w}orazna Q@ x Q\ A. Dla z,w € K(a,r), 2 # w, gdzie r > 0
jest takie ze K (a,r) C 2, ze wzoru Cauchy’ego dla kota otrzymamy

S )
N 2%” oK (a,r) f©) ((C - Z)l(C —w) )

Wyrazenie w nawiasie dazy do 0 jednostajnie na 0K (a,r), gdy (z,w) — (a,a), a
wiec g € C(2 x Q).
Zdefiniujmy

/ ((,2)d¢, =z€Q,

SO
27” =z a¢, zeC\N

Zauwazmy, ze

(102) 1) = 5 [ alc.20dc = = [ 2 s ), ceonr

2w 2mi Jp (— 2

7 ciaglodci g wynika, ze h jest ciagta w €. Dla trojkata T C 2 z twierdzenia

Fubiniego mamy
/ / ((,2)dzd¢ =0
6T ~2mi Jr Jor

(dzieki Wnioskowi 4.3), z twierdzenia Morery otrzymamy zatem holomorficznosé h
w €.

Jezeli U jest skltadowa spéjna C\ T'* taka, ze U ¢ €, to dzieki iii) i Propozycji
10.1.ii mamy Indp(z) =0, z € U, a wiec z (10.2)

h(z) = —— / (¢ 2)de = - /Ff(o i el

271 27t Jp ( — 2

Z lematu o produkcji funkcji holomorficznych otrzymamy h € O(U). Laczac to z
tym, ze h € O(Q2) wnioskujemy, ze h jest funkcja catkowita. Co wiecej

lim h(z) =0

|z| =00
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z twierdzenia Liouville’a mamy zatem h = 0. Z (10.2) otrzymujemy i). O

Moéwimy, ze cykl I' jest homologiczny zeru w €2, jezeli spelniony jest warunek iii)
w Twierdzeniu 10.2.

11. Szeregi Laurenta

Pokazalismy, ze kazda funkcje holomorficzna w kole mozna przedstawié¢ jako sume
szeregu potegowego. Pokazemy teraz, ze funkcje okreslone w pierécieniu

P(z0,7,R) :={2€C:7<|z—2]| <R} = K(20,R) \ K(20,7)

rozwijaja sie w uogoélniony szereg potegowy zawierajacy rowniez potegi ujemne:

Twierdzenie 11.1. (Laurent, 1843, Weierstrass, 1841) Jezeli f € O(P(zo,r, R)),
gdzie 0 <r < R < 00, to dla z € P(zg,r, R) mamy

f(z)= Z an(z — 20)" = Z an(z — z0)" + Z a_n(z —2)7",
n=-—o0o n=0 k=1
(tzn. oba szeregi sq zbieine), gdzie dla dowolnego p € (r, R)
1 f(©)
11.1 4y = — IS e ez
(L 270 JaB(z0,p) (€ — 20)" ! ¢

Dowdd. Niech ', R' beda takie, ze r < ' < R’ < R. Wtedy 0P(z,r’,R') jest
cyklem (orientacja dodatnia wzgledem wnetrza, czyli zgodnie z kierunkiem ruchu
wskazowek zegara na 0K (zg,r’) i z kierunkiem odwrotnym na 0K (zp, R’)) takim,
ze

0, z€C\P(z,, R,

Indop (e r.r)(2) = { 1, z€ Pz, R).

Speiony jest wiec warunek iii) w Twierdzeniu 10.2 (z Q = P(zp,r, R)). Dzieki
réwnowaznemu warunkowi ii) dostaniemy teraz niezaleznosé prawej strony (11.1)
od p (bo funkcja podcatkowa jest holomorficzna w P(zp,r, R)). Z i) otrzymamy
natomiast dla z € P(zq, ", R')

_ 1 FQ 4o 1 _
J=) = 2mi Jop(zo,rr) C — # a = 2mi </8K(zo,R) /3K(ZO,T)> '

Rozumujemy teraz jak w dowodzie Twierdzenia 8.1. Z (7.2) otrzymamy

Z(C(-Z_Z()T)Lilv CE@K(Z(),R),

_Zw ¢ € 0K (20,7),
— Zo

przy czym zbieznosé jest jednostajna wzgledem ( na, odpowiednio, 0K (zg, R) i
0K (zo,7). O
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Szereg postaci

o0

(11.2) > an(z—z0)"

n=—oo

nazywamy szeregiem Laurenta. Jest on suma dwéch szeregéw: czedci regularnej

Zan(’z_ZO)n:a0+a1(’z_20)+"'>
n>0

oraz czesci osobliwej

a_ a_
Zan(z—zo)”: 4 2 ...

z—z0  (2—2)?

Moéwimy, ze szereg Laurenta (11.2) jest zbiezny w z, jezeli w z zbiezna jest jego
czes¢ regularna oraz czes¢ osobliwa.

Twierdzenie 11.2. Czesé reqularna szerequ Laurenta (11.2) jest zbiezna bezwzgled-
nie i lokalnie jednostajnie w kole K(zy, R), rozbiezna dla kazdego z € C\ K (29, R),
gdzie

B 1
lim sup |a,,|"/™
n—oo
Czesé osobliwa szeregu Laurenta (11.2) jest zbiezna bezwzglednie i lokalnie jedno-

stajnie w C\ K(29,7), rozbieina dla kazdego z € K (zq,r), gdzie

1
r =limsup|a_ VL —
k—o0 la— lim sup |a, |*/™
n——oo

Jezeli v < R, to szereg Laurenta (11.2) jest zbiezny bezwzglednie i lokalnie jedno-
stajnie w pierscieniu P(zg,r, R), rozbiezny dla kazdego z € C\ P(zg,r, R).

Dowdd. Pierwsza cze$é¢ to doktadnie T'wierdzenie 7.1. Po podstawieniu

czes¢ osobliwa bedzie miala postaé

oo
Z an(z —2z0)" = Z a_pw®,
k=1

n<—1
a promien zbieznosci tego szeregu jest réwny 1/r. Stad wynika druga cze$¢ twier-
dzenia, zas trzecia jest natychmiastowa konsekwencja pierwszych dwoéch. [

7 Twierdzenia 11.2 wynika w szczegolnosci, ze zbieznosé¢ w Twierdzeniu 11.1 jest
bezwzgledna i lokalnie jednostajna na P(zp,r, R).
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Mamy nastepujaca zasade identycznosci dla szeregéw Laurenta:

o0 o0
Twierdzenie 11.3. Jezeli szeregi Laurenta Z an(z — 20)", Z bn(z — 20)"
n=—o00 n=-—00
sq jednostajnie zbiezne do tej samej granicy na okregu 0K (2o, p) dla pewnego p > 0,
to a, = b, dla kazdego n € Z.

Dowdd. Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze b, = 0, n € Z. Zalozenie oznacza,
ze mamy jednostajna zbieznosé

(11.3) D anpe™ =0, te0,2n].

Zbieznoéé jednostajna implikuje zbieznoéé w L2([0,27]). Dla n,m € Z mamy

27
<eint7€imt> — / ei(n—m)tdt _ { 0, n 7é m,
0

2w, n=m.

Mnozac skalarnie obie strony (11.3) przez e!™ otrzymamy a,, =0, m € Z. O

Rozwinaé¢ funkcje 1/(2? — z) w szeregi Laurenta w pierécieniach {0 <

|z| < 1} oraz {1 < |z]| < oo}.

12. Osobliwosci funkcji holomorficznych

Mowimy, ze funkcja holomorficzna f ma osobliwos¢ izolowana w punkcie zg, jezeli
fe€OU\{z}), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu zo w C. Z Twierdzenia
11.1 (dla r = 0 oraz R takiego, ze K (29, R) C U) wynika, ze w otoczeniu 2, funkcje
f mozemy rozwinaé¢ w szereg Laurenta

o0

(12.1) f2)= ) anlz—20)"

n=—oo

gdzie wspétezynniki a,, sa wyznaczone jednoznacznie (dzieki Twierdzeniu 11.3; sa
one dane przez (11.1)). Jezeli a,, = 0 dla n = —1,—2,..., to méwimy, ze f ma
osobliwosé pozorna w zg. Jezeli istnieje m > 1 takie, ze a_,, # 0 oraz a, = 0
dla n < —m, to méwimy, ze f ma biegun rzedu m w zy (jezeli m = 1, to biegun
nazywamy prostym). W pozostatych przypadkach (tzn., gdy istnieje nieskorniczenie
wiele n < 0 takich, ze a,, # 0) méwimy, ze f ma istotna osobliwo$¢ w zp.

Jest jasne, ze funkcja holomorficzna ma pozorna osobliwo$¢ w zg wtedy i tylko
wtedy, gdy przedtuza sie do funkcji holomorficznej w otoczeniu zy (z tego powodu
osobliwosci pozorne sa réwniez nazywane usuwalnymi). Jezeli f ma biegun rzedu
m w zg, to

- a_m a—_m+1 _ &
(12.2) flz) = (z— 2" + (z — zg)™1 +... = (z— ZO)m’

gdzie h jest funkcja holomorficzna w otoczeniu zq taka, ze h(zg) = a—,, # 0.
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Z drugiej strony, jezeli g jest holomorficzna w otoczeniu zg, g Z 01 g(20) = 0, to
9(2) = by (2 — 20)™ + bpg1(z — 20)™ T+ = (2 — zo)mﬁ(z),

gdzie m > 1, zas h jest funkcja holomorficzna w otoczeniu zq taka, ze TL(Z()) =am, #
0. Takie m nazywamy krotnoscia zera funkcji g w zg. Jest to réwnowazne temu, ze

9(z0) = ¢'(20) = --- = gV (z0) = 0, g™ (z0) #0

(dzieki wzorowi Taylora).
7 powyzszych rozwazan widaé, ze dla funkcji holomorficznej f w otoczeniu zg
mamy

f ma w zy zero krotnosci m < 1/f ma w zy biegun rzedu m.

Ogdlniej, jezeli f,g sa holomorficzne w otoczeniu zg i maja w zg zera krotnosci,
odpowiednio, m i k, to f/g ma w zy zero krotnosci m — k, jezeli m > k, oraz
biegun rzedu k —m, jezeli m < k. (Jezeli m =k, to f/g jest funkcja holomorficzna
w otoczeniu zy nieznikajaca w zp). W szczegdlnosei, funkcja f/g nie moze mieé
istotnej osobliwosci.

Przyktad. Funkcja
— 1
1/z _
e = Z JAP
k=0

ma istotng osobliwosé w 0.

Jak wynika z poprzednich rezultatéw (z Twierdzen 4.1 i 6.1), kazda funkcja
holomorficzna posiadajaca osobliwos$¢ izolowana w zg, ktéra mozna przedtuzy¢ do
funkcji ciaglej w zp9, ma w zg osobliwo$¢ pozorna. Ten fakt udowodnit Riemann
w 1851 r. Ponizszy, ogdlniejszy rezultat jest nazywany twierdzeniem Riemanna o
usuwaniu osobliwosci:

Twierdzenie 12.1. Przypusémy, ze funkcja holomorficzna f ma w zg osobliwo$c
izolowana oraz jest ograniczona w otoczeniu zg. Wtedy f ma osobliwosé pozorna w
20-

Dowdéd. Niech h(z) := (z — 2z0) f(z). Wtedy dla pewnego otoczeniu U punktu z
mamy h € OU \ {20}) N C(U), a stad h € O(U). Poniewaz h ma w zy zero
krotnosci > 1, a z — 2z zero krotnosci 1, to f(z) = h(z)/(z — z9) ma w zo osobliwosé
pozorna. [l

Twierdzenie 12.2. (Casorati, 1868, Weierstrass, 1876, Sochocki, 1873) Jezeli
funkcja holomorficzna f ma w zg istotng osobliwosé, to dla kazdego odp. malego
otwartego otoczenia V' punktu zo, zbior f(V \ {z0}) jest gesty w C.

Dowdd. Przypusémy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe, tzn. istnieje wg € C oraz
e > 0 takie, ze K(wo,e) N f(V \{z0}) = 0. Oznacza to, ze |f —wo| > e w V\ {20}
Funkcja g := 1/(f —wp) jest wiec ograniczona w V' \{zo}, z Twierdzenia 12.1 wynika
zatem, ze ma w zo pozorna osobliwosé. Czyli funkcja f = wo + 1/g nie moze mieé
W zg istotnej osobliwoéci - sprzecznosé. [
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Uwaga. Znacznie mocniejsze (ale i trudniejsze do udowodnienia) niz Twierdzenie
12.2 jest tzw. wielkie twierdzenie Picarda (1879): przy zalozeniach Twierdzenia
12.2 zbidér f(V '\ {z20}) omija co najwyzej jedna wartosé w C.

Zweryfikowaé wielkie twierdzenie Picarda w nastepujacych przypad-
kach: e!/# (omija jedna warto$é), cos(1/z) (nie omija zadnej wartosci).

Mozemy teraz skojarzy¢ rodzaje osobliwosci izolowanych z istnieniem odpowied-
nich granic:

Twierdzenie 12.3. Zaloimy, ze funkcja holomorficzna f ma osobliwosé izolowana
w zg. Wtedy
i) [ ma pozorna o0sobliwosé w zy < istnieje lim f(z) € C;
zZ—2Zz0
i) f ma biegun w zo < lim f(2) = oo (tzn. lim |f(2)| = c0);
zZ—20 Z— 20

iii) f ma istotna osobliwosé w zy < nie istnieje lim f(z) (ani z C ani o).
z2—20

Dowdd. i) Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 12.1 (a nawet Twierdzen 4.1
i 6.1).

ii) Z (12.2) wynika =, natomiast < wnioskujemy z i) (f nie ma pozornej oso-
bliwosci) i Twierdzenia 12.2 (f nie ma istotnej osobliwosci).

iii) Natychmiastowa konsekwencja i) oraz ii). [

13. Twierdzenie o residuach

Niech f bedzie funkcja holomorficzna posiadajaca osobliwo$é¢ izolowana w zg.
W pewnym otoczeniu zp mamy rozwiniecie f w szereg Laurenta (12.1), ktéry jest
jednostajnie zbiezny na 0K (zp,r) dla 7 > 0 odp. matego. Mamy wtedy

(13.1) /aK(zo,r) f(z)dz = Z an/a (z — 20)"dz = 2mia_;.

n——o00 K(z0,r)

Liczbe a_1 z rozwiniecia (12.1) nazywamy residuum funkeji f w punkcie zg i oz
naczamy res ., f.

Skonstruowaé funkcje f € O(C\ {0,1}) majaca istotna osobliwo$¢ w

0, biegun rzedu 2 w 1 oraz taka, ze res; f = 3.

Przypusémy, ze f ma w zg biegun rzedu m. Wtedy

D S L C)

(z—20)™ (2 —2z)" " (z—20)™’

gdzie funkcja
h(z) =a—m + a—ms1(z — 20) + ...

jest holomorficzna w otoczeniu zg. Ze wzoru Taylora otrzymamy

h(k)
am+k:k('20), k:zO,l,
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Dla k£ = m — 1 dostaniemy nastepujacy rezultat, ktéry jest podstawowym narze-
dziem przy obliczaniu residuéw w przypadku biegundw:

Propozycja 13.1. Jezeli funkcja holomorficzna f ma biequn rzedu m w zg, to

1 d m—1 .
res ., f = =1 <dz> ((z = 20)"f(2)) . O

zZ=Zz0

Sformulujemy teraz i udowodnimy twierdzenie o residuach:

Twierdzenie 13.2. Niech I' bedzie cyklem homologicznym zeru w obszarze €.
Zatoimy, Ze z1,...,2z, € Q\T (z; £ zp dlaj #1)ize feOQ\{z,...,2}).
Wtedy

k
/ f(2)dz = 2mi ZIHdF(Z]') res ., f.
r =

Dowdd. Zmajdziemy r > 0 takie, ze K (z;,7)NK(z,7) =0 dla j # | oraz K(z;,7)N
=40,751=1,..., k. Zastosujemy Twierdzenie 10.2 dla cyklu

k
f =1 — Zlndp(zj) aK(Zj,T)
j=1

i obszaru Q\ {z1,..., 2z }. Spehiony jest warunek iii), zatem z ii)

K(Zjvr)

0= /F F(2)ds = /F f(z)dz—jilndp(zj) /8 F(2)dz

i wystarczy skorzysta¢ z (13.1). O

13a. Obliczanie pewnych calek rzeczywistych

Twierdzenie o residuach pozwala obliczy¢ wiele rzeczywistych calek okreslonych.
Ponizej przedstawimy kilka rodzajow takich calek. Bedzie to stuzylo przede wszyst-
kim zaprezentowaniu mozliwych metod zastosowania twierdzenia o residuach, z cata
pewnoscia ponizsza lista nie wyczerpuje przypadkéw, gdzie mozna je uzyc¢.

I) Calki postaci
2m

R(cost,sint)dt,
0
gdzie R jest funkcja wymierna (czyli R = P/Q, gdzie P i Q) sa wielomianami dwéch
zmiennych; wielomian ¢ w tym przypadku nie moze mieé zer na rzeczywistym
okregu jednostkowym). Podstawiajac z = €'’ otrzymamy

z+7Z _ z+1/z
2 2
z—z z-1/z

sint=Imz = — =
21 21

cost = Rez =
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oraz dz = ie'dt = izdt. Mamy wiec

2m
1 -1 d ~
/ R(cost,sint)dt = / R <Z+ /Z, & /Z> G / R(z)dz,
0 DK (0,1) 2 2 iz Jar(0,1)

gdzie R jest funkcja wymierna, nie majaca osobliwosci na 9K (0,1).

27

-2

" .. sin“t T
[Gwiczenie| Pokazaé, e / st g T
o O9+4cost 4

IT) Calki postaci
/OO

gdzie P, sa wielomianami rzeczywistymi takimi, ze Q # 0 na R oraz deg@Q >
deg P + 2 (mamy wtedy pewnosé, ze funkcja P/Q jest sumowalna na R). Dla
R > 0 przez C}, = {z € OK(0,R) : Imz > 0} oznaczmy gérna polowe okregu
0K (0, R) (o poczatku w R i koricu w —R). Dla R odp. duzego wielomian Q)(z) nie
ma zer na 0K (0, R) oraz

P(x)
Q) ™

P(z2) "

S CRdegP—degQﬂ.R _ 07
ct Q(z)

gdy R — oco. Mamy wiec

* P P

/ (z) dr = lim / (2) dz
—oo Q(7) R—oo JI_R,R]+C}; Q(z)
co tatwo policzymy przy pomocy twierdzenia o residuach.

; oo *  dx T
Pokazat, ze | ——— = —=.
e P

IIT) Calki postaci

(13.2) /_ h P(g)(;(;sx da, /_ - P(g)(ii)nx dz,

gdzie P, Q) sa wielomianami rzeczywistymi. Jezeli (Q # 0 na R oraz deg @@ > deg P+

2, to funkcje podcatkowe w (13.2) sa sumowalne. Zauwazmy, ze calki (13.2) sa,
odpowiednio, czecia rzeczywista i urojona catki

[ e

W dodatku, dzieki temu, ze |e*| < 1, gdy Im z > 0, mamy

P(2)e*

< CRdegP—degQﬂ_R =0
ot (2)

(13.3) dz
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(zauwazmy, ze nie moglibySmy powtérzyé¢ tego rozumowania, gdybysmy zamiast
e'* wzieli funkcje, odpowiednio, cos z i sin z). Podobnie jak poprzednio wystarczy
teraz skorzystaé z twierdzenia o residuach catkujac funkcje P(z)e'* /Q(z) po brzegu

odp. pdétkota biorac czesci rzeczywiste i urojone.
o0
" .. cos(3x T
Polaza, ze | S0 4= T
0 X +4 4e

Jezeli wielomiany P, Q) sa takie, ze @ # 0 na R i deg@ = deg P + 1, to mozna
pokazad, ze funkcje podcatkowe w (13.2) nie sa sumowalne na R. Pokazemy jednak,
ze w tym wypadku istnieja wartosci gléwne calek (13.2) (jezeli istnieje granica

lim / f(z)dz,

b —bt

to nazywamy ja wartoscia gtéwna caltki ff f(z)dz i oznaczamy takze f; f(z)dz).
Powtarzamy poprzednie rozumowanie korzystajac z nastepujacego lematu Jordana;
dostaniemy ponownie formule (13.4).

Lemat 13.3. JezZeli wielomiany P, Q sa takie ze deg@Q > deg P + 1, to

lim % z=0.
R—o0 C’;; (Z)

Dowdd. Bedziemy szacowaé troche dokladniej niz w (13.3). Dla z = x + iy € CE
i R odp. duzego mamy |P(z)/Q(z)| < C/R oraz |e*| = e~¥. Parametryzujac C};
przez Re' t € [0, 7], otrzymamy

P 12

Pz)e
ot Q(z)
Teza lematu wynika teraz np. z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczo-
nej. O

Udowodnié¢ zbieznosé prawej strony (13.5) do 0 bez stosowania twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej: korzystajac z tego, ze —sint < —2t/w
dla t € [0, 7/2], pokazaé, ze

(13.5)

< C/ﬂ— e_RSintdt.
0

/ﬂ- e—Rsintdt < Wi
0 R

Mozemy obliczy¢ wartosci gtéwne catek (13.2) dla wielomianéw rzeczywistych
P, Q takich, ze deg@ > deg P + 1 dopuszczajac dodatkowo mozliwo$é zerowania
sie wielomianu @ na R (przez warto$é¢ gléwna takiej catki rozumiemy granice calek
po skoriczonej sumie odpowiednich przedzialéw zwartych). Mozemy to zrobié¢ w
przypadku, gdy funkcja Q(z) ma pojedyncze zera na R. Wynika to z nastepujacego
lematu:

Lemat 13.4. Zatozmy, Ze funkcja holomorficzna f ma prosty biegun w zg © Ze
0<a<B<2r. Dlar >0 niech v,.(t) = zg +ret, a <t < 3. Wtedy

lim / f(z)dz =i(0 — a)res ., f.

r—0+
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Dowdd. Zmajdziemy funkcje holomorficzna g w otoczeniu zg taka, ze

ai

f(z) = +4'(2).

zZ— 20

Wtedy dla r > 0 odp. malego mamy
f(2)dz =i(8 — a)a_y + g(zo + 7€) — g(z0 + re'®)
’77‘
i przy r — 0 dostaniemy to co trzeba. [

o
" .. L T sin(2z
Pokazaé, ze (warto$¢ gtéwna) / 2(1) dx = mcos2.
x J—

— 00

IV) Calki postaci

(13.6) /OOO xf&;) dz,

gdzie 0 < a < 1, zad P, sa wielomianami rzeczywistymi takimi, ze deg@ >
deg P + 1 oraz @ # 0 na [0,00). Przy takich zalozeniach funkcja podcatkowa jest
sumowalna na (0, 00). Rozpatrzmy funkcje

g(z) . 0 _ galogz _ a(log|z|+iargz) _ ‘z‘aeiaargz.

Wybieramy argument z z przedziatu (0,2m), tak, ze ¢ € O(C\ [0,00)). Dla z €
(0, 00) mamy

g (z): = lim g(z +iy) = a°,
y—0F
g (z): = lim g(z +iy) = ¥z,
y—0~
Mozna pokazaé , ze przy powyzszych zalozeniach mamy
P P
lim - (2) dz = lim - (2) dz = 0.
R—00 Jor (z0,r) 2°Q(2) r—0+ Jog (z0,r) 2@ (2)

Catkujac funkcje P(z)/(2Q(z)) po cyklu 0K (0, R) +[R,r] — 0K (0,7)+ [r, R], przy
czym rozpatrujemy wartosci ¢~ na [R,r] oraz gt na [r, R], obliczymy (13.6).

o ]
2 ;. x ™
Pokazat, e | YT dp= T
o z+1 V2

Podobnie jak poprzednio, korzystajac z Lematu 13.4, mozemy takze policzy¢
warto$¢ gléwna calki (13.6), jezeli Q ma pojedyncze zera na (0, c0).

o ¢]
2 ;. T ™
Cwiczenie | Pokazaé, ze / \Fl dx = 5
0 _

xr2

Przy pomocy twierdzenia o residuach mozna policzy¢é wiele innych rodzajow
calek okreslonych.
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Calkujac po odpowiednio zmodyfikowanym brzegu pétkola K (0, R) N

{Rez > 0} pokazaé, ze
/°° log = p 2
r=——.
0 x2 -1 4

Catkujac funkcje e®* /(1 + e*) po brzegu prostokata o wierzchotkach w

+R, R + 27mi pokazaé, ze

oo ax
/ ¢ dr=—T" 0<a<l
oo L te” sin(a)

Pokaza, e

o0 eaT
/ dx = mcot(ar), 0<a<l.
1—e”

— 00

Catkujac funkcje 1/(1+ 23) po brzegu zbioru {pe’ : 0 <t < 27/3, 0 <

p < R} pokazaé, ze

1+23 9

/°° dz 2vV/3
0

14. Lokalizowanie zer funkcji holomorficznych

Przedstawimy teraz pewne ogoélne wlasnoéci funkcji holomorficznych, ktére moz-
na udowodnié¢ przy pomocy twierdzenia o residuach. Pierwsza z nich bedzie zasada
argumentu, ktéra pozwala lokalizowaé zera oraz bieguny funkcji holomorficznych.
Przed jej sformutowaniem jedna uwaga techniczna: jezeli I' = v; + -+ + % jest
tancuchem, a f funkcja holomorficzna w otoczeniu I'*, to przez f o I' rozumiemy
tancuch f oy + -+ 4+ f ovg. Jest oczywiste, ze jezeli I' jest cyklem, to jest nim
takze fol.

Wprowadzamy jeszcze jedna definicje: funkcje f nazywamy meromorficzna w
obszarze (2, jezeli istnieje zbiér dyskretny A C € taki, ze f jest holomorficzna w
0\ A oraz w kazdym punkcie A funkcja f ma albo biegun albo pozorna osobliwosé.

Twierdzenie 14.1. Zatozmy, ze D jest ograniczonym obszarem w C takim, zZe
0D = T dla pewnego cyklu takiego, Ze Indr(z) = 1 dla z € D. Niech f bedzie
funkcja meromorficzng w otoczeniu D nie majaca zer ani bieqgunow na 0D. Wtedy

Indsor(0) = Z — B,

gdzie Z oznacza liczbe zer funkcji f w D liczonych razem z krotno$ciami, natomiast
B sume rzedow wszystkich biegunow funkcji f w D.

Dowdd. Zauwazmy, ze (podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 10.8)

Ind for (0) = % /F J} ’((g)) dc.
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Do obliczenia tej catki wykorzystamy twierdzenie o residuach. Zauwazmy, ze funk-
cja podcatkowa f’/f ma osobliwosci dokladnie tam, gdzie f ma zera lub bieguny.
Jezeli f ma w zy zero krotnosci m, to, zapisujac f(z) = (z — 29)""h(z), gdzie
h(z0) # 0, mamy
"(z m h(z
/') L)

fz) 2=z D(2)’

a zatem res ., (f'/f) = m. Powyzsze rozumowanie dziala takze, gdy m jest ujemna
liczba calkowita. Oznacza to, ze jezeli f ma w 2o biegun rzedu k, to res ,, (f'/f) =
—k. Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia o residuach. [J

Przyktad. Szukamy ile pierwiastkéw w pélplaszczyznie {Rez > 0} ma wielomian
P(2) := 2 +22% + 322 + 2 + 2. Dla R odp. duzego badamy ile razy obraz przez P
brzegu pétkola {|z| < R, Rez > 0}. Dla t € R mamy

P(it) = t* — 3t* + 2 +it(1 — 2t?).

Sprawdzamy najpierw kiedy P(it), gdy t przechodzi od R do — R, przecina pélosie,
dostaniemy nastepujaca tabele:

t Re P(it) Im P(it)

R +oF -
V2 0 +

1 0 +
V2/2 + 0
0 + 0
—V2/2 + 0
-1 0 —
—V2 0 —
~R + -

Pierwsza i ostatnia linia oznaczaja, ze cze$é¢ rzeczywista jest znacznie wieksza niz
czesé urojona, tzn. argument P(iR) dazy do 0, gdy R — +00. Z powyzszego za-
chowania sie krzywej P(it) wnioskujemy, ze ,,przychodzi z kierunku wschodniego i
tam wraca” nie obracajac sie przy tym wokét zera. Poniewaz dla duzych z wielo-
mian P(z) zachowuje sie jak czesé wiodaca z?, ktéra dla z = Re®, 0 < t < T,
obraca sie dwa razy wokét zera, wnioskujemy, ze w rozpatrywanym obszarze P
ma dwa pierwiastki (liczone z krotnosciami). Pozostaje jeszcze pytanie czy istnieje
pierwiastek podwdjny? Jezeli tak, to spelnia on uktad réwnan

224223 43224242=0
423 4622 +62+1=0,

ktory, jak mozna pokazaé , nie ma rozwiazan.
Znalezé liczbe pierwiastkéw wielomianu 22% + 23 — 522 + 2z + 2 w pél-

plaszczyznie {Re z < 0}.
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Twierdzenie 14.2. (Rouché, 1862) Niech D bedzie ograniczonym obszarem w C.
Zalézimy, zZe f,g sa funkcjami holomorficznymi w D, ciaglymi na D i takimi, Ze
lg| < |f| na dD. Wtedy f i f+ g maja tyle samo zer w D liczonych z krotnosciami.

Dowdd. Dzieki Lematowi 10.3 mozemy zalozy¢, ze D jest jak w Twierdzeniu 14.1,
natomiast f i g sa holomorficzne w otoczeniu D. Dla ¢ € [0, 1] na I'* = D mamy
[ +tg] > | £ — tlg] > 0. Fumkeja
L[ (9 +tg'(Q)
0,1] 3¢t +— Ind O(Oz,/dCGZ,
oY tr0er O = 5 1 FO + 19(0)

jest wiec ciagta, musi by¢ zatem stata. Dla t = 0it¢t = 1 z zasady argumentu
dostaniemy teze. [

Znalez¢ liczbe pierwiastkéw wielomianu 2% + 422 — 1 w kole K (0, 1).

Korzystajac z twierdzenia Rouchégo mozna podaé¢ kolejny dowdd zasadniczego
twierdzenia algebry: jezeli P(z) = ap+ajz+- - +a,2", a, # 0,n > 1, jest wielomia-
nem zespolonym, to znajdziemy R > 0 takie, ze |ag+aiz+---+a,_12"" 1 < |a,|R"
dla z € 0K (0, R). Wnioskujemy, ze P ma w K (0, R) tyle samo zer liczonych z
krotnosciami co a,z", czyli n.

Mozemy teraz opisaé¢ topologiczne zachowanie sie funkcji holomorficznych w
poblizu zera krotnosci m:

Twierdzenie 14.3. JeZeli funkcja holomorficzna f ma w zg zero krotnosci m, to
istnieje otoczeniu U punktu zy takie, ze odwzorowanie f jest m-krotne na U \ {zo}
(tzn. dla kaidego w € f(U)\ {0}) zbidr f~1(w) N (U \ {20}) jest m-elementowy).

Dowdd. Zapiszmy f(z) = am(z — 20)™ + g(z), gdzie a,, # 0, za$ g jest funkcja
holomorficzna w otoczeniu 2y taka, ze |g(z)] < Clz — 2|™™. Dla r > 0 odp.
malego mamy p := |a,,|r™ — Cr™*! > 0. Dla w € K(0, p) mamy

l9(2) —w| < Cr"™™ 4 p = lam(z — 20)™|, 2 € 0K (z0,7),

a wiec z twierdzenia Rouchégo wynika, ze funkcja f — w ma w K(zo,7) m zer
liczonych z krotnosciami. Jezeli ktére$ z tych zer nie jest pojedyncze, to mamy
w nim f’ = 0. Dla r > 0 odp. malego mamy jednak f’ # 0 na K(zo,7) \ {20}
(bo inaczej z zasady identycznosci funkcja f bylaby stala, co jest niemozliwe w
naszym przypadku), czyli tam wszystkie zera musza by¢ pojedyncze. Bierzemy
wtedy U := f~1(K(0,p)) N K(z0,7). O

15. Odwzorowania konforemne

Niech D bedzie obszarem w C. Odwzorowanie f : D — C nazywamy lokalnie
konforemnym, jezeli f jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C' oraz f zachowuje
katy oraz orientacje, tzn. jezeli 1,72 : (—¢,e) — D sa krzywymi klasy C! takimi,
ze 11(0) = 72(0), 71 # 0, 74 # 0, to kat zorientowany pomiedzy wektorami +;(0)
a v5(0) jest réwny katowi zorientowanemu pomiedzy wektorami (f o~1)’(0) a (f o
72)"(0).
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Propozycja 15.1. Dla odwzorowania f : D — C NWSR
i) [ jest lokalnie konforemne;
i) f € O(D), ' #0;
iii) f € O(D), f jest lokalnie jednokrotne.

Dowdd. ii)<iii) wynika natychmiast z Propozycji 2.4 i Twierdzenia 14.3.
i)<ii) Przypomnijmy (zob. (2.7)), ze dla dowolnej krzywej v mamy

- gic(’y((])) 7' (0) + g‘ﬁ(v(O)) 7' (0).

(f ©7)(0)

Zachowywanie katéw zorientowanych jest wiec réwnowazne temu, ze

71(0) f2(20)71(0) + fz(20)71(0)

S50 " o) (0) + F(20)25(0)

gdzie v1(0) = v2(0) = zo. Jezeli wiec f jest funkcja holomorficzna taka, ze f' =
Of 0z # 0, to f jest lokalnym dyfeomorfizmem (bo Jac f = |f'|?) oraz zachowuje
katy i orientacje.

7 drugiej strony, jezeli rozpatrzymy krzywe postaci vy (t) = zo + €'t dla ustalo-
nego zg € D i dowolnego 9 € R, to

/
0 .
’77/9( ) — argezﬂ’

’YO(O)

arg

natomiast . ,

(foy9)(0) _  [fo(z0)e™ + fx(z0)e™™

(Fo)©  ° L)+ (o)

Jezeli wiec f jest odwzorowaniem lokalnie konforemnym, to w szczegdlnosci dla
kazdego ¥ € R argument liczby f.(z0) + f=(20)e™ 2" bylby niezalezny od 4, a jest
to mozliwe tylko wtedy, gdy fz(z0) =0. O

arg

Odwzorowanie f : D — G, gdzie D, G sa obszarami w C, nazywamy konforem-
nym (lub tez biholomorficznym), jezeli f jest holomorficzna bijekcja. Z Propo-
zycji 15.1 wynika, ze wtedy f jest w szczegdlnosci lokalnie konforemne, za$ dzieki
Propozycji 2.4 odwzorowanie f~1 jest takze konforemne. Dwa obszary nazywamy
konforemnymi, jezeli istnieje odwzorowanie konforemne pomiedzy nimi. Zauwazmy,
ze kazde odwzorowanie holomorficzne jednokrotne f jest odwzorowaniem konforem-
nym na obraz.

Przyktad. Plaszczyzna zespolona C nie jest obszarem konforemnym z A - jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Liouville’a.

Odwzorowanie konforemne f : D — D nazywamy automorfizmem obszaru D,
przez Aut (D) oznaczamy zbiér wszystkich automorfizméw obszaru D. Ma on
strukture grupy (wzgledem skladania odwzorowan). Zauwazmy, ze jezeli obszary
D i G sa konforemne, to grupy Aut (D) i Aut (G) sa izomorficzne: jezeli f : D — G
jest odwzorowaniem konforemnym, to odwzorowanie

Aut (D)3 g+ fogo f e Aut(G)

jest izomorfizmem.
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Opiszemy teraz dokladnie automorfizmy A oraz C:

zZ—aQa

Twierdzenie 15.2. Aut(A) = {)\ :ANaeC A =1,lal < 1}.

1—az
Dowdd. W celu wykazania O mozemy zalozy¢, ze A = 1. Dla a € A oznaczmy

zZ—Qa

T.(z)

T 1-az
Zauwazmy, ze
1 —az|* =z —af* = (1 —|al*)(1 - [2*),
skad wynika, ze T,(A) C A. Latwo sprawdzi¢, ze T_, jest odwzorowaniem odwrot-
nym do 7T,, skad wynika, ze T, € Aut (A).
W celu wykazania C skorzystamy z lematu Schwarza (1884):

Lemat 15.3. Jezeli f € O(A, A) jest takie, ze f(0) =0, to
[f() <zl z€A, oraz [f(0) < 1.

Co wiecej, jezeli | f(z0)| = |z0] dla pewnego zg € Ay lub |f'(0)| =1, to f jest postaci
f(z) = Az, gdzie |\| = 1, tzn. f jest obrotem.

Dowdd. Funkcja
= o), a0

jest holomorficzna w A. Dla r € (0,1) mamy |g(2)| < 1/r, jezeli |z| = r. Z zasady
maksimum wynika zatem, ze |g(z)| < 1/r, gdy |z| < r, otrzymamy wiec, ze |g| < 1
w A. To pokazuje pierwsza czes¢ lematu. Druga cze$é wynika z tego, ze jezeli
lg(z0)| = 1 dla pewnego zp € A, to funkcja g jest stata. O

Koniec dowodu Twierdzenia 15.2. Niech f € Aut (A). Odwzorowanie fi=foT, €
Aut (A) spelnia f(O) =0, jezelia = —f~1(0). Z lematu Schwarza (lub z nieréwnosci
Cauchy’ego) wynika, ze |f/(0)] < 1. Z drugiej strony, 1 > |(f~1)(0)| = 1/|(0)],
a wiec ]J?’(O)] = 1. Korzystajac z ostatniej czesci lematu Schwarza znajdziemy A,

Al =1, takie, ze f(¢) =A(, ¢ € A. Stad f=\T_,. O
Propozycja 15.4. Aut(C) ={az+b:a € C,,be C}.

Dowdd. D jest oczywiste. Jezeli f € Aut (C), to f ma osobliwosé¢ izolowana w oo,
z Twierdzenia 12.2 wynika, Ze nie jest to osobliwo$é¢ istotna (bo f jest bijekcja).
Funkcja f musi wiec byé¢ wielomianem, jezeli stopien tego wielomianu bytby rézny
od 1, to f nie byloby bijekcja. [

Pokazaé, ze dla kazdych par réznych punktéw z1, zo oraz wy,ws w C
(21 # z2, w1 # wo) istnieje dokladnie jedno f € Aut(C) takie, ze f(z;) = wj,
j=1,2.

Podstawowym rezultatem w teorii odwzorowan konforemnych jest nastepujace

twierdzenie Riemanna (1851 - pierwsze precyzyjne dowody podali Koebe i Poincaré
na poczatku XX w.). Podamy je bez dowodu:

Twierdzenie 15.5. Kazdy obszar jednospojny w C, z wyjatkiem calej plaszczyzny,
jest konforemny z dyskiem jednostkowym A.
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16. Sfera Riemanna

Sfera Riemanna P := C U {oco} to przestrzen topologiczna bedaca uzwarceniem
C. Jezeli Q jest obszarem w P, to mozemy mowi¢ o funkcjach holomorficznych
na : funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu oo, jezeli funkcja ¢ — f(1/¢) jest
holomorficzna w otoczeniu 0. Mozemy takze méwi¢ o funkcjach holomorficznych
Q — P: wprzypadku, gdy f(z0) = o0, to zadamy by funkcja 1/ f byla holomorficzna
w otoczeniu zg. Dla obszaréw D, G C P odwzorowania konforemne i automorfizmy
definiujemy oczywiscie tak jak poprzednio.

Propozycja 16.1. i) O(Q,P) = {funkcje meromorficzne na Q};
ii) O(C) N O(P,P) = {wielomiany};
iii) O(P,P) \ {oo} = {funkcje wymierne}.

Dowdd. i) Spelianie przez funkcje f jakiegokolwiek z tych dwéch warunkéw oz-
nacza, ze w otoczeniu kazdego punktu f lub 1/f jest holomorficzna.

ii) Jesli funkcja calkowita ma nie jest wielomianem, to w co ma istotna osobli-
wos€.

iii) Niech f = P/Q bedzie funkcja wymierna, gdzie P,(Q sa wielomianami bez
wspdlnego dzielnika (czyli ich zbiory zer sa roztaczne). Jest oczywiste, ze f[c\g-1(0)
jest funkcja holomorficzna, przedtuzajaca sie do odwzorowania ciagtego P — P. Z
twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwosci wynika wiec, ze f € O(P,P).

Zatézmy z kolei, ze f € O(P,P), f # const. Wtedy zbiér f~1(c0) jest skoficzony
(bo gdyby nie byl, to ze zwartosci P mialby punkt skupienia, wiec z zasady iden-
tycznosci wynikaloby, ze f = const). Stosujac zmiane zmiennych w P postaci
2 = 1/(z — 2), gdzie zg ¢ f~!(c0), bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
zbiér f~1(c0) = {z1,...,2,} nie zawiera co. Wtedy funkcja flevgz,.zny Jest
holomorficzna oraz z ciaglodci f na P oczywiscie mamy lim f(z) = oo, czyli f ma

Z—Zj

bieguny w 21, ..., 2,. Istnieja zatem liczby naturalne mg,...,m, takie, ze
Pz)=(z—21)" ...(2— 2,)"" f(2) € O(C).
Co wiecej, lim P(z) = oo (bo f(00) # 00), czyli P jest wiclomianem. [

az+b
cz+d

Propozycja 16.2. Aut (P) = { ta,b,c,d € C,ad — be # O}.

Dowdd. Niech a,b,c,d € C beda takie, ze ad — be # 0. Jezeli ¢ # 0, to

az+b a ad — be
16.1 L
(16.1) cz+d ¢ clez+d)’

skad tatwo wynika D (jezeli ¢ = 0, to mamy odwzorowanie liniowe). Dla f € Aut (P)

korzystamy z Propozycji 15.4: jezeli f(oco) = oo, to flc € Aut(C), jezeli zas
f(o0) € C to odwzorowanie

Cozr— ————F—¢€C

f(z) = f(o0)

jest liniowe dzieki Propozycji 16.1.ii, skad otrzymujemy C. [
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Pokaza¢, ze dla kazdej pary trdjek réznych punktéw zi, 29,23 oraz
w1, wa, w3 z P istnieje dokladnie jedno f € Aut (P) takie, ze f(z;) =w;, j =1,2,3.

Elementy Aut (P) nazywamy homografiami. Z (16.1) wynika, ze kazda homo-
grafia jest zlozeniem odwzorowan liniowych i odwzorowania z — 1/z. Dzieki temu

mozna pokazaé, ze ()

i) kazda homografia przeksztalca okrag w P (tj. okrag lub prosta w C) w okrag
w P;
ii) kazda homografia zachowuje dwustosunek kazdej czworki punktéw:

(21 — 22)(23 — 24)
(21 — 24) (23 — 22)

Znalez¢ odwzorowanie konforemne A — H, gdzie H := {Imz > 0}.

Pokazaé, ze Aut (H) = {az 0

) 21,22, %3, %4 cP.

(Zl7 22,23, 24) =

cz+d
grupa Aut (A) jest izomorficzna z grupa PSL(R, 2).

i) Pokazaé, ze wszystkie inwolucje (tj. elementy f # id takie, ze
f? =id) grupy Aut (A) sa postaci =, a€A.

ii) Wykazaé, ze inwolucje w Aut (A) nigdy nie sa przemienne ze soba.

iii) Pokazaé, ze wszystkie inwolucje grupy Aut (C) sa postaci —z + b, b € C i ze
nigdy nie sa one przemienne ze soba.

iv) Udowodnié¢, ze iloczyny dwéch inwolucji w Aut (C) sa zawsze przemienne,
natomiast w Aut (A) zwykle nie sa.

v) W grupie Aut (P) znalezé przemienne inwolucje. Wywnioskowaé, ze zadna

para z grup Aut (A), Aut (C) i Aut (P) nie jest izomorficzna (w sensie teorii grup).

ta,b,e,d € Ryad — be > O}. Wywnioskowaé, ze

17. Funkcje harmoniczne

Funkcje h : @ — R (2 C C) nazywamy harmoniczna, jezeli h jest klasy C? oraz
0*h  9%h

Ah:=—+ — =
0x? + 0y?

Zbiér funkcji harmonicznych w Q oznaczamy H(2). Mozna tatwo sprawdzié, ze

( Cwiczenie )

0.

82
N 48282'
Korzystajac z tego (i odpowiednika (2.7)) dostaniemy nastepujace zwiazki funkeji
harmonicznych z holomorficznymi:
Propozycja 17.1. i) f € O(Q,Q), h € H(Q) = ho f € H(Q);
ii) f € O(Q) = Ref, Imf e H(Q).
iwi) feOQ),f#0 = log|fl e H(Q). O

Lokalnie zachodzi réwniez rezultat odwrotny do ii):

A

Twierdzenie 17.2. Jezeli u jest funkcja harmoniczng w kole otwartym, to znaj-
dziemy w nim funkcje holomorficzng f taka, Ze uw = Re f. Jest ona jednoznacznie
wyznaczona z doktadnos$cia do statej.
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Dowdd. Zauwazmy, ze jezeli funkcja f = u + iv bylaby holomorficzna, to z réwnan
Cauchy’ego-Riemanna mielibySmy f' = wu, + iv, = uy — fu,. Jezeli teraz u
jest harmoniczna, to funkcja g := u, — iu, jest holomorficzna (bo spelnione sa
réwnania Cauchy’ego-Riemanna), wiec w kole (ktéry jest obszarem gwiazdzistym)
ma pierwotna f = u +iv. Mamy g = f' = Uy + v, = Uy — iUy, czyli uy = Uy,
Uy = Uy. Stad © = u + const i mozemy zalozy¢, ze u = u. Podobne rozumowanie
pokazuje takze, ze f jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscia do stalej. O

7 twierdzenia Riemanna wynika, ze w Twierdzeniu 17.2 moglibysmy wzia¢ do-
wolny obszar jednospdjny.

Whniosek 17.3. Funkcje harmoniczne sq klasy C*°. [

Funkcje harmoniczne u, v nazywamy sprzezonymi, jezeli u + v jest funkcja holo-
morficzna.

Przyktad. Funkcja log |z| jest harmoniczna w C,. W C\ (—o0, 0] funkcja do niej
sprzezona jest Argz, ktorej jednak nie mozna ciagle przedtuzyé¢ na C.. Pokazuje
to, ze funkcja log |z| nie ma funkcji sprzezonej w C,.

Znalez¢ funkcje sprzezona do funkceji 2 — 3zy? — 22 + y? + x.

Jezeli u,v sa sprzezonymi funkcjami harmonicznymi, to z réwnan Cauchy’ego-
Riemanna natychmiast wynika, ze u,v, + uyv, = 0. Oznacza to, ze gradienty
obu funkcji w danym punkcie sa do siebie prostopadle, skad wnioskujemy, ze w
przypadku generycznym (gdy te gradienty nie znikaja) krzywe poziomicowe funkeji
sprzezonych przecinaja sie pod katem prostym.

Przypuéémy teraz, ze h jest funkcja harmoniczna w otoczeniu kota K(zg,7).
Dzieki Twierdzeniu 17.2 znajdziemy funkcje holomorficzna f w otoczeniu K (2o, 7)
taka, ze h = Re f. 7 twierdzenia o wartosci éredniej dla funkcji holomorficznych

manmy
1 27

f(20) f(zo + ret)dt.

2m Jo
Biorac czesci rzeczywiste dostaniemy twierdzenie o wartosci $redniej dla funkcji
harmonicznych:

Twierdzenie 17.4. Jezeli h jest funkcja harmoniczng w otoczeniu K (zg,7), to

1 2

h(zp) = h(zg + ret)dt. O

2 Jy

Udowodnimy teraz zasade maksimum dla funkcji harmonicznych:

Twierdzenie 17.5. Jezeli h € H(Q) osiaga maksimum lokalne w obszarze S, to h
jest stata.

Dowdd. Zalézmy, ze h ma maksimum lokalne w zg. Podobnie jak w dowodzie
Twierdzenia 6.3, korzystajac z Twierdzenia 17.4, tatwo pokazujemy, ze funkcja h
jest stala na K(z9,7) dla pewnego r > 0. Potézmy ' := int{h = h(zg)}. Zbiér
Q' jest wiec niepusty, otwarty, trzeba jeszcze pokazaé, ze jest domkniety. Jezeli
Z €V, tow kole K(2,7) C Q mamy h = Ref dla pewnego f € O(K(z,7)).
Poniewaz Re f jest stala w niepustym zbiorze otwartym Q' N K(Z,r), to f jest
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réwniez stala w pewnej (niepustej) sktadowej tego zbioru, a z zasady identycznosci
dla funkcji holomorficznych, takze na calym K (z,7). Wnioskujemy, ze z € '. O

Korzystajac z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych mozna pokazaé, ze
pierscienie w C sa konforemne wtedy i tylko wtedy, gdy sa liniowo izomorficzne (fakt
ten podamy bez dowodu). Pokazuje to, ze odpowiednik twierdzenia Riemanna nie
zachodzi dla obszaréw wielospdjnych, tzn. konforemnosé nie jest w tym wypadku
réwnowazna homeomorficznosci.

Twierdzenie 17.6. Niech z; € C, 0 < r; < R; < oo, j = 1,2. Piericienie
P(z1,71,Ry1), P(z2,72, R2) sa konforemne wtedy i tylko, gdy Ry/r1 = Ra/T2.

Chcemy teraz znalezé odpowiednik wzoru Cauchy’ego dla funkeji harmonicznych,
tj. wyrazi¢ jej wartosci wewnatrz kota przy pomocy wartosci na brzegu. Przyjmijmy
dla uproszczenia, ze K(z9,7) = A i ze funkcja h jest harmoniczna w otoczeniu A.
Dla a € A funkcja h o T_, jest harmoniczna w otoczeniu A. Dzieki Twierdzeniu
17.4 mamy wiec

1 27 .
h(a) = h(T_,(0)) = — h(T_.(e")) dt.
2 0
Stosujac podstawienie e = T, (e'), tzn. e’ = T, (%), otrzymamy
1 (27 T!(eis) _ 1 27 1= g2 _
h(a) / L,) e’h(e")ds = — ﬁh(e”) ds.
0

" or To(e%) 2 Jo  |e*® —al?

Po podstawieniu z = zg + ra otrzymamy nastepujacy wzor Poissona:

Twierdzenie 17.7. Jezeli h jest funkcja harmoniczna w otoczeniu K (z,7), to

1 2T ,,,_2 _ ’Z . ZO|2 .
h(z) = — — —h ) dt K .
(Z) 27_‘_/0 ’Z — 20 — 7"€lt|2 (ZO +re ) ) z € (ZOaT)

Przy pomocy wzoru Poissona mozemy teraz rozwiazaé problem Dirichleta dla
kota:

Twierdzenie 17.8. Dla ustalonego kola K(zg,r) oraz ¢ € C(OK (zo,r)) poldzmy

1 27 7,,2_‘2_20|2 "
h(z) := 27r/0 (e — o(zo +re’)dt, ze K(zo,r).

Wtedy h jest jedyna funkcja spelniajaca nastepujace wtasnosci:
h € H(K(20,7)) NC(K(20,7)), h = nadK(z,r).

Dowdd. Jednoznacznos$¢ wynika latwo z zasady maksimum zastosowanej dla réznicy
dwéch rozwiazan. Zauwazmy, ze

C+z _ [C2 =12

Re = ,
(—z [¢—=P

¢,zeC, (#2
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skad wynika, ze jadro Poissona
r? — |z — 2)?
|z — 29 — re®t|?

jest funkcja harmonicznag wzgledem z. Stad tatwo wnioskujemy, ze h jest funkcja
harmoniczna w K (z,7). Musimy jeszcze pokazaé, ze

(17.1) lim h(z) =p(w), weIK(z,T).
zE%?;ﬁ,r)

Dla z € K(zp,r) i ustalonego w € 0K (zo,r) mamy (korzystamy z Twierdzenia
17.7dla h=1)

1 [2™ 72— |z — z)? it
h(z) —p(w) = 5~ A P ——T (p(20 + re') — p(w)) dt.

Ustalmy teraz ¢ > 0. Znajdziemy § > 0 takie, ze |¢(z0 + rett) — o(w)| < e,
gdy |20 + re't — w| < §. Mozemy teraz podzieli¢ przedzial [0, 27r] na dwa roztaczne
podzbiory A i B takie, ze |p(20+re’) —p(w)| < e, gdy t € A, oraz |2o+re’ —w| > 4,
gdy t € B. Dla z € 9K (2, ) odp. bliskiego w mamy wtedy

1 27 T2—|Z—Zo‘2

|h(2) — p(w)| < —— A P——T |(o(z0 + re™) — p(w))| dt

()

2 — |z — 29)?

< M -—m——
S 7y P v

gdzie M := maxyg (=) || Stad otrzymamy (17.1). O

18. Iloczyny nieskonczone
Dla ciagu b,, € C méwimy, ze iloczyn [[ 2, by, jest zbiezny, jezeli istnieje granica

N
lim b, € C.

N—oo
n=1

Granice te oznaczamy [[ -, b,. Zbiezno$¢ iloczynu [](1 + a,) ma zwiazek ze
zbieznoscia szeregu > a,. Np. jezeli a,, > 0 dla wszystkich n, to

l+a+-+ay<(14ay)...(1+ay) <entton,

(korzystajac z tego, ze 1 + x < e* dla € R), czyli w tym przypadku zbieznosci te
sa rownowazne.
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W ogélnym przypadku mamy nastepujacy rezultat dotyczacy zbieznosci iloczy-
now nieskonczonych:

Twierdzenie 18.1. Zaldimy, Ze szereq Y a,, jest bezwzglednie zbieiny. Wtedy
i) dloczyn [[(1 + ay,) jest zbieiny;
i) [[1+a,) =0 < 1+a,, =0 dla pewnego nyg.

Dowdd. i) Oznaczmy py = HnNzl(l + an). Zbieznosé ciagu py jest réwnowazna
zbieznodci szeregu » (py — pn—1) (bo sumy czesciowe tego szeregu to doktadnie
ciag py). Mamy

lpn — pn-1] = |an|[pn-1| < lan|(1+|aa]) ... (1 + |an—1])
< ‘GN’€|G«1|+“'+|G«N71|
(18.1) -

o0

< |an| exp (Z ]an\).

n=1

Dostaniemy bezwzgledna zbieznos¢ szeregu > (pn — pn—1).
ii) Implikacja < jest oczywista, natomiast w celu udowodnienia = pokazemy, ze
jezeli m jest takie, ze |a,| < 1 dlan >m, to

H:=]](0+a.) =0,
n=1

skad wynika, ze a,, + 1 = 0 dla pewnego ng < m. Takie m istnieje, gdyz w
szczegolnosei a,, — 0. Mamy wtedy nawet |a,| < A < 1dlan>m. Dla N >m

N
pxl=[H] [T 11 +aul:

n=m-+1

Z koleidlan >m
1+ an| > 1 — |an| > et

—bx T

gdzie b := —A"1log(1 — \) > 0 (z wypukloéci funkcji e~ dostajemy 1 —z > e~°

dla z € [0, A]). Otrzymamy

Ipn| > |Hlexp (=b Y anl).

n=m+1

7 zalozenia mamy py — 0, skad wnioskujemy, ze H = 0. O

Twierdzenie 18.2. Niech f,, bedzie ciqggiem funkcji holomorficznych w obszarze §2
takim, ze szereg > | fn| jest lokalnie ograniczony w ) (tzn. szereq > f, jest lokalnie
bezwzglednie jednostajnie zbiezny). Wtedy

i) I:=[[(1+ fn) € O(Q) (zbieinosé lokalnie jednostajna);

i) I(z0) =0 < fny(20) +1 =0 dla pewnego ny.

Dowdd. i) Oznaczmy Iy := ngl(l + fn). Z (18.1) wynika, ze szereg Y |In —
In_1] jest lokalnie jednostajnie zbiezny w €2, a zatem ciag Iy jest zbiezny lokalnie
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jednostajnie w 2. Z Twierdzenia 6.4 wnioskujemy, ze jego granica jest funkcja
holomorficzna,.
ii) Wynika natychmiast z Twierdzenia 18.1. [

Iloczyny nieskoniczone mozna wykorzysta¢ do konstrukeji funkcji holomorficz-
nych o z gory zadanych zerach. Z zasady identycznoéci wynika, ze zera te nie moga
mieé¢ punktu skupienia. Okazuje sie, ze jest to jedyne ograniczenie:

Twierdzenie 18.3. (Weierstrass, 1876) Niech z, bedzie ciagiem réznych punktow
w obszarze §) bez punktow skupienia w 2. Niech m,, bedzie dowolnym ciagiem liczb
naturalnych. Wtedy istnieje funkcja f € O(Q) taka, Ze z1,zo,... sa wszystkimi
zerami funkcji f o krotnosciach, odpowiednio, my, ma, . ..

Jezeli np. Q =C, z, #0, 2z, — oo (tzn. ciag z, nie ma punktéw skupienia), to
dzieki Twierdzeniu 18.2 iloczyn nieskonczony

()

definiuje funkcje catkowita pod warunkiem, ze
f: L
= lan

czyli jezeli ciag z, dazy odp. szybko do co. W celu pozbycia sie tego dodatkowego
zalozenia trzeba zamieni¢ wyrazenie 1—z/z, na wyrazenie, ktére takze znika dla z =
Zn, ale ktére jest blizej 1 dla z w poblizu z,. Postuza do tego czynniki Weierstrassa

E,(z):=(1—-2)ex z+i+ +£
e P 2 n)’

Lemat 18.4. Jezeli |z| <1 orazn=1,2,..., to

[Ba(z) = 1] < |21,
Dowdd. Mamy
22 z" > -
E,(z) = —2"exp <z+ 0 + o+ n> = —z”ZCjZ],
7=0
gdzie ¢; > 0. Stad wynika, Ze funkcja 1 — E, ma w 0 zero rzedu n + 1 oraz
f(Z) = Zn+1 ZCL] )

gdzie aj = ¢;/(j+n+1) > 0 dla wszystkich j. Wnioskujemy, ze |f(2)| < f(1) =
gdy |z| <1. O
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Wracajac teraz do problemu konstrukcji funkcji catkowitej o zadanych zerach
Zn — 00, zn # 0, mozemy zdefiniowaé

Wtedy z Lematu 18.4 mamy |E,,(z/2,) — 1| < |2/2,|" ", z Twierdzenia 18.2 wynika
wiec, ze powyzszy iloczyn nieskonczony jest lokalnie jednostajnie zbiezny na C oraz,
ze zeruje sie dokladnie w punktach z,, przy czym krotnos$é zera jest taka ile razy
dany punkt pojawia sie w ciagu z,.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ takze w ogdlnym przypadku:

Dowdd Twierdzenia 18.3. Stosujac zmiane zmiennych w P postaci 2z’ = 1/(z — zp),

gdzie zg € Q\ {21, 22, ... } jest ustalone, bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
jest obszarem w P zawierajacym oo, przy czym z, # oo, n = 1,2,... Niech z,, bedzie
ciagiem postaci z1, ..., 21, 22,..., 29, ..., gdzie kazdy z punktéw z, powtarza sie m,,

razy. Niech a,, € 0Q beda takie, ze dist (2,,0) = |z, — a,|. Ciag z, ma punkty
skupienia tylko na 09, ktéry jest zbiorem zwartym w C, a zatem |z, — a,| — 0.

Kladziemy
a Zn — Qn
fG)= 11 B (H) '
n=1 n

() s
z—ap

7 Twierdzenia 18.2 otrzymamy wiec lokalnie jednostajna zbieznosé powyzszego
iloczynu nieskoniczonego w 2\ {oo}. Co wiecej, f jest ograniczone w poblizu oo,
a wiec przediuza sie do funkcji holomorficznej w €. 7 Twierdzenia 18.2 wynika
ponadto, ze f nie ma zer poza ciagiem z,, jest takze jasne, ze ich krotnos$é jest
réowna m,,. O

7 Lematu 18.4 mamy

~ n+1
Zn — Qn

Z— ap

Definiujac zbiér funkcji meromorficznych na danym obszarze pokazaliSmy, ze
jest on lokalnie ciatem utamkoéw pierscienia funkcji holomorficznych. Korzystajac z
twierdzenia Weierstrassa mozna latwo pokazaé, ze jest on w istocie ciatem ulamkow:

Twierdzenie 18.5. KaZda funkcje meromorficzna w obszarze ) mozna zapisaé w
postaci f/g, gdzie f,g € O(Q).

Dowdd. Niech h bedzie funkcja meromorficzna w ). Z Twierdzenia 18.3 wynika,
ze istnieje funkcja g € O(Q) taka, ze zbiér zer funkcji g jest taki sam jak zbiér
biegunéw funkcji h, przy czym krotnosci zer sa takie same jak rzedy biegundw.
Jest jasne, ze wtedy funkcja f := gh ma tylko pozorne osobliwosci. [J

19. Funkcja ¢ Riemanna

Kladziemy

(19.1) ((s) =) % s> 1.
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Zauwazmy, ze
czyli

Postepujac podobnie z lewa strona zamiast ((s) otrzymamy

()BT

n#2k
n#3k

Kontynuujac ten proces dla wszystkich liczb pierwszych widzimy, ze prawa strona
dazy do 1, ze zbieznosci szeregu ) p~* (p bedzie zawsze oznaczalo liczby pierwsze)
dla s > 1 otrzymamy wiec nastepujacy rezultat, miedzy innymi dzieki ktéremu
funkcja ¢ jest jednym z gléwnych obiektéw badanych w teorii liczb.

Propozycja 19.1. (Euler, 1748) Dla s > 1 mamy

(19.2) C(ls)—H(l—pls). O

p

Whioskujemy stad w szczegdlnosci, ze szereg Zp 1/p jest rozbiezny.

Chcemy przedtuzyé¢ funkcje ¢ dla zespolonych s. Dla s = o + it mamy |[n™*%| =
n~7, skad wynika, ze szereg > n~* jest bezwzglednie i lokalnie jednostajnie zbiezny
w polplaszczyznie {Re s > 1}. Formula (19.1) dobrze zatem definiuje funkcje ¢ dla
takich s. Mamy takze

1 oo n—+1
C(s) — = Z/ (n™% —2"°%)dx, Res>1,
n=1v"

s—1
n+1 n+1 T
/ (n™% — a2 %)dx 3/ / y 1S dy da

a wiec funkcja ((s) — 1/(s — 1) przedluza sie do funkcji holomorficznej w pélptasz-
czyznie {Res > 0} (dzieki zasadzie identycznosci takie przedtuzenie jest oczywiscie
jednoznaczne). Udowodnilismy wiec nastepujacy fakt:

oraz

— < ’S|nflfa

)

Propozycja 19.2. Funkcje ¢ mozna jednoznacznie przedtuzyé do funkcji holomor-
ficznej w obszarze {Res > 0} \ {1}. W 1 ma ona biegun prosty z residuum réwnym
1. 0O

W rzeczywistoéci mozna pokazaé, ze ( przedtuza sie do funkcji holomorficznej w
C\ {1} z zerami w —2,—4,... (sa to tzw. trywialne zera funkcji ¢). Okazuje sie
wtedy np., ze ((—1) = —1/12, co mozemy zapisaé

1

1+2+43+4 - =——.
+2+3+ -
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Z (19.2) wynika, ze ¢ nie ma zer w zbiorze {Re( > 1}. Hipoteza Riemanna
méwi, ze wszystkie nietrywialne zera funkeji ¢ leza na prostej {Res = 1/2} (mozna
pokazaé, ze sa one symetryczne wzgledem punktu 1/2). Okazuje sie, ze nietrywialne
zera funkcji ¢ maja bardzo bliski zwiazek z rozkladem liczb pierwszych. Niech 7 (z)
oznacza liczbe liczb pierwszych < x. Twierdzenie o liczbach pierwszych mowi, ze

m(x)

1m =
z—oo x/logx

Jego dowdd zostal naszkicowany przez Riemanna w 1859 r. i precyzyjnie udowod-
niony niezaleznie przez Hadamarda i de la Vallée-Poussina w 1896 r. Jednym z
gléwnych krokéw w jego dowodzie jest wykazanie, ze funkcja ¢ nie ma zer na prostej
Re( =1.

Potézmy

xT d ”
o) = [~ s 0 () (Gwesenio))
2 Yy x

log?
Mozna pokazaé, ze jezeli ( nie miatoby zer w {Re s > 0}, gdzie 1/2 < 0 < 1, to
m(z) = li(x) + O(z? log ).
Sama za$ hipoteza Riemanna okazuje si¢ by¢ réwnowazna tozsamosci

7(z) = li(z) + O(V/x log x).

Opisywaloby to wiec rozktad liczb pierwszych w znacznie dokladniejszy sposéb niz
twierdzenie o liczbach pierwszych.

20. Rodziny normalne, iteracja funkcji wymiernych

Dla ustalonego obszaru €2 C P rodzine G C O(€2, P) nazywamy normalna, jezeli z
kazdego ciagu w G mozna wybraé¢ podciag zbiezny lokalnie jednostajnie (w metryce
sferycznej na P) w 2. Mozna pokazaé, ze wlasno$é normalnosci ma charakter czysto
lokalny wzgledem 2 (jezeli rodzina G C O(£2,P) jest lokalnie normalna w €2, to dla
ciagu f, € G i ciagu zbioréw zwartych K; C {2 rosnacego do () znajdziemy podciagi
f,{k zbiezne jednostajnie w K;; stosujac rozumowanie przekatniowe znajdziemy odp.
podciag zbiezny jednostajnie na dowolnym Kj).

Przyktad. Rodzina {2"},>1 C O(C) jest normalna w A oraz w C \ A, ale nie jest
normalna w zadnym obszarze majacym niepuste przeciecie z OA.

Podstawowym rezulatem dotyczacym rodzin normalnych jest nastepujacy fakt
(podamy go bez dowodu):

Twierdzenie 20.1. (Montel, 1912) Rodzina O(2,C\ {0,1}) jest normalna.

Twierdzenie Montela jest glebokim rezultatem, wynika z niego tatwo np. wielkie
twierdzenie Picarda:

Twierdzenie 20.2. (Picard, 1879) Funkcja holomorficzna posiadajaca istotna oso-
bliwo$¢ omija co najwyzej jedng wartosc.
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Dowdéd. Przypusémy, ze funkcja holomorficzna f w {0 < |z — zg| < ¢}, posiadajaca
istotna osobliwossé w zg, omija dwie wartoséci wg # w;. Sktadajac f z odp. funkcja
liniowa mozemy zalozy¢, ze wy = 0, w; = 1. Z twierdzenia Montela wynika,
ze clag fn(z) := f(z/n) jest rodzina normalna. Znajdziemy zatem podciag fy,
albo jednostajnie zbiezny na okregu 0K (zp,e/2) albo jednostajnie rozbiezny do
oo na tym okregu. W pierwszym przypadku f byloby jednostajnie ograniczone
na okregach 0K (zg,e/(2ng)), skad (i z zasady maksimum) wynikaloby, ze funkcja
f jest ograniczona w poblizu zg. W drugim przypadku podobnie dostaliby$my
lim,_,,, f(z) = co. OtrzymalibysSmy wiec, ze zo jest albo osobliwoscia usuwalna
albo biegunem - sprzeczno$é¢. [

Twierdzenie Montela okazuje sie by¢ szczegdlnie przydatne do badania iteracji
funkcji wymiernych. Bedziemy teraz stale zaktadaé, ze R = P/Q jest funkcja
wymierna (ktéra traktujemy jako odwzorowanie holomorficzne P — P), gdzie P, Q
sa wielomianami zespolonymi bez wspdlnych zer. Zakladamy takze, ze d = deg R :=
max{deg P,deg Q} > 2. Oznacza to, ze dla w spoza skorniczonego podzbioru P zbiér
R~1(w) jest doktadnie d-elementowy. Przez R™ = Ro---oR oznaczamy n-ta iteracje
odwzorowania R.

Zbidér Fatou F funkcji R definiujemy jako zbiér wszystkich z € P takich, ze
ciag R" jest rodzina normalna w pewnym otoczeniu z. Dopelnienie zbioru Fatou
J =P\ F to zbidér Julii funkcji R. Oczywscie F jest otwarty, zas J jest zwarty.
Zbiory te zostaly zdefiniowane niezaleznie przez tych dwoch matematykéw w 1918
T.

Przedstawimy teraz bez dowodéw podstawowe wilasnosci zbioru Julii (udowod-
nione niezaleznie przez Fatou i Julia w 1918 r. w ramach konkursu ogloszonego
przez francuska Akademie Nauk).

Twierdzenie 20.3. i) J # 0);
i) R-NT)=JT;
i) Zbior Julii odwzorowania RN, N > 1, jest taki sam jak zbiér Julii R;
) Jezeli J ma niepuste wnetrze, to J = P;
v) Dla kazdego zo € J zbior J,,~, R™"(20) jest gesty w J;
vi) J jest zbiorem doskonalym, tzn. nie zawiera punktéw izolowanych.

Przyjrzymy sie teraz dokladniej przypadkowi, gdy R = P jest wielomianem
(stopnia d > 2):

Twierdzenie 20.4. Dla wielomianu P potozmy
K:={z¢€C: ciag P"(z) jest ograniczony}.

Wtedy IC jest zbiorem zwartym w C, OK = J oraz K jest wypelnionym zbiorem
Julii, tzn. KK =J UU, gdzie U jest suma sktadowych ograniczonych C\ J.

Dowdéd. Znajdziemy r > 01 A > 1 takie, ze |P(z)| > A|z|, gdy |z| > r, a zatem
|P"™(2)] > A"|z|, gdy |z| > rin > 1. Wynika stad, ze £ C K(0,r) oraz

(20.1) C\K=JP({lz] > r}).

n>1

W szczegdlnosci, K jest zwarty. Zauwazmy, ze z € P(K) & z € K, tzn. P~Y(K) =
K. Z kolei P(z) € OK oznacza, ze P(z) € K oraz istnieje ciag wy, € C\ K zbiezny do
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z. Np. dzieki otwartosci P jest to réwnowazne istnieniu ciagu zy, € C\ K zbieznego
do z i takiego, ze P(zx,) = wy,. Mamy wiec P~1(0K) = 9K.

Jezeli z € 0K, to ciag P™(z) jest ograniczony, ale z (20.1) mamy P" — oo
lokalnie jednostajnie na C \ K, a wiec na zadnym otoczeniu punktu z ciag P™ nie
jest rodzina normalna, czyli OK C J. Poniewaz C\ K C F, to J C K i, dzieki i),
IC # 0. Niech zy € OK. Z v) wynika, ze zbidr |J,,~; P~"(20) jest gesty w J. Zbi6r
ten jest jednak zawarty w 9K (bo P71(9K) = 0K), a wiec OK jest gesty w J. Stad
oK = J.

Mamy 0U C K, wiec z zasady maksimum i dzieki temu, ze P(K) C K dostaniemy
U C K. Pokazalidmy, ze OK UU C K i ze U jest suma sktadowych ograniczonych
C\ 9K. Poniewaz skltadowa nieograniczona C\ 9K nie ma punktéw wspélnych z K,
mamy OK UU =K. O

Przyktady. i) Dla P(z) = 2z? mamy J = 0A.

ii) Niech P(z) = 2?2 — 2. Mozna pokazaé , ze funkcja f(¢) = (+1/¢
odwzorowuje konforemnie obszar {|¢| > 1} na C\ [-2,2]. Mamy takze (f 1o Po
£)(€) = ¢?. Wynika stad, ze P™ — oo na C\ [-2,2]. Z drugiej strony P([—2,2]) C
[—2, 2], a wiec z Twierdzenia 20.4 J = K = [-2,2].

W ogblnym przypadku jednak dynamika wielomianu kwadratowego P.(z) :=
22 + ¢, ¢ € C, jest bardzo skomplikowana i zbiory Julii J. wielomianu P, maja
zwykle strukture fraktali. Zbiér Mandelbrota (Brook, Matelski, 1978, Mandelbrot,
1980) M to zbidr tych ¢ € C, dla ktérych ciag P(0) jest ograniczony.

Mozna udowodnié (zob. np. [2]), ze M jest spéjny i jednospdjny, ale otwartym
problemem pozostaje lokalna spéjnosé M. Mozna takze pokazac, ze jezeli ¢ € M,
to J. jest spdjny, natomiast dla ¢ ¢ M zbidr J. jest calkowicie niespéjny (tzn.
wszystkie sktadowe spdjne J. sa jednopunktowe).
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Zagadnienia na egzamin ustny

Uwaga. Powyzszy tekst oraz ponizsze zagadnienia maja charakter pomocniczy (nie-
wykluczone sa pytania dodatkowe wykraczajace poza ponizsze zagadnienia). Na
egzaminie ustnym obowiazuje caly material przedstawiony na wyktadzie poza na-
stepujacymi cze$ciami: dowodami Twierdzen 8.4 (twierdzenie o odwzorowaniu ot-
wartym), 10.2 (twierdzenie Cauchy’ego-Dixona) i 17.8 (problem Dirichleta w kole)
oraz sekcjami 13a (Obliczanie pewnych calek rzeczywistych) i wiekszoscia 20 (Ro-
dziny normalne, iteracja funkcji wymiernych) - z wyjatkiem dowodu wielkiego
twierdzenia Picarda.

- Sformulowaé¢ i udowodni¢ lemat d’Alemberta.

- Sformutowaé zasadnicze twierdzenie algebry i udowodnié je trzema réznymi spo-
sobami (korzystajac odp. z lematu d’Alemberta, twierdzenia Liouville’a i twier-
dzenia Rouché).

- Sformulowaé i udowodni¢ wzér na pochodna ztozenia funkcji.

- Wyprowadzi¢ wzér na pochodne formalne df/0z, 0f/0z przy pomocy 0f /0x,
Jf/0y. Pokazaé, ze funkcja zespolona jest C-rézniczkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy spemia réwnania Cauchy’ego-Riemanna.

- Sformulowa¢ i udowodni¢ wzér na pochodna funkcji odwrotne;j.

- Sformulowaé i udowodnié¢ twierdzenie catkowe Cauchy’ego dla tréjkata.

- Pokazad, ze istnienie funkcji pierwotnej jest réwnowazne znikaniu catek po dro-
gach zamknietych.

- Sformutowaé i udowodni¢ wzoér catkowy Cauchy’ego dla kota.

- Sformulowaé¢ i udowodni¢ lemat o produkeji funkeji holomorficznych.

- Sformutowaé¢ i udowodnié twierdzenie o wartosci éredniej dla funkcji holomor-
ficznych.

- Sformutowaé i udowodnié¢ nieréwnos¢ Cauchy’ego.

- Sformutowaé i udowodnié¢ twierdzenie Morery.

- Sformulowaé i udowodni¢ twierdzenie Liouville’a.

- Sformutowaé i udowodnié staba i mocna zasade maksimum dla funkcji holomor-
ficznych.

- Sformulowaé¢ i udowodni¢ twierdzenie Weierstrassa o ciagach funkcji holomor-
ficznych.

- Sformutowaé¢ i udowodni¢ wzér Cauchy’ego-Hadamarda na promien zbieznosci
szeregu potegowego.

- Sformulowaé i udowodnié¢ zasade identycznosci dla szeregdéw potegowych i funkcji
holomorficznych.

- Pokazaé, ze kazda funkcja holomorficzna w kole rozwija sie w nim w szereg
potegowy.

- Podaé definicje funkcji analitycznej. Podaé¢ przyklad funkcji klasy C°°, ktéra
nie jest analityczna. Podaé¢ zwiazek funkcji analitycznych z funkcjami holomor-
ficznymi. W jaki sposob znalez¢é promienn zbieznosci szeregu Taylora funkcji
analitycznej w danym punkcie?

- Podaé definicje indeksu drogi zamknietej wzgledem punktu. Podaé¢ i udowodnié
podstawowe wlasnoéci oraz interpretacje geometryczna.

- Pokazaé, ze funkcje holomorficzne w pierscieniu mozna rozwinaé¢ w szereg Lau-
renta.

- Sformutowaé i udowodnié¢ twierdzenie o obszarze zbieznosci szeregu Laurenta.
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Sformutowac i udowodni¢ zasade identycznosci dla szeregéw Laurenta.

Podaé definicje osobliwosci pozornej, bieguna i osobliwosci istotnej (kazdy przy-
padek zilustrowaé przyktadem). Oméwié rodzaj zera lub osobliwosci w punkcie
2o funkcji postaci f/g, gdzie f, g sa funkcjami holomorficznymi w otoczeniu zy.
Sformutowaé i udowodni¢ twierdzenie Riemanna o usuwaniu osobliwo$ci.
Sformutowac i udowodni¢ twierdzenie Casoratiego-Weierstrassa-Sochockiego.
Sformutowaé i udowodnié¢ twierdzenie charakteryzujace rodzaj osobliwosci izolo-
wanej funkcji holomorficznej przy pomocy granic.

Wyprowadzi¢ formule na residuum w punkcie, w ktérym funkcja holomorficzna
ma biegun rzedu m.

Sformutowac i udowodni¢ twierdzenie o residuach.

Sformutowaé i udowodnié¢ zasade argumentu.

Sformutowaé i udowodnié twierdzenie Rouchégo.

Udowodnié, ze funkcja holomorficzna w poblizu zera krotnosci m jest odwzoro-
waniem m-krotnym.

Poda¢ definicje odwzorowania lokalnie konforemnego. Pokazaé, ze pojecie to
jest réwnowazne funkcji holomorficznej o nieznikajacej pochodnej (lub lokalnie
iniektywnej).

Poda¢ i udowodnié charakteryzacje automorfizméw holomorficznych kota oraz
plaszczyzny.

Sformutowac i udowodni¢ lemat Schwarza.

Pokazaé, ze odwzorowania holomorficzne P — P to doktadnie funkcje wymierne.
Podaé i udowodnié charakteryzacje automorfizméw sfery Riemanna.

Pokazaé, ze kazda funkcja harmoniczna jest lokalnie czescia rzeczywista funkcji
holomorficzne;j.

Udowodni¢ zasade maksimum dla funkcji harmonicznych.

Udowodni¢ wzér Poissona.

Pokazaé, ze iloczyn nieskoriczony [[(1 + f,), gdzie f, sa funkcjami holomor-
ficznymi, jest zbiezny lokalnie jednostajnie, jezeli szereg > |fn| jest lokalnie
ograniczony.

Pokazaé, ze jezeli szereg > a,, jest bezwzglednie zbiezny, to iloczyn nieskoriczony
[1(1+ a,) znika wtedy i tylko wtedy, gdy znika jeden ze sktadnikéw.

Poda¢ definicje czynnikéw Weierstrassa E,. Pokazaé, ze |E,(z) — 1| < |z|" T,
gdy [z| < 1.

Sformutowaé i udowodni¢ twierdzenie Weierstrassa o istnieniu funkcji holomor-
ficznej o zadanych zerach. Pokazaé, ze funkcje meromorficzne tworza (globalnie)
cialo utamkéw pierécienia funkcji holomorficznych.

Podaé definicje funkcji ¢ Riemanna w pdlplaszczyznie Res > 1. Wyprowadzié
przedstawienie funkcji ¢ przy pomocy liczb pierwszych (iloczyn Eulera).
Pokazaé, ze funkcja ¢ Riemanna przedtuza sie do funkcji holomorficznej w ob-
szarze {Res > 0} \ {1}. Jaka jest jej osobliwo$¢ w 1? Sformulowaé hipoteze
Riemanna.

Sformutowaé i udowodnié wielkie twierdzenie Picarda.



