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WykÃlad 1, 26.02.2007

1. Podstawowe wÃlasności liczb zespolonych

Liczb
↪
a zespolon

↪
a nazywamy par

↪
e liczb rzeczywistych, zbiór liczb zespolonych C

to zatem dokÃladnie zbiór R2. Element z = (x, y) ∈ C zapisujemy w postaci x + iy.
Na zbiorze C wprowadzamy mnożenie (zgodnie z reguÃl

↪
a i2 = −1):

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x2y1 + x1y2).

Można Ãlatwo pokazać Ćwiczenie , że C z dodawaniem wektorowym w R2 oraz
tak wprowadzonym mnożeniem jest ciaÃlem. Jeżeli z = x + iy, to x nazywamy
cz

↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a, natomiast y cz

↪
eści

↪
a urojon

↪
a liczby z; ozn. x = Re z, y = Im z.

Każd
↪
a liczb

↪
e zespolon

↪
a z możemy rówież zapisać przy pomocy wspóÃlrz

↪
ednych bie-

gunowych:
z = r(cos ϕ + i sin ϕ),

gdzie r = |z| =
√

x2 + y2, zaś ϕ jest k
↪
atem pomi

↪
edzy odcinkami [0, 1] i [0, z]

(gdy z 6= 0) - nazywamy go argumentem liczby z. Zachodzi oczywíscie nierówność
trójk

↪
ata

|z + w| ≤ |z|+ |w|, z, w ∈ C,

można również Ãlatwo pokazać Ćwiczenie , że

|zw| = |z| |w|, z, w ∈ C.

Chcemy teraz zdefiniować zespolon
↪
a funkcj

↪
e wykÃladnicz

↪
a exp : C → C. Dla

z = x + iy ∈ C oczekujemy, że ez = exeiy, czyli wystarczy określić eit dla t ∈ R.
Chcemy by funkcja ta speÃlniaÃla

d

dt
eit = ieit, e0 = 1,

a wi
↪
ec (oznaczaj

↪
ac eit = A + iB) A′ = −B, B′ = A, A(0) = 1, B(0) = 0. Jedynym

rozwi
↪
azaniem tego ukÃladu s

↪
a funkcje A = cos t, B = sin t. Funkcj

↪
e wykÃladnicz

↪
a

definiujemy zatem nast
↪
epuj

↪
aco:

ez := ex(cos y + i sin y), z = x + iy ∈ C.

Można Ãlatwo pokazać Ćwiczenie jej nast
↪
epuj

↪
ace wÃlasności

ez+w = ezew, z, w ∈ C,

d

dt
etz = zetz, t ∈ R, z ∈ C.

Z faktu, że |ez| = ex oraz dzi
↪
eki temu, że y jest argumentem liczby ez wynika, że

funkcja wykÃladnicza proste pionowe x = x0 odwzorowuje na okr
↪
egi o promieniu ex0 ,

natomiast proste poziome y = y0 na póÃlproste otwarte o pocz
↪
atku w 0 o argumencie

y0.
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Wracaj
↪
ac do wspóÃlrz

↪
ednych biegunowych, możemy je teraz zapisać w postaci

z = reiϕ. Dla z 6= 0 przez arg z oznaczamy zbiór argumentów liczby z, tzn.

arg z := {ϕ ∈ R : z = |z|eiϕ}.

Ponieważ ei(ϕ+2π) = eiϕ, dla dowolnego ϕ0 ∈ arg z mamy

arg z = {ϕ0 + 2kπ : k ∈ Z}.

Dla każdego z ∈ C∗(:= C \ {0}) znajdziemy dokÃladnie jeden element arg z należ
↪
acy

do przedziaÃlu [−π, π). Nazywamy go argumentem gÃlównym liczby z i oznaczamy
Arg z. Funkcja Arg , określona na C∗, jest nieci

↪
agÃla na póÃlprostej (−∞, 0).

Możemy teraz podać geometryczn
↪
a interpretacj

↪
e mnożenia w C: jeżeli z = reiϕ,

w = ρeiψ, to zw = rρei(ϕ+ψ); czyli mnożymy dÃlugości, a dodajemy argumenty.
Możemy st

↪
ad również wywnioskować wzór de Moivre’a: z tego, że (eiϕ)n = einϕ

otrzymamy

(cosϕ + i sin ϕ)n = cos(nϕ) + i sin(nϕ), ϕ ∈ R, n ∈ N.

Dla danego z ∈ C oraz n ∈ N przez pierwiastek z stopnia n rozumiemy zbiór

n
√

z := {w ∈ C : wn = z}.

Zapisuj
↪
ac z i w we wspóÃlrz

↪
ednych biegunowych:

z = reiϕ, w = ρeiψ,

otrzymamy warunki

ρ = r1/n, ψ =
ϕ + 2kπ

n
, k ∈ Z.

Ponieważ eiψ = ei(ψ+2π), dla k = 0, 1, . . . , n− 1 otrzymamy wszystkie rozwi
↪
azania.

Zatem
n
√

z = {|z|1/nei(ϕ+2kπ)/n : k = 0, 1, . . . , n− 1}.
W szczególności, pierwiastek stopnia n z liczby niezerowej jest zawsze zbiorem n
elementowym.
Ćwiczenie Udowodnić, że rozwi

↪
azaniem równania kwadratowego w C:

az2 + bz + c = 0,

gdzie a ∈ C∗, b, c ∈ C, jest

z =
−b +

√
∆

2a
,

gdzie ∆ = b2− 4ac, przy czym
√

∆ jest zbiorem dwuelementowym jeżeli ∆ 6= 0 - w
tym przypadku zawsze otrzymamy dwa rozwi

↪
azania (jedno jeżeli ∆ = 0).

W przypadku wielomianów dowolnego stopnia mamy rezultat niekonstruktywny,
tzw. zasadnicze twierdzenie algebry.

Twierdzenie 1.1. Każdy niestaÃly wielomian zespolony ma pierwiastek.
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Powyższy rezultat można udowodnić w sposób elementarny przy pomocy lematu
d’Alemberta (oryginalny dowód z 1746 r. zawieraÃl luk

↪
e).

Lemat 1.2. ZaÃlóżmy, że P jest niestaÃlym wielomianem zespolonym oraz, że dla
pewnego z0 ∈ C mamy P (z0) 6= 0. Wtedy dla każdego otoczenia U punktu z0

znajdziemy z ∈ U takie, że |P (z)| < |P (z0)|.
Dowód. (Argand, 1806) Niech

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn.

Wtedy

P (z0 + h) = a0 + a1(z0 + h) + · · ·+ an(z0 + h)n = P (z0) + A1h + · · ·+ Anhn,

gdzie wspóÃlczynniki Aj zależ
↪
a tylko od P i z0. Któryś z nich na pewno nie znika,

gdyż w przeciwnym wypadku wielomian P byÃlby staÃly. Niech j b
↪
edzie najmniej-

szym indeksem, dla którego Aj 6= 0. Mamy zatem

P (z0 + h) = P (z0) + Ajh
j + R(h),

gdzie
|R(h)| < |Ajh

j |,
gdy |h| jest odp. maÃle, h 6= 0. Możemy znaleźć h o dowolnie maÃlym |h|, dla którego
Ajh

j ma argument przeciwny do argumentu P (z0). Wtedy

|P (z0 + h)| ≤ |P (z0) + Ajh
j |+ |R(h)| = |P (z0)| − |Ajh

j |+ |R(h)| < |P (z0)|. ¤

Dowód Twierdzenia 1.1. Oznaczaj
↪
ac P jak w dowodzie Lematu 1.2 i zakÃladaj

↪
ac,

że an 6= 0, mamy

|P (z)| ≥ |an| |z|n − |a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1|

≥ |an| |z|n − |a0| − |a1| |z| − · · · − |an−1| |z|n−1.

Możemy w szczególności znaleźć R > 0 takie, że |P (z)| > |P (0)|, gdy |z| = R.
Funkcja |P | jest ci

↪
agÃla na C (bo oczywiste jest, że mnożenie jest odwzorowaniem

ci
↪
agÃlym), znajdziemy zatem z0 ∈ K(0, R) takie, że

|P (z0)| = min
K(0,R)

|P |.

Jeżeli P (z0) 6= 0, to dzi
↪
eki Lematowi 1.2 znajdziemy z ∈ K(0, R) takie, że |P (z)| <

|P (z0)| - sprzeczność. ¤
Dla z ∈ C∗ definiujemy

log z := {w ∈ C : ew = z}

(dla z = 0 ten zbiór jest oczywíscie pusty). Jeżeli zapiszemy w = η + iξ, z = reiϕ,
to otrzymamy równanie eηeiξ = reiϕ. Zatem η = log r = log |z|, natomiast ξ =
ϕ + 2kπ, k ∈ Z. Ostatecznie

log z = log |z|+ iarg z.
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Liczb
↪
e

Log z := log |z|+ iArg z

nazywamy logarytmem gÃlównym z.
Przy pomocy logarytmu możemy zdefiniować pot

↪
egi zespolone: dla z ∈ C∗,

w ∈ C kÃladziemy
zw = ew log z.

Zauważmy, że
z1/n = e

1
n (log |z|+iarg z) = |z|1/nei arg z

n ,

czyli otrzymamy to samo, co przy definicji pierwiastka.
Ćwiczenie Obliczyć ii.

Przypomnijmy, że
eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ, ϕ ∈ R.

Zespolone funkcje trygonometryczne można Ãlatwo wyprowadzić ze wzorów Eulera:

eiz = cos z + i sin z,

e−iz = cos z − i sin z.

St
↪
ad

cos z :=
eiz + e−iz

2
,

sin z :=
eiz − e−iz

2i
.

Mamy również

cosh z := cos(iz) =
ez + e−z

2
,

sinh z := −i sin(iz) =
ez − e−z

2
.

Ćwiczenie Pokazać, że arccos z = −i log(z +
√

z2 − 1).
Dla liczby zespolonej z = x + iy definiujemy jej sprz

↪
eżenie: z := x− iy. Natych-

miast otrzymujemy, że
|z|2 = zz.

Ćwiczenie Pokazać, że (zw) = z w oraz ez = ez.

2.Różniczkowanie funkcji zespolonych

Oczywíscie każde odwzorowanie liniowe C→ C jest postaci

(2.1) C 3 z 7−→ az ∈ C

dla pewnego a ∈ C. Ponieważ C = R2, możemy również rozpatrywać równania
liniowe w sensie rzeczywistym - b

↪
ed

↪
a one postaci

C = R2 3 z 7−→ Az 3 R2 = C,
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gdzie

(2.2) A =
(

p q
s t

)
, p, q, s, t ∈ R.

Takie odwzorowania C→ C b
↪
edziemy nazywać R-liniowymi, natomiast odwzorowa-

nia postaci (2.1) C-liniowymi. Można Ãlatwo sprawdzić, że każde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe, przy czym A jest postaci

A =
(

α −β
β α

)
,

gdzie a = α + iβ. Z drugiej strony, dane odwzorowanie R-liniowe jest C-liniowe
wtedy i tylko wtedy, gdy p = t i q = −s w (2.2) ( Ćwiczenie ).

Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a o wartościach zespolonych określon

↪
a w pewnym otoczeniu

punktu z0 ∈ C. Analogicznie jak w przypadku rzeczywistym powiemy, że f jest
C-różniczkowalna w punkcie z0, jeżeli istnieje granica

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

∈ C.

Granic
↪
e t

↪
e nazywamy pochodn

↪
a zespolon

↪
a funkcji f w z0 i oznaczamy przez f ′(z0).

Jest oczywiste, że każda funkcja C-różniczkowalna w z0 jest w ci
↪
agÃla w z0. W

podobny sposób jak w przypadku rzeczywistym dowodzimy podstawowych wÃlas-
ności funkcji C-różniczkowalnych.

Propozycja 2.1. Jeżeli funkcje f, g s
↪
a C-różniczkowalne w z0, to funkcje f ± g,

fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, że g(z0) 6= 0) s
↪
a C-różniczkowalne w z0

oraz w z0 mamy

(f ± g)′ = f ′ ± g′, (fg)′ = f ′g + fg′,
(

f

g

)′
=

f ′g − fg′

g2
. ¤

Propozycja 2.2. Jeżeli f jest C-różniczkowalna w z0, zaś g jest C-różniczkowalna
w f(z0), to g ◦ f jest C-różniczkowalna w z0 oraz

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) f ′(z0). ¤

Przypomnijmy, że funkcja zespolona f jest różniczkowalna w z0 w klasycznym
sensie (b

↪
edziemy wtedy mówić, że jest ona R-różniczkowalna), jeżeli istnieje odwzo-

rowanie R-liniowe A takie, że

lim
z→z0

|f(z)− f(z0)−A(z − z0)|
|z − z0| = 0.

Jeżeli f = u + iv, gdzie u, v s
↪
a funkcjami rzeczywistymi, to

A =
(

ux(z0) uy(z0)
vx(z0) vy(z0)

)



6 ZBIGNIEW BÃLOCKI

(ozn. ux = ∂u/∂x, uy = ∂u/∂y). Zauważmy, że każda funkcja C-różniczkowalna
jest R-różniczkowalna, przy czym

A =
(

Re f ′(z0) −Im f ′(z0)
Im f ′(z0) Re f ′(z0)

)
.

PrzykÃlad. Funkcja f(z) = z, z ∈ C, jest R-różniczkowalna w każdym punkcie (jest
nawet R-liniowa), ale nigdzie nie jest C-różniczkowalna: zauważmy, że dla t ∈ R
mamy

z − z0

z − z0
=

{
1, jeżeli z = z0 + t,

−1, jeżeli z = z0 + it,

czyli odpowiednia granica nie istnieje.

ZaÃlóżmy, że f = u + iv jest R-różniczkowalna w z0. Oznaczaj
↪
ac fx = ux + ivx,

fy = uy + ivy mamy

f(z) = f(z0) + fx(z0)(x− x0) + fy(z0)(y − y0) + o(|z − z0|).

Ponieważ

(2.3) x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
,

otrzymamy

f(z) = f(z0) +
fx(z0)− ify(z0)

2
(z − z0) +

fx(z0) + ify(z0)
2

(z − z0) + o(|z − z0|).

Dla funkcji R-różniczkowalnej definiujemy pochodne formalne

(2.4)

∂f

∂z
(= fz) :=

1
2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
(= fz) :=

1
2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

WykÃlad 2, 5.03.2007

Pochodne cz
↪
astkowe ∂/∂z i ∂/∂z prowadzić możemy również przy pomocy formy

df : mamy

fxdx + fydy = df = fzdz + fzdz = fz(dx + idy) + fz(dx− idy),

a st
↪
ad

(2.5)
{

fx = fz + fz,

fy = i(fz − fz),

sk
↪
ad Ãlatwo dostaniemy (2.4).
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Ćwiczenie Pokazać, że dla dowolnej funkcji R-różniczkowalnej f mamy

(
∂f

∂z

)
=

∂f

∂z
,

(
∂f

∂z

)
=

∂f

∂z
.

Ćwiczenie Obliczyć fz oraz fz, gdzie f(z) = |z|2Re (z8).
Dla funkcji R-różniczkowalnej w z0 mamy wi

↪
ec

f(z) = f(z0) + fz(z0)(z − z0) + fz(z0)(z − z0) + o(|z − z0|)

oraz, dla z 6= z0,

f(z)− f(z0)
z − z0

= fz(z0) + fz(z0)
z − z0

z − z0
+

o(|z − z0|)
z − z0

.

Wspólnie z ostatnim przykÃladem daje to nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a charakteryzacj

↪
e funkcji C-

różniczkowalnych.

Propozycja 2.3. Funkcja zespolona f = u + iv jest C-różniczkowalna w punkcie
zo wtedy i tylko wtedy, gdy f jest R-różniczkowalna w z0 oraz fz(z0) = 0, tzn. w z0

speÃlnione s
↪
a równania Cauchy’ego-Riemanna:

{
ux = vy,

uy = −vx.

W takiej sytuacji f ′(z0) = fz(z0). ¤
Powiemy, że funkcja f : Ω → C, gdzie Ω jest zbiorem otwartym w C, jest

holomorficzna, jeżeli jest ona C-różniczkowalna w każdym punkcie. Zbiór wszyst-
kich funkcji holomorficznych w Ω oznaczamy przez O(Ω), natomiast przez O∗(Ω)
zbiór nigdzie nieznikaj

↪
acych funkcji holomorficznych. Z Propozycji 2.1 i 2.2 wynika,

że suma, iloczyn, iloraz i zÃlożenie funkcji holomorficznych s
↪
a funkcjami holomor-

ficznymi. Jeżeli f = u + iv jest R-różniczkowalna, to f jest holomorficzna wtedy i
tylko wtedy, gdy speÃlnione s

↪
a równania Cauchy’ego-Riemanna.

Ćwiczenie Pokazać, że ez jest jedyn
↪
a funkcj

↪
a z O(C) tak

↪
a, że f ′ = f oraz f(0) = 1.

Ćwiczenie Pokazać, że cos, sin, cosh, sinh ∈ O(C) oraz obliczyć pochodne zespolo-
ne tych funkcji.

Propozycja 2.4. ZaÃlóżmy, że f jest holomorficzna i klasy C1 w pewnym otoczeniu
z0 ∈ C oraz f ′(z0) 6= 0. Wtedy istnieje U - otwarte otoczenie z0 oraz V - otwarte
otoczenie f(z0), t.że f : U → V jest bijekcj

↪
a, f−1 jest holomorficzna oraz

(2.6) (f−1)′(f(z)) =
1

f ′(z)
, z ∈ U.

Dowód. Jeżeli zapiszemy f = u + iv, to rzeczywista różniczka f ma postać

A :=
(

ux uy

vx vy

)
=

(
ux uy

−uy ux

)
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dzi
↪
eki równaniom Cauchy’ego-Riemanna. Z drugiej strony, wprost z definicji C-

różniczkowalności
f ′ = fx = ux − iuy.

Mamy wi
↪
ec

detA = u2
x + u2

y = |f ′|2.
Dzi

↪
eki temu, że f ′(z0) 6= 0, z rzeczywistego twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie

wynika, że istniej
↪
a odp. otoczenia U i V , t.że f : U → V jest bijekcj

↪
a klasy C1 oraz

f−1 jest również klasy C1. Zapiszmy f−1 = α + iβ. Różniczka f−1 jest równa
(

αx αy

βx βy

)
= A−1 =

1
u2

x + u2
y

(
ux −uy

uy ux

)
.

W szczególności αx = βy, αy = −βx, czyli f−1 jest holomorficzna. FormuÃl
↪
e (2.6)

dostaniemy różniczkuj
↪
ac wzór

f−1(f(z)) = z, z ∈ U. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że Log z ∈ O(C \ (−∞, 0]) oraz (Log z)′ = 1/z.
Podamy teraz formuÃl

↪
e na różniczkowanie zÃlożenia funkcji zespolonej z krzyw

↪
a.

ZaÃlóżmy, że funkcje f : Ω → C oraz γ = (γ1, γ2) : (a, b) → Ω s
↪
a różniczkowalne

(w klasycznym sensie). Wtedy, korzystaj
↪
ac z (rzeczywistej) formuÃly na pochodn

↪
a

zÃlożenia oraz z (2.3), (2.5), otrzymamy

(2.7)
d

dt
f(γ(t)) = fx(γ(t)) γ′1(t) + fy(γ(t)) γ′2(t)

= fz(γ(t)) γ′(t) + fz (γ(t))γ′(t).

3.CaÃlkowanie funkcji zespolonych

Niech a, b ∈ R, a < b. Funkcj
↪
e γ : [a, b] → C nazywamy drog

↪
a, jeżeli γ jest

ci
↪
agÃla oraz γ jest kawaÃlkami klasy C1, tzn. istniej

↪
a a = t0 < t1 < · · · < tn = b

takie, że γ ∈ C1([tj , tj+1]), j = 0, 1, . . . , n − 1. Punkt γ(a) nazywamy pocz
↪
atkiem

zaś γ(b) końcem drogi γ. Obraz γ b
↪
edziemy oznaczać γ∗. Jeżeli γ(a) = γ(b), to γ

nazywamy drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a.

ZaÃlóżmy, że f : γ([a, b]) → C jest funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a. Definiujemy

∫

γ

f(z)dz :=
∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.

(Powyższ
↪
a definicj

↪
e otrzymamy także rozpatruj

↪
ac cz

↪
eść rzeczywist

↪
a i urojon

↪
a formy

różniczkowej f dz = (u + iv)(dx + idy).) Zauważmy, że funkcja pod caÃlk
↪
a jest

caÃlkowalna w sensie Riemanna niezależnie od tego jakie wartości przyjmuje w punk-
tach tj . Ponadto, jeżeli ϕ : [c, d] → [a, b] jest dyfeomorfizmem, to γ̃ := γ ◦ ϕ jest
drog

↪
a tak

↪
a, że γ̃∗ = γ∗ oraz

∫

γ̃

f(z)dz =
∫ d

c

f(γ(ϕ(s)))γ′(ϕ(s))ϕ′(s)ds =

{ ∫
γ

f(z)dz, jeżeli ϕ′ > 0;

− ∫
γ

f(z)dz, jeżeli ϕ′ < 0.
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Zatem, jeżeli γ|(a,b) jest iniekcj
↪
a, to

∫
γ

f(z)dz zależy tylko od obrazu γ oraz od
kierunku, w którym caÃlkujemy, tzn. od orientacji. W takiej sytuacji b

↪
edziemy

cz
↪
esto utożsamiać drogi z ich obrazem oraz odpowiedni

↪
a orientacj

↪
a.

W szczególności, jeżeli D jest obszarem, którego brzeg można iniektywnie spara-
metryzować drog

↪
a zamkni

↪
et

↪
a, to możemy mówić o dodatniej orientacji ∂D - b

↪
edzie

ni
↪
a dowolna parametryzacja o kierunku odwrotnym do ruchu wskazówek zegara.

CaÃlka
∫

∂D
f(z)dz ma wówczas sens, gdyż nie zależy od wyboru takiej parametryza-

cji (i jest ona zgodna z caÃlk
↪
a z formy po krzywej gÃladkiej). B

↪
edziemy używać tego

oznaczenia przede wszystkim, gdy D jest koÃlem lub wn
↪
etrzem trójk

↪
ata.

Jeżeli f jest określone w pewnym otoczeniu obrazu drogi γ i ma tam funkcj
↪
e

pierwotn
↪
a, tzn. istnieje funkcja holomorficzna F taka, że F ′ = f , to z (2.7) otrzy-

mamy

(3.1)
∫

γ

f(z)dz =
∫ b

a

d

dt
F (γ(t)) dt = F (γ(b))− F (γ(a)).

W szczególności, jeżeli γ jest drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a, to

∫
γ

f(z)dz = 0.

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja f = u + iv ma pierwotn
↪
a, to pole wektorowe

(v, u) jest potencjalne, tzn. (v, u) = ∇χ dla pewnej funkcji χ.

PrzykÃlad. Dla n ∈ Z, z0 ∈ C oraz r > 0 obliczymy

∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz.

Odpowiedni
↪
a parametryzacj

↪
a tego okr

↪
egu b

↪
edzie

γ(t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ 2π.

Wtedy γ′(t) = rieit oraz

(3.2)
∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz =
∫ 2π

0

rn+1ie(n+1)itdt =
{

0, jeżeli n 6= −1;
2πi, jeżeli n = −1.

Zauważmy, że dla n 6= −1 wynika to również z (3.1), gdyż wtedy funkcja (z−z0)n ma
pierwotn

↪
a określon

↪
a w otoczeniu ∂K(z0, r). Pokazuje to także, że funkcja 1/(z−z0)

nie ma pierwotnej w żadnym pierścieniu o środku w z0.

Jeżeli z, w ∈ C, to przez [z, w] oznaczamy drog
↪
e dan

↪
a przez parametryzacj

↪
e

γ(t) = (1− t)z + tw, t ∈ [0, 1].

Ćwiczenie Obliczyć
∫

[1,i]

Log z dz.

Ćwiczenie Pokazać, że

∫

∂K(z0,r)

dζ

ζ − z
= 2πi, z ∈ K(z0, r),

trzema sposobami:
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i) wprost z definicji, korzystaj
↪
ac z faktu, że sinus jest funkcj

↪
a nieparzyst

↪
a, a

cosinus parzyst
↪
a, wyprowadzić

∫

∂K(z0,r)

dζ

ζ − z
= 2i

∫ π

0

1 + a cos t

1 + 2a cos t + a2
dt,

gdzie a = |z − z0|/r < 1 i obliczyć odp. caÃlk
↪
e nieoznaczon

↪
a;

ii) udowodnić, że dla każdej póÃlprostej P o pocz
↪
atku w z funkcja ζ 7→ 1/(ζ − z)

ma pierwotn
↪
a w C \ P oraz użyć (3.1), (3.2);

iii) pokazać, że

1
ζ − z

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
, z ∈ K(z0, r), ζ ∈ ∂K(z0, r),

przy czym zbieżność jest jednostajna dla ζ ∈ ∂K(z0, r), i użyć (3.2).
Zauważmy, że

(3.3)
∣∣∣∣
∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(γ(t))| |γ′(t)|dt ≤ l(γ) max
γ
|f |,

gdzie

l(γ) :=
∫ b

a

|γ′(t)|dt

jest dÃlugości
↪
a γ.

WykÃlad 3, 12.03.2007

4. Twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego

Podstawow
↪
a wÃlasności

↪
a geometryczn

↪
a funkcji holomorficznych jest twierdzenie

caÃlkowe Cauchy’ego. ÃLatwo wynika ono ze wzoru Greena w nast
↪
epuj

↪
acym przy-

padku (Cauchy, 1825): zaÃlóżmy, że f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a klasy C1 w ob-

szarze Ω, natomiast γ jest drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a w Ω, która parametryzuje brzeg klasy

C1 obszaru D b Ω. Wtedy
∫

γ

f(z)dz =
∫

D

d(fdz) =
∫

D

fz dz ∧ dz = 0.

GÃlównym problemem w uogólnieniu tego faktu jest pozbycie si
↪
e zaÃlożenia, że f jest

klasy C1. ZostaÃlo to dokonane przez Goursata w 1900 r. Podstawowym krokiem
w dowodzie ogólnej wersji twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego byÃlo wykazanie jego
wzmocnionej wersji dla brzegu trójk

↪
ata (sam Goursat rozpatrywaÃl czworok

↪
aty, jak

jednak wkrótce zauważyÃl Pringsheim, naturalnym obiektami metody Goursata byÃly
trójk

↪
aty).

Twierdzenie 4.1. ZaÃlóżmy, że f ∈ O(Ω \ {z0}) ∩ C(Ω), gdzie Ω jest otwartym
podzbiorem C, zaś z0 ∈ Ω. Wtedy dla dowolnego trójk

↪
ata T ⊂ Ω (czyli otoczki

wypukÃlej trzech niewspóÃlliniowych punktów) mamy
∫

∂T

f(z)dz = 0.
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Dowód. ZaÃlóżmy najpierw, że z0 /∈ T . Przez z1, z2, z3 oznaczmy wierzchoÃlki T .
Rozpatruj

↪
ac punkty (zj + zk)/2, j, k = 1, 2, 3, dzielimy trójk

↪
at T na cztery trójk

↪
aty

T 1, . . . , T 4. Mamy wtedy

∫

∂T

f(z)dz =
4∑

j=1

∫

∂T j

f(z)dz.

Wybieraj
↪
ac jako T1 odpowiedni z trójk

↪
atów T 1, . . . , T 4 otrzymamy

∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣
∫

∂T1

f(z)dz

∣∣∣∣ .

Zauważmy także, że l(∂T1) = l(∂T )/2. W ten sam sposób wybieramy indukcyjnie
trójk

↪
aty Tn, n = 1, 2, . . . , tak, że

∣∣∣∣∣
∫

∂Tn−1

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣

oraz l(∂Tn) = l(∂Tn−1)/2. Otrzymalísmy zatem zst
↪
epuj

↪
acy ci

↪
ag trójk

↪
atów Tn taki,

że

(4.1)
∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4n

∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣

oraz

(4.2) diam(Tn) ≤ l(∂Tn)
2

=
l(∂T )
2n+1

.

Z twierdzenia Cantora wynika, że

∞⋂
n=1

Tn = {z̃}

dla pewnego z̃ ∈ T . Z C-różniczkowalności f w z̃ mamy

f(z) = f(z̃) +
(
f ′(z̃) + ε(z)

)
(z − z̃),

gdzie
lim
z→z̃

ε(z) = 0.

Ponieważ funkcja f(z̃) + f ′(z̃)(z − z̃) ma pierwotn
↪
a, z (3.1) i (3.3) wynika, że

∣∣∣∣
∫

∂Tn

f(z)dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

∂Tn

ε(z)(z − z̃)dz

∣∣∣∣ ≤ l(∂Tn)diam(Tn) max
Tn

|ε|.

Korzystaj
↪
ac z (4.1) i (4.2) otrzymamy dla każdego n

∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
(l(∂T ))2

2
max
Tn

|ε|,
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czyli twierdzenie zachodzi przy zaÃlożeniu, że z0 /∈ T .
Jeżeli z0 ∈ T , to dziel

↪
ac T na trzy (lub dwa) mniejsze trójk

↪
aty, których wierz-

choÃlkiem jest z0 widzimy, że bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że z0 jest jednym
z wierzchoÃlków T . Jeżeli teraz podzielimy T na trójk

↪
at T ′n o wierzchoÃlku w z0 oraz

czworok
↪
at Qn tak, że l(T ′n) d

↪
aży do 0, to z poprzedniej cz

↪
eści wnioskujemy, że

∫

Qn

f(z)dz = 0,

zatem ∣∣∣∣
∫

∂T

f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

∂T ′n

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ l(T ′n) max
T
|f |. ¤

PrzykÃlady. i) Niech f(z) = e−z2
i dla R > 0 niech TR b

↪
edzie trójk

↪
atem o wierz-

choÃlkach 0, R, R + iR. Z Twierdzenia 4.1 mamy
∫

∂TR

f(z)dz = 0.

Ćwiczenie Wywnioskować st
↪
ad, że

∫ ∞

0

cos t2dt =
∫ ∞

0

sin t2dt =
√

π

8
.

ii) Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e e−z2

po brzegu prostok
↪
ata o wierzchoÃlkach

0, R,R + λi, λi (ponieważ każdy wielok
↪
at możemy podzielić na skończon

↪
a liczb

↪
e

trójk
↪
atów, jest jasne, że Twierdzenie 4.1 zachodzi w przypadku, gdy T jest dowol-

nym wielok
↪
atem) pokazać, że

∫ ∞

0

e−x2
cos(2λx)dx =

√
π

2
e−λ2

, λ ∈ R.

Nast
↪
epnym krokiem jest pokazanie zwi

↪
azku twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego z

istnieniem funkcji pierwotnej.

Twierdzenie 4.2. Niech Ω b
↪
edzie obszarem w C, natomiast f funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a w Ω.

Wtedy nast
↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a równoważne

i) Istnieje F ∈ O(Ω) takie, że F ′ = f ;

ii)
∫

γ

f(z)dz = 0 dla każdej drogi zamkni
↪
etej γ w Ω.

Jeżeli Ω jest obszarem gwiaździstym, to powyższe warunki s
↪
a równoważne nast

↪
epu-

j
↪
acej wÃlasności

iii)
∫

∂T

f(z)dz = 0 dla każdego trójk
↪
ata T ⊂ Ω.

Dowód. Implikacja i)⇒ii) wynika natychmiast z (3.1). W celu pokazania implikacji
przeciwnej ustalmy z0 ∈ Ω. Dla z ∈ Ω niech γ b

↪
edzie dowoln

↪
a drog

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a z0

oraz z. KÃladziemy

F (z) :=
∫

γ

f(ζ)dζ.
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Dzi
↪
eki i) widać, że definicja F nie zależy od wyboru γ. Dla odp. maÃlych h mamy

(4.3) F (z + h)− F (z) =
∫

[z,z+h]

f(ζ)dζ,

a st
↪
ad, dzi

↪
eki (3.3),

∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
h

∫

[z,z+h]

(f(ζ)− f(z))dζ

∣∣∣∣∣ ≤ sup
ζ∈[z,z+h]

|f(ζ)− f(z)|.

Z ci
↪
agÃlości f w z wynika, że ostatnie wyrażenie d

↪
aży do 0. Otrzymalísmy zatem,

że F ∈ O(Ω) oraz F ′ = f .
Jeżeli Ω jest gwiaździsty, to implikacja ii)⇒iii) jest trywialna, natomiast, zakÃla-

daj
↪
ac, że zachodzi iii) i że Ω jest gwiaździsty wzgl

↪
edem z0, kÃladziemy

F (z) :=
∫

[z0,z]

f(z)dz, z ∈ Ω.

Z iii) wynika, że zachodzi (4.3) i identycznie jak poprzednio dowodzimy, że F ′ =
f . ¤

Z Twierdzeń 4.1 i 4.2 wynika wersja twierdzenia Cauchy’ego dla zbiorów gwiaź-
dzistych.

Wniosek 4.3. Jeżeli obszar Ω jest gwiaździsty i f ∈ O(Ω\{z0})∩C(Ω) dla pewnego
z0 ∈ Ω, to ∫

γ

f(z)dz = 0

dla każdej drogi zamkni
↪
etej γ w Ω. ¤

5.Wzór caÃlkowy Cauchy’ego

Podstawow
↪
a wÃlasności

↪
a funkcji holomorficznych jest wzór caÃlkowy Cauchy’ego

(1831), który odtwarza dan
↪
a funkcj

↪
e wewn

↪
atrz koÃla z jej wartości na brzegu.

Twierdzenie 5.1. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla K(z0, r),

to

(5.1) f(z) =
1

2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ K(z0, r).

Co wi
↪
ecej, f jest C-różniczkowalna dowoln

↪
a ilość razy oraz

f (n)(z) =
n!
2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, z ∈ K(z0, r), n = 1, 2, . . .

Dowód. Niech Ω b
↪
edzie gwiaździstym otoczeniem K(z0, r), w którym funkcja f jest

określona. Dla ζ ∈ Ω zdefiniujmy

g(ζ) :=





f(ζ)− f(z)
ζ − z

, ζ 6= z,

f ′(z), ζ = z.
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Wtedy g ∈ O(Ω \ {z}) ∩ C(Ω), zatem Wniosek 3.3 implikuje, że

0 =
∫

∂K(z0,r)

g(ζ)dζ =
∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ − 2πif(z).

Otrzymalísmy zatem (5.1). Druga cz
↪
eść tezy wynika z faktu, że możemy teraz

różniczkować pod znakiem caÃlki, zauważmy, że

(
∂

∂z

)n (
1

ζ − z

)
=0,

(
∂

∂z

)n (
1

ζ − z

)
=

1
(ζ − z)n+1

. ¤

Druga cz
↪
eść Twierdzenia 5.1 jest specjalnym przypadkiem ogólnego rezulatu o

holomorficzności funkcji danej wzorem caÃlkowym dla dowolnej drogi (nazywanego
lematem o produkcji funkcji holomorficznych).

Lemat 5.2. ZaÃlóżmy, że γ jest dowoln
↪
a drog

↪
a w C, natomiast g funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na

γ∗ . PoÃlóżmy

f(z) :=
∫

γ

g(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ γ∗.

Wtedy f ∈ O(C \ γ∗), f jest C-różniczkowalna dowoln
↪
a ilość razy oraz dla n =

1, 2, . . . mamy

f (n)(z) = n!
∫

γ

g(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ, z ∈ C \ γ∗. ¤

Ćwiczenie Obliczyć
∫

∂K(0,2)

e−z

(z + 1)2
dz.

Jeżeli rozpatrzymy wzór Cauchy’ego dla z = z0 oraz parametryzacj
↪
e ζ = z0+reit,

0 ≤ t ≤ 2π, otrzymamy twierdzenie o wartości średniej.

Wniosek 5.3. (Poisson, 1823) Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla

K(z0, r), to

f(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt. ¤

Bezpośredni
↪
a konsekwecj

↪
a wzoru Cauchy’ego jest także nierówność Cauchy’ego

(1835).

Twierdzenie 5.4. Niech f ∈ O(K(z0, r)) b
↪
edzie taka, że |f | ≤ M dla pewnej

staÃlej M . Wtedy

|f (n)(z0)| ≤ n! M
rn

, n = 1, 2, . . .

Dowód. Wystarczy zastosować wzór Cauchy’ego w kole K(z0, ρ) dla ρ < r oraz
(3.3), a nast

↪
epnie skorzystać z dowolności ρ. ¤
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6. Podstawowe wÃlasności funkcji holomorficznych

Udowodnimy teraz szereg wÃlasności funkcji holomorficznych wynikaj
↪
acych ze

wzoru Cauchy’ego. Pokazalísmy, że każda funkcja holomorficzna jest C-różnicz-
kowalna dowoln

↪
a ilość razy. W szczególności, każda funkcja, która lokalnie ma

pierwotn
↪
a jest holomorficzna. Z Twierdzenia 4.2 wynika zatem rezultat odwrotny

do twierdzenia caÃlkowego Cauchy’ego.

Twierdzenie 6.1. (Morera, 1886) ZaÃlóżmy, że funkcja f ∈ C(Ω) (Ω otwarty w C)
speÃlnia ∫

∂T

f(z) dz = 0

dla każdego trójk
↪
ata T ⊂ Ω. Wtedy f ∈ O(Ω). ¤

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli f ∈ C(C) ∩ O(C \ R), to f ∈ O(C).

Przypomnimy teraz regularyzacj
↪
e funkcji przez splot, która jest przydatna w

rozwi
↪
azaniu nast

↪
epnego ćwiczenia. Niech ρ ∈ C∞(C) b

↪
edzie takie, że supp ρ = ∆

(ozn. ∆ := K(0, 1)), ρ ≥ 0, ρ(z) zależy tylko od |z| oraz
∫
C ρ dλ = 1. Dla ε > 0

poÃlóżmy ρε(z) := ε−2ρ(z/ε), wtedy supp ρε = K(0, ε) oraz
∫
C ρε dλ = 1. Dla

f ∈ L1
loc(Ω) i w ∈ Ωε := {z ∈ Ω : K(z, ε) ⊂ Ω} kÃladziemy

fε(w) := (f ∗ ρε)(w) =
∫

K(w,ε)

f(z)ρε(w − z)dλ(z) =
∫

∆

f(w − εz)ρ(z)dλ(z).

Wtedy fε ∈ C∞(Ωε) (przy czym Dαfε = f ∗Dαρε), fε → f w L1
loc(Ω), gdy ε → 0,

natomiast jeżeli f jest ci
↪
agÃle, to zbieżność jest lokalnie jednostajna.

Ćwiczenie Udowodnić twierdzenie Morery dla kóÃl: jeżeli dla f ∈ C(Ω) zachodzi∫
∂K(z0,r)

f(z) dz = 0 dla każdego koÃla K(z0, r) ⊂ Ω, to f ∈ O(Ω).

Funkcj
↪
e holomorficzn

↪
a określon

↪
a na C nazywamy caÃlkowit

↪
a.

Twierdzenie 6.2. (Liouville, 1847, Cauchy, 1844) Każda ograniczona funkcja
caÃlkowita jest staÃla.

Dowód. Jeżeli |f | ≤ M na C, to z nierówności Cauchy’ego wynika, że |f ′(z)| ≤ M/r
dla każdego z ∈ C i r > 0. Jeżeli wi

↪
ec r →∞, to dostaniemy, że f ′ = 0 na C. Ale

to oznacza, że również pochodna rzeczywista f wsz
↪
edzie znika. ¤

WykÃlad 4, 19.03.2007

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja f ∈ O(C) jest taka, że Re f ≤ M dla pewnej
staÃlej M , to f jest staÃla.
Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli funkcja caÃlkowita f speÃlnia

|f(z)| ≤ C|z|n, gdy |z| ≥ R,

dla pewnych C, R > 0, to f musi być wielomianem stopnia ≤ n.
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Z twierdzenia Liouville’a w Ãlatwy sposób wynika zasadnicze twierdzenie algebry.
Bo jeżeli niestaÃly wielomian P nie miaÃlby pierwiastka, to f := 1/P byÃloby funkcj

↪
a

caÃlkowit
↪
a. Co wi

↪
ecej

lim
|z|→∞

|f(z)| = 0.

W szczególności, f byÃlaby funkcj
↪
a ograniczon

↪
a, a wi

↪
ec na mocy twierdzenia Liou-

ville’a otrzymalibyśmy, że P jest staÃly.
Nast

↪
epnym rezulatem jest zasada maksimum dla funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 6.3. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w obszarze Ω tak

↪
a, że |f |

osi
↪
aga maksimum w Ω, to f jest staÃla.

Dowód. Dla K(z0, r) ⊂ Ω z twierdzenia o wartości średniej wynika, że

|f(z0)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0

|f(z0 + reit)|dt.

Jeśli zatem |f | ≤ |f(z0)| na ∂K(z0, r), to z ci
↪
agÃlości |f | wynika, że |f | = |f(z0)|

na ∂K(z0, r), a wobec dowolności r, także w K(z0, r). Twierdzimy, że jeżeli |f | =
|f(z0)| w K(z0, r), to wtedy f = f(z0) w K(z0, r). Jeżeli f(z0) = 0, to jest to
oczywiste, możemy wi

↪
ec zaÃlożyć, że f 6= 0 w K(z0, r). Mamy

0 = (|f |2)z = fzf + (fz)f = f ′f,

a zatem f ′ = 0, wi
↪
ec f = f(z0) w K(z0, r). Pokazalísmy wi

↪
ec, że jeżeli max

K(z0,r)
|f | =

|f(z0)|, to f = f(z0) w K(z0, r).
Jeżeli teraz |f | osi

↪
aga maksimum w z0 ∈ Ω, to kÃladziemy

Ω′ := {z ∈ Ω : f(z) = f(z0)}.
Zbiór ten jest oczywíscie domkni

↪
ety, natomiast z pierwszej cz

↪
eści dowodu wynika,

że jest on również otwarty, co oznacza, że Ω′ = Ω. ¤
Twierdzenie 6.3 to sÃlaba zasada maksimum (zakÃladamy, że maksimum jest glo-

balne), niedÃlugo pokażemy wzmocnienie Twierdzenia 6.3 (przy zaÃlożeniu, że mak-
simum jest lokalne).
Ćwiczenie Niech wielomian P (z) = a0+a1z+· · ·+anzn b

↪
edzie taki, że |P (z)| ≤ 1,

gdy |z| = 1. Pokazać, że |aj | ≤ 1, j = 1, . . . , n.
Ćwiczenie Niech f b

↪
edzie funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu pierścienia {1 ≤

|z| ≤ 3} tak
↪
a, że |f | ≤ 1, gdy |z| = 1 oraz |f | ≤ 9, gdy |z| = 3. Pokazać, że

|f(z)| ≤ 4, gdy |z| = 2.
Przy pomocy wzoru Cauchy’ego możemy też Ãlatwo udowodnić dwa twierdzenia

dotycz
↪
ace ci

↪
agów funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 6.4. (Weierstrass, 1841) Jeżeli fn jest ci
↪
agiem funkcji holomor-

ficznych w Ω zbieżnym lokalnie jednostajnie do funkcji f , to f jest funkcj
↪
a holomor-

ficzn
↪
a oraz dla każdego k = 1, 2, . . . mamy lokalnie jednostajn

↪
a zbieżność f

(k)
n →

f (k).

Dowód. Niech K(z0, r) ⊂ Ω. Funkcje fn speÃlniaj
↪
a wzór Cauchy’ego (3.6), zatem

speÃlnia go również f . Z Lematu 4.2 wynika, że f jest holomorficzna w K(z0, r). Co
wi

↪
ecej, z nierówności Cauchy’ego dostaniemy

max
K(z0,r/2)

|f (k)
n − f (k)| ≤ k!

(r/2)k
max

K(z0,r/2)
|fn − f |. ¤
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Twierdzenie 6.5. (Montel, 1911) Jeżeli fn jest lokalnie jednostajnie ograniczo-
nym ci

↪
agiem funkcji holomorficznych na obszarze Ω w C, to istnieje podci

↪
ag fnk

zbieżny lokalnie jednostajnie w Ω.

Dowód. Jeżeli K(z0, r) ⊂ Ω, to z wzoru Cauchy’ego mamy

|fn(z)− fn(z0)| =
∣∣∣∣∣
z − z0

2πi

∫

∂K(z0,r)

fn(ζ)
(ζ − z)(ζ − z0)

dζ

∣∣∣∣∣ ≤
Mδ

r(r − δ)
,

gdzie |z − z0| ≤ δ oraz |fn| ≤ M w K(z0, r). Wynika st
↪
ad, że rodzina {fn} jest

jednakowo ci
↪
agÃla, tzn.

∀ z0 ∈ Ω ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀n : |z − z0| ≤ δ ⇒ |fn(z)− fn(z0)| ≤ ε.

Teza twierdzenia wynika teraz z twierdzenia Arzeli-Ascoliego. ¤

Ćwiczenie Korzystaj
↪
ac z twierdzenia Baire’a pokazać, że jeżeli fn ∈ O(Ω) jest

ci
↪
agiem zbieżnym punktowo w Ω, to istnieje otwarty, g

↪
esty podzbiów Ω′ w Ω, gdzie

ci
↪
ag fn jest lokalnie jednostajnie ograniczony, sk

↪
ad wynika, że lim fn ∈ O(Ω′).

7. Szeregi pot
↪
egowe

Wyrażenie

(7.1)
∞∑

n=0

an(z − z0)n, z ∈ C

nazywamy szeregiem pot
↪
egowym o środku w z0 ∈ C i wspóÃlczynnikach an ∈ C,

n = 0, 1, . . . .

PrzykÃlad. Szereg geometryczny
∞∑

n=0

zn jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1.

Wynika to ze wzoru

1 + z + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, z 6= 1.

Możemy zatem zapisać

(7.2)
∞∑

n=0

zn =
1

1− z
, |z| < 1.

Twierdzenie 7.1. (Cauchy, 1821, Hadamard, 1892) PoÃlóżmy

(7.3) R :=
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Wtedy szereg (7.1) jest bezwzgl
↪
ednie i lokalnie jednostajnie zbieżny w kole K(z0, R)

oraz rozbieżny dla każdego z ∈ C \K(z0, R).
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Dowód. Dla z ∈ K(z0, R) niech r i λ b
↪
ed

↪
a takie, że |z − z0| ≤ r < R oraz r/R <

λ < 1. Wtedy dla n odp. dużego mamy n
√
|an| ≤ λ/r, zatem

∣∣∣∣∣
N2∑

n=N1

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤
N2∑

n=N1

|an(z − z0)n| ≤
∞∑

n=N1

λn =
λN1

1− λ
→ 0,

gdy N1 →∞. Z warunku Cauchy’ego zbieżności otrzymalísmy zatem bezwzgl
↪
edn

↪
a

i jednostajn
↪
a zbieżność szeregu na K(z0, r).

Z drugiej strony, jeżeli |z − z0| > R, to istnieje podci
↪
ag ank

taki, że nk

√
|ank

| ≥
1/|z − z0|, co oznacza, że |ank

(z − z0)nk | ≥ 1, nie jest zatem speÃlniony warunek
konieczny zbieżności szeregu. ¤

KoÃlo K(z0, R) z Twierdzenia 7.1 nazywamy koÃlem zbieżności, zaś R promieniem
zbieżności szeregu (7.1). FormuÃla (7.3) na promień zbieżności szeregu pot

↪
egowego

nosi nazw
↪
e wzoru Cauchy’ego-Hadamarda. Zauważmy, że promień zbieżności sze-

regu (7.1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje M > 0 takie, że dla n odp.
dużego mamy |an| ≤ Mn - wtedy R ≥ 1/M .

Twierdzenie 7.1 nie rozstrzyga zbieżności szeregu pot
↪
egowego na brzegu koÃla

zbieżności.

PrzykÃlady. KoÃlem zbieżności każdego z szeregów
∞∑

n=0

zn,
∞∑

n=1

zn

n
,
∞∑

n=1

zn

n2
jest K(0, 1).

i) Szereg
∑

zn jest rozbieżny we wszystkich punktach z brzegu koÃla zbieżności.
ii) Szereg

∑
zn/n2 jest zbieżny bezwzgl

↪
ednie na brzegu.

iii) Szereg
∑

zn/n jest rozbieżny w 1 i zbieżny warunkowo na ∂K(0, 1) \ {1}
( Ćwiczenie ).

iv) Ćwiczenie Pokazać, że istnieje rosn
↪
acy ci

↪
ag liczb naturalnych pn oraz g

↪
este

podzbiory A+, A− ⊂ ∂K(0, 1) takie, że zpn = ±1 dla z ∈ A±. St
↪
ad szereg

∑
znpn/n

jest rozbieżny w A+ i zbieżny warunkowo w A−.

Istotn
↪
a wÃlasności

↪
a szeregów pot

↪
egowych jest jednoznaczność ich wspóÃlczynni-

ków.

Propozycja 7.2. ZaÃlóżmy, że szeregi pot
↪
egowe

∑
an(z − z0)n oraz

∑
bn(z − z0)n

s
↪
a zbieżne do tych samych wartości na zbiorze A takim, że z0 jest punktem skupienia

A. Wtedy an = bn dla wszystkich n.

Dowód. Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że bn = 0 dla wszystkich n. Przy-
puśćmy, że am 6= 0 dla pewnego m i wybierzmy najmniejsze takie m. Wtedy

∞∑
n=0

an(z − z0)n = (z − z0)m
∞∑

n=0

an+m(z − z0)n, z 6= z0.

Szereg
∑∞

n=0 an+m(z−z0)n, zbieżny do pewnej funkcji ci
↪
agÃlej w otoczeniu z0 (dzi

↪
eki

Twierdzeniu 7.1), znika dla z ∈ A, zatem znika również w z0, czyli am = 0 -
sprzeczność. ¤
PrzykÃlad. Rozpatrzmy ci

↪
ag Fibonacciego (1202):

a0 = 0, a1 = 1, an = an−2 + an−1, n = 2, 3, . . .
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Ćwiczenie Pokazać, że w pewnym (rzeczywistym) otoczeniu 0 mamy
∞∑

n=0

anxn =
x

1− x− x2

oraz, rozwijaj
↪
ac praw

↪
a stron

↪
e w szereg pot

↪
egowy, że

an =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n]
(de Moivre, 1730).

Nast
↪
epuj

↪
acy rezultat jest bezpośredni

↪
a konsekwencj

↪
a Twierdzenia 6.4 (można go

zreszt
↪
a udowodnić w bardziej elementarny sposób).

Twierdzenie 7.3. Suma szeregu pot
↪
egowego jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w kole

zbieżności. Szereg pot
↪
egowy można różniczkować wyraz po wyrazie. ¤

Wniosek 7.4. Jeżeli

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n

dla z w pewnym otoczeniu z0, to

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, . . .

Dowód. Z Twierdzenia 7.3 mamy

f (m)(z) =
∞∑

n=m

n(n− 1) . . . (n−m + 1) an(z − z0)n−m

i dla z = z0 otrzymujemy ż
↪
adany wynik. ¤

Otrzymujemy teraz natychmiast nierówność Cauchy’ego dla szeregów pot
↪
ego-

wych.

Wniosek 7.5. Przypuśćmy, że

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n

speÃlnia |f(z)| ≤ M dla z ∈ K(z0, r). Wtedy

|an| ≤ M

rn
, n = 0, 1, . . . ¤

8. Podstawowe wÃlasności funkcji holomorficznych, cd.

Udowodnimy najpierw, że każda funkcja holomorficzna w kole jest granic
↪
a sze-

regu pot
↪
egowego, czyli wynik odwrotny do Twierdzenia 7.3.

Twierdzenie 8.1. ZaÃlóżmy, że f ∈ O(Ω). Wtedy dla każdego z0 ∈ Ω funkcja f
rozwija si

↪
e w szereg Taylora w kole K(z0, dist(z0, ∂Ω)), tzn.

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n, |z − z0| < dist(z0, ∂Ω).
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Dowód. Niech r b
↪
edzie takie, że |z− z0| < r < dist(z0, ∂Ω). Skorzystamy ze wzoru

Cauchy’ego (5.1). Dla ζ ∈ ∂K(z0, r) dzi
↪
eki (7.2) mamy

1
ζ − z

=
1

ζ − z0

1
1− z−z0

ζ−z0

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
,

przy czym zbieżność jest jednostajna dla ζ ∈ ∂K(z0, r). Zatem

f(z) =
1

2πi

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ

=
1

2πi

∞∑
n=0

(z − z0)n

∫

∂K(z0,r)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ

=
∞∑

n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n. ¤

Pokazalísmy zatem, że funkcje holomorficzne to dokÃladnie te funkcje, które
można lokalnie rozwin

↪
ać w szereg pot

↪
egowy (b

↪
ed

↪
acy równocześnie szeregiem Tay-

lora tej funkcji). Co wi
↪
ecej, szereg Taylora funkcji holomorficznej w danym punkcie

jest zbieżny w każdym kole o środku w tym punkcie, w którym funkcja ta jest
określona.

Zasad
↪
e identyczności dla funkcji holomorficznych Ãlatwo teraz wynika z zasady

identyczności dla szeregów pot
↪
egowych (Propozycja 7.2).

Twierdzenie 8.2. Niech f, g b
↪
ed

↪
a funkcjami holomorficznymi w obszarze Ω. Za-

Ãlóżmy, że f = g na zbiorze A ⊂ Ω posiadaj
↪
acym punkt skupienia w Ω. Wtedy f = g

w Ω.

Dowód. Jeżeli z0 jest punktem skupienia zbioru A, to z Twierdzenia 7.6 i Propozycji
7.2 wynika, że f = g w dowolnym kole K(z0, r) ⊂ Ω. Zatem zbiór Ω′ = {z ∈ Ω :
f = g w pewnym otoczeniu z} jest domkni

↪
ety w Ω. Ponieważ jest on również

oczywíscie otwarty, otrzymujemy Ω′ = Ω. ¤

Ćwiczenie i) Czy istnieje f ∈ O(K(0, 1)) takie, że f(1/n) = n/(n + 1), n =
2, 3, . . . ?

ii) Czy istnieje f ∈ O(K(0, 1)) takie, że f(1/n) = n/(n + 2), n = 2, 3, . . . ?
iii) Czy istnieje f ∈ O(K(0, 1)) takie, że f(1/n) = e−n, n = 2, 3, . . . ?

Z Twierdzeń 6.3 i 8.2 wynika natychmiast mocna zasada maksimum dla funkcji
holomorficznych.

Twierdzenie 8.3. Jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w obszarze Ω tak

↪
a, że |f |

osi
↪
aga maksimum lokalne w Ω, to f jest staÃla. ¤

WykÃlad 5, 26.03.2007

Korzystaj
↪
ac z zasady identyczności oraz zasady maksimum można udowodnić

twierdzenie o odwzorowaniu otwartym.

Twierdzenie 8.4. NiestaÃle funkcje holomorficzne określone na obszarze w C s
↪
a

odwzorowaniami otwartymi.
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Dowód. Trzeba pokazać, że jeżeli f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu koÃla

K(z0, r), to istnieje δ > 0 takie, że f(K(z0, r)) ⊃ K(w0, δ), gdzie w0 = f(z0).
Wybieramy ε ∈ (0, r) tak, że w0 /∈ f(∂K(z0, ε)). Gdyby takie ε nie istniaÃlo, to
dla każdego odp. maÃlego ε > 0 znaleźlibyśmy punkty zε takie, że |z0 − zε| = ε
oraz f(zε) = w0. Dzi

↪
eki zasadzie identyczności staÃloby to w sprzeczności z tym, że

funkcja f nie jest staÃla. KÃladziemy teraz

δ :=
1
2

min
ζ∈∂K(z0,ε)

|f(ζ)− w0|.

Z definicji ε wynika, że δ > 0. Dla w ∈ K(w0, δ) musimy teraz znaleźć z ∈ K(z0, ε)
takie, że f(z) = w. Przypuśćmy, że takie z nie istnieje. Z definicji δ mamy

|f(ζ)− w| ≥ |f(ζ)− w0| − |w0 − w| > δ, ζ ∈ ∂K(z0, ε).

Funkcja z 7→ 1/(f(z) − w) jest wi
↪
ec holomorficzna w otoczeniu K(z0, ε), zatem z

zasady maksimum wynika, że

1
|f(z)− w| ≤ max

ζ∈∂K(z0,ε)

1
|f(ζ)− w| <

1
δ
, z ∈ K(z0, ε).

Dla z = z0 otrzymamy |w0 − w| > δ - sprzeczność. ¤
Zauważmy, że w przypadku rzeczywistym nawet wielomiany nie musz

↪
a być od-

wzorowaniami otwartymi, np. f(x) = x2.
Ćwiczenie Pokazać, że z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym Ãlatwo wynika sÃlaba

zasada maksimum (Twierdzenie 6.3) oraz lemat d’Alemberta (Lemat 1.2).

9. Funkcje analityczne

Funkcj
↪
e f : (a, b) → R nazywamy analityczn

↪
a, jeżeli dla każdego x0 ∈ (a, b)

istnieje r > 0 takie, że f jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale (x0−r, x0+r).
Korzystaj

↪
ac z wÃlasności szeregów pot

↪
egowych można elementarnie pokazać nast

↪
e-

puj
↪
acy fakt.

Propozycja 9.1. Jeżeli funkcje f, g s
↪
a funkcjami analitycznymi, to również funk-

cje f ± g, fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, że g 6= 0) s
↪
a analityczne.

PrzykÃlad. Funkcja 1/(1 + x2) jest analityczna na R dzi
↪
eki Propozycji 9.1. Szereg

Taylora w 0 ma postać (korzystamy z (7.2))

1
1 + x2

=
∞∑

n=0

(−1)nx2n.

Szereg ten jest zbieżny tylko w przedziale (−1, 1), a wi
↪
ec, w przeciwieństwie do

przypadku zespolonego, funkcji analitycznej nie można zawsze rozwin
↪
ać w szereg

Taylora w maksymalnym przedziale, w którym funkcja jest określona.

Funkcje analityczne s
↪
a ścísle zwi

↪
azane z funkcjami holomorficznymi dzi

↪
eki nast

↪
e-

puj
↪
acej charakteryzacji.

Propozycja 9.2. Każda funkcja analityczna na (a, b) jest zacieśnieniem pewnej
funkcji holomorficznej określonej w pewnym otoczeniu (a, b) w C.
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Dowód. Jeżeli dla α ∈ (a, b) mamy

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− α)n, x ∈ (α− rα, α + rα),

to jest oczywiste (dzi
↪
eki Twierdzeniu 7.1), że zespolony szereg

∑∞
n=0 an(z − α)n

jest zbieżny do funkcji holomorficznej fα w kole K(α, rα). Co wi
↪
ecej, z zasady

identyczności wynika, że fα = fβ w K(α, rα) ∩K(β, rβ). Na obszarze

⋃

α∈(a,b)

K(α, rα) ⊂ C

możemy wi
↪
ec dobrze zdefiniować funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a f̃ := fα na K(α, rα). ¤

Zauważmy, że Propozycja 9.1 wynika z Propozycji 9.2 i wÃlasności funkcji holo-
morficznych. To, że promień zbieżności szeregu Taylora funkcji 1/(1 + x2) w 0
wynosi 1 wynika z tego, że jej jednoznacznie określone zespolone przedÃlużenie, czyli
funkcja 1/(1 + z2), ma osobliwości w ±i.

PrzykÃlad. Funkcja e−1/x2
(0 dla x = 0) jest klasy C∞ w R oraz f (n)(0) = 0 dla

każdego n. Szereg Taylora funkcji f w 0 znika zatem tożsamościowo, czyli nie jest
zbieżny do f w żadnym otoczeniu 0. Funkcja f nie jest wi

↪
ec analityczna na R.

Wynika to również z faktu, że funkcja e−1/z2
, holomorficzna na C∗, nie przedÃluża

si
↪
e do funkcji caÃlkowitej (ponieważ np. e−1/(it)2 = e1/t2 →∞, gdy t → 0).

Ćwiczenie Znaleźć promień zbieżności szeregu Taylora w 0 funkcji

x

ex − 1
=

( ∞∑
n=0

xn

(n + 1)!

)−1

.

Uwaga. Funkcje analityczne na otwartym podzbiorze Rn definiuje si
↪
e w identyczny

sposób jak poprzednio: s
↪
a to dokÃladnie funkcje lokalnie rozwijalne w szereg Taylora.

Nierówność ÃLojasiewicza (1958) mówi, że jeżeli f jest funkcj
↪
a analityczn

↪
a w Ω ⊂ Rn,

to dla każdego zwartego K ⊂ Ω istniej
↪
a staÃle M, α > 0 takie, że

|f(x)| ≥ 1
M

(dist(x, {f = 0}))α, x ∈ K.

Jeżeli f jest wielomianem, to można znaleźć staÃle M, α niezależne od K.

10.Globalne twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego

B
↪
edziemy chcieli uogólnić twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego (zob. Wniosek 4.3)

na szersz
↪
a klas

↪
e obszarów i dróg zamkni

↪
etych. Pokażemy najpierw, że jeżeli D b C

jest obszarem o brzegu klasy C1 (a nawet kawaÃlkami klasy C1), to dla funkcji
holomorficznej f w otoczeniu D mamy

(10.1) f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ D.
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Wynika to z nast
↪
epuj

↪
acej konsekwencji wzoru Greena (1828).

Twierdzenie 10.1. ZaÃlóżmy, że D jest ograniczonym obszarem w C o brzegu klasy
C1. Wtedy dla f ∈ C1(Ω) mamy

2πif(z) =
∫

∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ +
∫

D

fz(ζ)
ζ − z

dζ ∧ dζ, z ∈ D.

Dowód. Dla ε > 0 oznaczmy Dε = D \K(z, ε). Ze wzoru Greena mamy

∫

∂Dε

f(ζ)
ζ − z

dζ = −
∫

Dε

fz(ζ)
ζ − z

dζ ∧ dζ.

Z drugiej strony

∫

∂Dε

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∫

∂D

−
∫

∂K(z,ε)

=
∫

∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ − i

∫ 2π

0

f(z + εeit)dt.

Gdy ε → 0 otrzymamy tez
↪
e (korzystaj

↪
ac przy okazji z tego, że 1/ζ ∈ L1

loc(C)
Ćwiczenie ). ¤

Zauważmy, że dz ∧ dz = −2idx ∧ dy, a st
↪
ad

πϕ(0) = −
∫

C

ϕz(ζ)
ζ

dλ, ϕ ∈ C∞0 (C).

Oznacza to, że w sensie dystrybucyjnym

∂

∂z

(
1
z

)
= πδ0,

tzn. funkcja 1/(πz) jest rozwi
↪
azaniem fundamentalnym dla operatora ∂/∂z.

W celu uogólnienia wzoru (10.1) wprowadzimy poj
↪
ecie indeksu drogi zamkni

↪
etej

w C.

Propozycja 10.2. Dla drogi zamkni
↪
etej γ : [a, b] → C poÃlóżmy

Indγ(z) =
1

2πi

∫

γ

dζ

ζ − z
, z ∈ C \ γ∗.

Wtedy Indγ jest funkcj
↪
a o wartościach caÃlkowitych, staÃl

↪
a na każdej skÃladowej spójnej

zbioru C \ γ∗, znikaj
↪
ac

↪
a na skÃladowej nieograniczonej C \ γ∗. Liczba Indγ(z) jest

równa liczbie obrotów (w kierunku odwrotnym do ruchu wskazówek zegara) wektora
o pocz

↪
atku w z i końcu w γ(t), a ≤ t ≤ b, dookoÃla z.

Dowód. Niech γ : [a, b] → C b
↪
edzie funkcj

↪
a kawaÃlkami klasy C1. Dla funkcji

ϕ(t) = exp
(∫ t

a

γ′(s)
γ(s)− z

ds

)
, t ∈ [a, b],
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mamy ϕ′ = ϕγ′/(γ − z), a st
↪
ad (ϕ/(γ − z))′ = 0 (tam, gdzie γ jest klasy C1).

St
↪
ad wynika, że funkcja ϕ/(γ − z) jest staÃla. Korzystaj

↪
ac z faktu, że ϕ(a) = 1,

otrzymujemy

exp
(∫ t

a

γ′(s)
γ(s)− z

ds

)
=

γ(t)− z

γ(a)− z
, t ∈ [a, b].

Dla t = b oznacza to, że exp(2πi Indγ(z)) = 1, co jest równoważne temu, że
Indγ(z) ∈ Z. Ponieważ Indγ jest funkcj

↪
a ci

↪
agÃl

↪
a na C \ γ∗ (a dzi

↪
eki lematowi o

produkcji funkcji holomorficznych mamy nawet Indγ ∈ O(C \ γ∗)), Indγ jest wi
↪
ec

staÃla na każdej skÃladowej C \ γ. Z definicji Indγ Ãlatwo otrzymujemy także, że

lim
|z|→∞

Indγ(z) = 0,

sk
↪
ad wnioskujemy, że Indγ = 0 na skÃladowej nieograniczonej C \ γ∗.
Przez A(t), t ∈ [a, b], oznaczymy caÃlkowity przyrost argumentu wektora γ(s)−z,

gdy s rośnie od a do t. Znajdziemy podziaÃl a = t0 < t1 < · · · < tn = b taki, że
γ([tj−1, tj ]) jest zawarte w kole niezawieraj

↪
acym z, j = 1, . . . , n. Dla danego j

możemy wtedy wybrać logarytm tak, by byÃl ci
↪
agÃly na γ([tj−1, tj ]). Otrzymamy

2πi Indγ(z) =
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

γ′(t)
γ(t)− z

dt

=
n∑

j=1

(log(γ(tj)− z)− log(γ(tj−1)− z))

=
n∑

j=1

(
log

∣∣∣∣
γ(tj)− z

γ(tj−1)− z

∣∣∣∣ + i(A(tj)−A(tj−1))
)

= i(A(b)−A(a)). ¤

W dalszym ci
↪
agu wygodnie b

↪
edzie caÃlkować funkcje zespolone po skończonej

sumie dróg (np. po brzegu gÃladkiego obszaru wielospójnego). Niech γ1, . . . , γk b
↪
ed

↪
a

drogami w C. Tworz
↪
a one Ãlańcuch, który zapisujemy Γ = γ1 + · · ·+ γk. Obrazem

Ãlańcucha Γ jest Γ∗ = γ∗1 ∪ · · · ∪ γk∗. Mamy wtedy

(10.2)
∫

Γ

f(z)dz :=
k∑

j=1

∫

γj

f(z)dz, f ∈ C(Γ∗),

przy czym praw
↪
a stron

↪
e możemy traktować jako formaln

↪
a definicj

↪
e Ãlańcucha Γ,

tzn. jako funkcjonaÃl liniowy określony na C(Γ∗). Zauważmy, że tak naprawd
↪
e do

tej pory dla danej drogi γ interesowaÃl nas wÃlaściwie tylko funkcjonaÃl

C(γ∗) 3 f 7→
∫

γ

f(z)dz ∈ C.

Dlatego też sum
↪
e γ1+· · ·+γk należy rozumieć jako sum

↪
e odpowiednich funkcjonaÃlów

(a oczywíscie nie jako sum
↪
e algebraiczn

↪
a funkcji γ1, . . . , γk, która zreszt

↪
a nie mia-

Ãlaby w ogólnym przypadku sensu). W oczywisty sposób definiujemy sum
↪
e i różnic

↪
e
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dwóch Ãlańcuchów. DÃlugości
↪
a Ãlańcucha Γ = γ1+· · ·+γk jest l(Γ) = l(γ1)+· · ·+l(γk).

Jest oczywiste (dzi
↪
eki (3.3)), że norma funkcjonaÃlu (10.2) nie przekracza l(Γ).

Jeżeli wszystkie drogi γ1, . . . , γk s
↪
a zamkni

↪
ete, to Ãlańcuch Γ = γ1 + · · · + γk

nazywamy cyklem. Na cykle możemy rozszerzyć poj
↪
ecie indeksu:

IndΓ(z) :=
k∑

j=1

Indγj
(z) =

1
2πi

∫

Γ

dζ

ζ − z
, z ∈ C \ Γ∗.

Lemat 10.3. ZaÃlóżmy, że K jest zwartym podzbiorem zbioru otwartego U ⊂ C.
Wtedy istnieje cykl Γ taki, że Γ∗ ⊂ U \K, IndΓ = 1 na K oraz IndΓ = 0 na C \K.

Dowód. Pokryjmy C siatk
↪
a przystaj

↪
acych sześciok

↪
atów foremnych o średnicy nie

wi
↪
ekszej niż poÃlowa odlegÃlości K od C \ Ω. Niech Q1, . . . , Qm b

↪
ed

↪
a sześciok

↪
atami

maj
↪
acymi niepuste przeci

↪
ecie z K. Z 6m-elementowego zbioru odcinków zorien-

towanych b
↪
ed

↪
acych bokami tych sześciok

↪
atów usuwamy te odcinki, dla których

odcinki z przeciwn
↪
a orientacj

↪
a również należ

↪
a do tego zbioru. Otrzymany zbiór

odcinków zorientowanych oznaczmy przez Σ. Zauważmy, że dla każdego γ ∈ Σ
mamy γ∗ ⊂ Ω \K oraz istnieje dokÃladnie jedno γ̃ ∈ Σ o pocz

↪
atku równym końcowi

γ. Wynika st
↪
ad Ãlatwo, że wszystkie elementy Σ, odp. uporz

↪
adkowane, tworz

↪
a

cykl Γ ⊂ Ω \ K. Ponieważ Ind∂Qj = 1 we wn
↪
etrzu Qj oraz Ind∂Qj = 0 poza

Qj , j = 1, . . . ,m, wnioskujemy st
↪
ad, że IndΓ = 1 we wn

↪
etrzu Q1 ∪ · · · ∪ Qm oraz

IndΓ = 0 poza Q1 ∪ · · · ∪Qm. ¤

Lemat 10.3 wynika też natychmiast z nast
↪
epuj

↪
acego, intuicyjnie oczywistego

faktu z analizy różniczkowej, z którego jednak nie b
↪
edziemy korzystać:

Dla obszaru D b C o brzegu kawaÃlkami klasy C1

istnieje cykl Γ taki, że Γ∗ = ∂D oraz IndΓ(z) = 1, z ∈ D.

WykÃlad 6, 2.04.2007

Poniższe twierdzenie precyzyjnie charakteryzuje cykle, dla których zachodzi
twierdzenie caÃlkowe oraz wzór caÃlkowy Cauchy’ego.

Twierdzenie 10.4. Dla cyklu Γ w obszarze Ω NWSR

i) IndΓ(z) f(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ Ω \ Γ, f ∈ O(Ω) (wzór caÃlkowy

Cauchy’ego);

ii)
∫

Γ

f(z)dz = 0, f ∈ O(Ω) (twierdzenie caÃlkowe Cauchy’ego);

iii) IndΓ(z) = 0, z ∈ C \ Ω.

Dowód. (Dixon, 1971) i)⇒ii) Dla f ∈ O(Ω) i z ∈ Ω \ Γ niech h(ζ) := (ζ − z)f(ζ).
Wtedy korzystaj

↪
ac z i) mamy

0 = IndΓ(z)h(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)dζ.

ii)⇒iii) Dla z ∈ C \ Ω funkcja f(ζ) := 1/(ζ − z) jest holomorficzna w Ω.
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iii)⇒i) Niech f ∈ O(Ω). Dla z, w ∈ Ω poÃlóżmy

g(z, w) :=

{
f(z)−f(w)

z−w , z 6= w,

f ′(z), z = w.

Twierdzimy, że g ∈ C(Ω × Ω). Jest oczywiste, że funkcja g jest ci
↪
agÃla na ∆ =

{(z, w) ∈ Ω×Ω : z = w} oraz na Ω×Ω \∆. Dla z, w ∈ K(a, r), z 6= w, gdzie r > 0
jest takie że K(a, r) ⊂ Ω, ze wzoru Cauchy’ego dla koÃla otrzymamy

g(z, w)− g(a, a) =
1

2πi

∫

∂K(a,r)

[
1

z − w

(
f(ζ)
ζ − z

− f(ζ)
ζ − w

)
− f(ζ)

(ζ − a)2

]
dζ

=
1

2πi

∫

∂K(a,r)

f(ζ)
(

1
(ζ − z)(ζ − w)

− 1
(ζ − a)2

)
dζ.

Wyrażenie w nawiasie d
↪
aży do 0 jednostajnie na ∂K(a, r), gdy (z, w) → (a, a), a

wi
↪
ec g ∈ C(Ω× Ω). Zdefiniujmy

h(z) :=





1
2πi

∫

Γ

g(ζ, z) dζ, z ∈ Ω,

1
2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ Ω.

Zauważmy, że

(10.3) h(z) =
1

2πi

∫

Γ

g(ζ, z) dζ =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ − IndΓ(z) f(z), z ∈ Ω \ Γ.

Z ci
↪
agÃlości g wynika, że h jest ci

↪
agÃla w Ω. Dla trójk

↪
ata T ⊂ Ω z twierdzenia

Fubiniego mamy
∫

∂T

h(z)dz =
1

2πi

∫

Γ

∫

∂T

g(ζ, z)dz dζ = 0

(dzi
↪
eki Wnioskowi 4.3), z twierdzenia Morery otrzymamy zatem holomorficzność

h w Ω. Dla a ∈ ∂Ω niech r > 0 b
↪
edzie takie, że K(a, r) ∩ Γ = ∅. Z iii) mamy

IndΓ(a) = 0, a wi
↪
ec także IndΓ(z) = 0 dla z ∈ K(a, r). Wtedy z (10.3) wynika,

że definicja h jest wi
↪
ec zgodna w otoczeniu ∂Ω. Z lematu o produkcji funkcji

holomorficznych wnioskujemy teraz, że h jest funkcj
↪
a caÃlkowit

↪
a. Co wi

↪
ecej

lim
|z|→∞

h(z) = 0,

z twierdzenia Liouville’a mamy zatem h ≡ 0. Z (10.3) otrzymujemy i). ¤
Drog

↪
e zamkni

↪
et

↪
a γ w obszarze Ω ⊂ C nazywamy homologiczn

↪
a zeru w Ω, jeżeli

Indγ(z) = 0 dla każdego z ∈ C \ Ω. Przypomnijmy, że γ jest homotopijna zeru w
Ω, jeżeli istnieje ci

↪
agÃle odwzorowanie H : [0, 1] × [a, b] → Ω takie, że dla każdego

s ∈ [0, 1] krzywa H(s, ·) jest zamkni
↪
eta, H(0, ·) = γ oraz H(1, ·) jest staÃle (czyli γ

można ści
↪
agn

↪
ać w Ω do punktu).
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Propozycja 10.5. Każda droga zamkni
↪
eta γ w obszarze Ω, która jest homotopijna

zeru w Ω jest również homologiczna zeru w Ω.

Rezultat odwrotny do Propozycji 10.5 nie jest prawdziwy (rys. ...).
W celu udowodnienia Propozycji 10.5 rozszerzymy definicj

↪
e indeksu na krzywe

zamkni
↪
ete (przypomnijmy, że krzywe w C, to ci

↪
agÃle odwzorowania γ : [a, b] → C,

gdzie [a, b] jest przedziaÃlem zwartym; s
↪
a one zamkni

↪
ete, jeżeli γ(a) = γ(b); podobnie

jak w przypadku dróg obraz krzywej γ również oznaczamy γ∗).

Propozycja 10.6. Dla dowolnej krzywej zamkni
↪
etej γ : [a, b] → C i z ∈ C \

γ∗ można jednoznacznie zdefiniować liczb
↪
e caÃlkowit

↪
a Indγ(z) tak, że definicja ta

pokrywa si
↪
e z definicj

↪
a indeksu, gdy γ jest drog

↪
a, oraz jeżeli γn : [a, b] → C jest

ci
↪
agiem krzywych zamkni

↪
etych jednostajnie zbieżnym do γ, to dla odp. dużego n

mamy Indγn
(z) = Indγ(z).

Dowód. Oznaczmy d := dist(z, γ). Niech γ1, γ2 : [a, b] → C b
↪
ed

↪
a drogami zamkni

↪
e-

tymi takimi, że ||γ1 − γ|| := max[a,b] |γ1 − γ| ≤ d/4, ||γ2 − γ|| ≤ d/4 (takie drogi
istniej

↪
a dzi

↪
eki temu, że funkcje ci

↪
agÃle na zbiorach zwartych możemy jednostajnie

aproksymować funkcjami klasy C∞). PoÃlóżmy

γ̃ :=
γ1 − z

γ2 − z
, t ∈ [a, b].

Wtedy

|γ̃ − 1| ≤ |γ1 − γ|+ |γ2 − γ|
|γ − z| − |γ2 − γ| ≤

2
3
,

a wi
↪
ec γ̃ jest drog

↪
a zamkni

↪
et

↪
a zawart

↪
a w K(1, 2/3). Mamy

Indγ1(z)− Indγ2(z) =
1

2πi

∫ b

a

(
γ′1(t)

γ1(t)− z
− γ′2(t)

γ2(t)− z

)
dt

=
1

2πi

∫ b

a

γ̃′(t)
γ̃(t)

dt

= Indγ̃(0)
= 0.

Pokazalísmy zatem, że indeks każdej drogi zamkni
↪
etej, która jest odpowiednio blisko

krzywej γ jest taki sam. W ten sposób możemy zdefiniować indeks krzywej γ.
Z powyższego rozumowania wynika także, że jeżeli β : [a, b] → C jest krzyw

↪
a

zamkni
↪
et

↪
a tak

↪
a, że ||β − γ|| < d/4, to Indβ(z) = Indγ(z), sk

↪
ad wnioskujemy drug

↪
a

cz
↪
eść tezy. ¤

Dowód Propozycji 10.5. Z Propozycji 10.6 wynika, że dla z ∈ C \ Ω funkcja

[0, 1] 3 s 7→ IndH(s,·)(z) ∈ Z
jest ci

↪
agÃla, a wi

↪
ec staÃla, a st

↪
ad Indγ(z) = IndH(1,·)(z) = 0. ¤

Z Twierdzenia 10.4 i Propozycji 10.5 otrzymujemy natychmiast nast
↪
epuj

↪
acy

rezultat.

Wniosek 10.7. Jeżeli γ jest drog
↪
a zamkni

↪
et

↪
a, homotopijn

↪
a zeru w obszarze Ω ⊂ C,

zaś f funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w Ω, to

∫

γ

f(z)dz = 0. ¤
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Możemy teraz także scharakteryzować obszary, w których wszystkie funkcje holo-
morficzne maj

↪
a pierwotn

↪
a.

Twierdzenie 10.8. Dla obszaru Ω w C NWSR
i) Dla każdego f ∈ O(Ω) istnieje F ∈ O(Ω) takie, że F ′ = f ;
ii) Dla każdego f ∈ O∗(Ω) istnieje g ∈ O(Ω) takie, że eg = f ;
iii) Dla każdego f ∈ O∗(Ω) istnieje g ∈ O∗(Ω) takie, że g2 = f ;
iv) Każda droga zamkni

↪
eta w Ω jest homologiczna zeru w Ω;

v) Zbiór P \ Ω jest spójny, gdzie P = C ∪ {∞} jest uzwarceniem C.

Dowód. i)⇒ii) Różniczkuj
↪
ac równanie eg = f otrzymamy g′ = f ′/f , które ma

rozwi
↪
azanie w O(Ω) dzi

↪
eki i). Dla ustalonego z0 ∈ Ω możemy wybrać g tak, że

eg(z0) = f(z0). Wtedy (eg/f)′ = 0, a wi
↪
ec eg = f .

ii)⇒iii) eg = (eg/2)2.

WykÃlad 7, 16.04.2007

iii)⇒ii) Jeżeli pokażemy, że funkcja f ′/f (nazywamy j
↪
a pochodn

↪
a logarytmiczn

↪
a

funkcji f) ma pierwotn
↪
a w Ω, to z dowodu implikacji i)⇒ii) wynika, że eg = f dla

pewnego g ∈ O(Ω). Dzi
↪
eki Twierdzeniu 4.2 wystarczy zatem pokazać, że

∫

γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = 0

dla każdej drogi zamkni
↪
etej γ ⊂ Ω. Zauważmy, że

1
2πi

∫

γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = Indf◦γ(0).

Z iii) wynika, że dla każdego k = 1, 2, . . . istnieje gk ∈ O(Ω) takie, że g2k

k = f .
Wtedy otrzymamy

Indf◦γ(0) = 2k Indgk◦γ(0).

Liczba caÃlkowita Indf◦γ(0) jest zatem podzielna przez każd
↪
a liczb

↪
e postaci 2k, a

wi
↪
ec jest równa 0.
ii)⇒iv) Dla z ∈ C \ Ω niech g ∈ O(Ω) b

↪
edzie takie, że ζ − z = eg(ζ), ζ ∈

Ω. Różniczkuj
↪
ac otrzymamy 1 = g′(ζ)(ζ − z), a wi

↪
ec funkcja ζ 7→ 1/(ζ − z) ma

pierwotn
↪
a w Ω, zatem Indγ(z) = 0 dla każdej drogi zamkni

↪
etej γ w Ω.

iv)⇒v) Niech P \ Ω = A ∪ B, gdzie A,B s
↪
a domkni

↪
ete w P, rozÃl

↪
aczne i ∞ ∈ A.

Wtedy B jest zbiorem zwartym w C, natomiast Ω̃ := Ω ∪ B = P \ A jest zbiorem
otwartym. Korzystaj

↪
ac z Lematu 10.3 znajdziemy cykl Γ ⊂ Ω̃\B taki, że IndΓ(z) =

1 dla z ∈ B, a st
↪
ad B = ∅.

v)⇒iv) Niech Γ b
↪
edzie dowolnym cyklem w Ω i niech z ∈ C \Ω. Ponieważ P \Ω

jest spójny, z należy do skÃladowej nieograniczonej zbioru C\Γ∗, a wi
↪
ec IndΓ(z) = 0.

iv)⇒i) Wynika natychmiast z Twierdzeń 10.4 i 4.2. ¤
Przypomnijmy, że obszar Ω nazywamy jednospójnym, jeżeli każda krzywa zam-

kni
↪
eta w Ω jest homotopijna zeru w Ω. Z Propozycji 10.5 wynika, że obszary

jednospójne speÃlniaj
↪
a warunek iv) w Twierdzeniu 10.8. Udowodnimy później (przy

okazji twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym), że w rzeczywistości
warunki w Twierdzeniu 10.8 s

↪
a równoważne jednospójności obszaru Ω.
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Ćwiczenie Pokazać, że nie istnieje funkcja holomorficzna (a nawet ci
↪
agÃla) na

pierścieniu {1/2 < |z| < 2} taka, że g(z)2 = z.

11. Szeregi Laurenta

Pokazalísmy, że każd
↪
a funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a w kole można przedstawić jako sum

↪
e

szeregu pot
↪
egowego. Pokażemy teraz, że funkcje określone w pierścieniu

P (z0, r, R) := {z ∈ C : r < |z − z0| < R} = K(z0, R) \K(z0, r)

rozwijaj
↪
a si

↪
e w uogólniony szereg pot

↪
egowy zawieraj

↪
acy również pot

↪
egi ujemne.

Twierdzenie 11.1. (Laurent, 1843, Weierstrass, 1841) Jeżeli f ∈ O(P (z0, r, R)),
gdzie 0 ≤ r < R ≤ ∞, to dla z ∈ P (z0, r, R) mamy

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n =

∞∑
n=0

an(z − z0)n +
∞∑

k=1

a−k(z − z0)−k,

(tzn. oba szeregi s
↪
a zbieżne), gdzie dla dowolnego ρ ∈ (r,R)

(11.1) an =
1

2πi

∫

∂B(z0,ρ)

f(ζ)
(ζ − z0)n+1

dζ, n ∈ Z.

Dowód. Niech r′, R′ b
↪
ed

↪
a takie, że r < r′ < R′ < R. Wtedy ∂P (z0, r

′, R′) jest
cyklem (orientacja dodatnia wzgl

↪
edem wn

↪
etrza, czyli zgodnie z kierunkiem ruchu

wskazówek zegara na ∂K(z0, r
′) i z kierunkiem odwrotnym na ∂K(z0, R

′)) takim,
że

Ind∂P (z0,r′,R′)(z) =
{

0, z ∈ C \ P (z0, r
′, R′),

1, z ∈ P (z0, r
′, R′).

SpeÃlniony jest wi
↪
ec warunek iii) w Twierdzeniu 10.4 (z Ω = P (z0, r, R)). Dzi

↪
eki

równoważnemu warunkowi ii) dostaniemy teraz niezależność prawej strony (11.1)
od ρ (bo funkcja podcaÃlkowa jest holomorficzna w P (z0, r, R)). Z i) otrzymamy
natomiast dla z ∈ P (z0, r

′, R′)

f(z) =
1

2πi

∫

∂P (z0,r,R)

f(ζ)
ζ − z

dζ =
1

2πi

(∫

∂K(z0,R)

−
∫

∂K(z0,r)

)
.

Rozumujemy teraz jak w dowodzie Twierdzenia 8.1. Z (7.2) otrzymamy

1
ζ − z

=





∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
, ζ ∈ ∂K(z0, R),

−
∞∑

k=1

(ζ − z0)k−1

(z − z0)k
, ζ ∈ ∂K(z0, r),

przy czym zbieżność jest jednostajna wzgl
↪
edem ζ na, odpowiednio, ∂K(z0, R) i

∂K(z0, r). ¤
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Szereg postaci

(11.2)
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

nazywamy szeregiem Laurenta. Jest on sum
↪
a dwóch szeregów: cz

↪
eści regularnej

∑

n≥0

an(z − z0)n = a0 + a1(z − z0) + . . . ,

oraz cz
↪
eści osobliwej

∑

n≤−1

an(z − z0)n =
a−1

z − z0
+

a−2

(z − z0)2
+ . . .

Mówimy, że szereg Laurenta (11.2) jest zbieżny w z, jeżeli w z zbieżna jest jego
cz

↪
eść regularna oraz cz

↪
eść osobliwa.

Twierdzenie 11.2. Cz
↪
eść regularna szeregu Laurenta (11.2) jest zbieżna bezwzgl

↪
ed-

nie i lokalnie jednostajnie w kole K(z0, R), rozbieżna dla każdego z ∈ C \K(z0, R),
gdzie

R =
1

lim sup
n→∞

|an|1/n
.

Cz
↪
eść osobliwa szeregu Laurenta (11.2) jest zbieżna bezwzgl

↪
ednie i lokalnie jedno-

stajnie w C \K(z0, r), rozbieżna dla każdego z ∈ K(z0, r), gdzie

r = lim sup
k→∞

|a−k|1/k =
1

lim sup
n→−∞

|an|1/n
.

Jeżeli r < R, to szereg Laurenta (11.2) jest zbieżny bezwzgl
↪
ednie i lokalnie jedno-

stajnie w pierścieniu P (z0, r, R), rozbieżny dla każdego z ∈ C \ P (z0, r, R).

Dowód. Pierwsza cz
↪
eść to dokÃladnie Twierdzenie 7.1. Po podstawieniu

w =
1

z − z0
,

czéść osobliwa b
↪
edzie miaÃla postać

∑

n≤−1

an(z − z0)n =
∞∑

k=1

a−kwk,

a promień zbieżności tego szeregu jest równy 1/r. St
↪
ad wynika druga cz

↪
eść twier-

dzenia, zaś trzecia jest natychmiastow
↪
a konsekwencj

↪
a pierwszych dwóch. ¤

Mamy nast
↪
epuj

↪
aca zasad

↪
e identyczności dla szeregów Laurenta.
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Twierdzenie 11.3. Jeżeli szeregi Laurenta
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

∞∑
n=−∞

bn(z − z0)n

s
↪
a jednostajnie zbieżne do tej samej granicy na okr

↪
egu ∂K(z0, ρ) dla pewnego ρ > 0,

to an = bn dla każdego n ∈ Z.

Dowód. Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że bn = 0, n ∈ Z. ZaÃlożenie oznacza,
że mamy jednostajn

↪
a zbieżność

(11.3)
∞∑

n=−∞
anρneint = 0, t ∈ [0, 2π].

Zbieżność jednostajna implikuje zbieżność w L2([0, 2π]). Dla n, m ∈ Z mamy

〈eint, eimt〉 =
∫ 2π

0

ei(n−m)tdt =
{

0, n 6= m,

2π, n = m.

Mnoż
↪
ac skalarnie obie strony (11.3) przez eimt otrzymamy am = 0, m ∈ Z. ¤

Ćwiczenie Rozwin
↪
ać funkcj

↪
e 1/(z2 − z) w szeregi Laurenta w pierścieniach {0 <

|z| < 1} oraz {1 < |z| < ∞}.

12.Osobliwości funkcji holomorficznych

Mówimy, że funkcja holomorficzna f ma osobliwość izolowan
↪
a w punkcie z0, jeżeli

f ∈ O(U \ {z0}), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu z0 w C. Z Twierdzenia
11.1 (dla r = 0 oraz R takiego, że K(z0, R) ⊂ U) wynika, że w otoczeniu z0 funkcj

↪
e

f możemy rozwin
↪
ać w szereg Laurenta

(12.1) f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

gdzie wspóÃlczynniki an s
↪
a wyznaczone jednoznacznie (dzi

↪
eki Twierdzeniu 11.3; s

↪
a

one dane przez (11.1)). Jeżeli an = 0 dla n = −1,−2, . . . , to mówimy, że f ma
osobliwość pozorn

↪
a w z0. Jeżeli istnieje m ≥ 1 takie, że a−m 6= 0 oraz an = 0

dla n < −m, to mówimy, że f ma biegun rz
↪
edu m w z0 (jeżeli m = 1, to biegun

nazywamy prostym). W pozostaÃlych przypadkach (tzn., gdy istnieje nieskończenie
wiele n < 0 takich, że an 6= 0) mówimy, że f ma istotn

↪
a osobliwość w z0.

Jest jasne, że funkcja holomorficzna ma pozorn
↪
a osobliwość w z0 wtedy i tylko

wtedy, gdy przedÃluża si
↪
e do funkcji holomorficznej w otoczeniu z0 (z tego powodu

osobliwości pozorne s
↪
a również nazywane usuwalnymi). Jeżeli f ma biegun rz

↪
edu

m w z0, to

(12.2) f(z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ . . . =

h(z)
(z − z0)m

,

gdzie h jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że h(z0) = a−m 6= 0.

Z drugiej strony, jeżeli g jest holomorficzna w otoczeniu z0, g 6≡ 0 i g(z0) = 0, to

g(z) = bm(z − z0)m + bm+1(z − z0)m+1 + · · · = (z − z0)mh̃(z),
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gdzie m ≥ 1, zaś h̃ jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że h̃(z0) = am 6=

0. Takie m nazywamy krotności
↪
a zera funkcji g w z0. Jest to równoważne temu, że

g(z0) = g′(z0) = · · · = g(m−1)(z0) = 0, g(m)(z0) 6= 0

(dzi
↪
eki wzorowi Taylora).

Z powyższych rozważań widać, że dla funkcji holomorficznej f w otoczeniu z0

mamy

f ma w z0 zero krotności m ⇔ 1/f ma w z0 biegun rz
↪
edu m.

Ogólniej, jeżeli f, g s
↪
a holomorficzne w otoczeniu z0 i maj

↪
a w z0 zera krotności,

odpowiednio, m i k, to f/g ma w z0 zero krotności m − k, jeżeli m > k, oraz
biegun rz

↪
edu k−m, jeżeli m < k. (Jeżeli m = k, to f/g jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a

w otoczeniu z0 nieznikaj
↪
ac

↪
a w z0). W szczególności, funkcja f/g nie może mieć

istotnej osobliwości.

PrzykÃlad. Funkcja

e1/z =
∞∑

k=0

1
k!zk

ma istotn
↪
a osobliwość w 0.

WykÃlad 8, 23.04.2007

Jak wynika z poprzednich rezultatów (z Twierdzeń 4.1 i 6.1), każda funkcja
holomorficzna posiadaj

↪
aca osobliwość izolowan

↪
a w z0, któr

↪
a można przedÃlużyć do

funkcji ci
↪
aglej w z0, ma w z0 osobliwość pozorn

↪
a. Ten fakt udowodniÃl Riemann

w 1851 r. Poniższy, ogólniejszy rezultat jest nazywany twierdzeniem Riemanna o
usuwaniu osobliwości.

Twierdzenie 12.1. Przypuśćmy, że funkcja holomorficzna f ma w z0 osobliwość
izolowan

↪
a oraz jest ograniczona w otoczeniu z0. Wtedy f ma osobliwość pozorn

↪
a w

z0.

Dowód. Niech h(z) := (z − z0)f(z). Wtedy dla pewnego otoczeniu U punktu z0

mamy h ∈ O(U \ {z0}) ∩ C(U), a st
↪
ad h ∈ O(U). Ponieważ h ma w z0 zero

krotności ≥ 1, a z−z0 zero krotności 1, to f(z) = h(z)/(z−z0) ma w z0 osobliwość
pozorn

↪
a. ¤

Ćwiczenie Podać inny dowód Twierdzenia 12.1: pokazać, że przy takich zaÃloże-
niach wspóÃlczynniki an w Twierdzeniu 11.1 znikaj

↪
a dla n < 0.

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n ∈ O(P (z0, r, R)),

gdzie 0 < r < R < ∞, to

1
π

∫

P (z0,r,R)

|f(z)|2dλ(z) =
∑

n6=−1

R2n+2 − r2n+2

n + 1
|an|2 + 2 log

R

r
|a−1|2.

Wywnioskować st
↪
ad nast

↪
epuj

↪
ace wzmocnienie twierdzenia Riemanna: jeżeli f ∈

O∩L2(U \{z0}), gdzie U jest otwartym otoczeniem z0, to f ma pozorn
↪
a osobliwość

w z0. Pokazać, że wykÃladnika 2 nie można poprawić.
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Twierdzenie 12.2. (Casorati, 1868, Weierstrass, 1876, Sochocki, 1873) Jeżeli
funkcja holomorficzna f ma w z0 istotn

↪
a osobliwość, to dla każdego odp. maÃlego

otwartego otoczenia V punktu z0, zbiór f(V \ {z0}) jest g
↪
esty w C.

Dowód. Przypuśćmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe, tzn. istnieje w0 ∈ C oraz
ε > 0 takie, że K(w0, ε)∩ f(V \ {z0}) = ∅. Oznacza to, że |f −w0| ≥ ε w V \ {z0}.
Funkcja g := 1/(f−w0) jest wi

↪
ec ograniczona w V \{z0}, z Twierdzenia 12.1 wynika

zatem, że ma w z0 pozorn
↪
a osobliwość. Czyli funkcja f = w0 + 1/g nie może mieć

w z0 istotnej osobliwości - sprzeczność. ¤

Uwaga. Znacznie mocniejsze (ale i trudniejsze do udowodnienia) niż Twierdzenie
12.2 jest tzw. wielkie twierdzenie Picarda (1879): przy zaÃlożeniach Twierdzenia
12.2 zbiór f(V \ {z0}) omija co najwyżej jedn

↪
a wartość w C.

Ćwiczenie Zweryfikować wielkie twierdzenie Picarda w nast
↪
epuj

↪
acych przypad-

kach: e1/z (omija jedn
↪
a wartość), cos(1/z) (nie omija żadnej wartości).

Podobnie jak w Twierdzeniu 10.8.v przez P = C ∪ {∞} oznaczamy uzwarcenie
Aleksandrowa pÃlaszczyzny zespolonej C. Oznacza to, że otwarte otoczenia punktu
∞ to zbiory postaci P \ K, gdzie K jest zwartym podzbiorem C. Ci

↪
ag zj ∈ C

jest zbieżny do ∞, jeżeli limj→∞ |zj | = ∞. Uwaga: w przeciweństwie do prostej
rzeczywistej nie rozróżniamy tutaj pomi

↪
edzy −∞ i +∞.

Ćwiczenie Pokazać, że P jest homeomorficzna ze sfer
↪
a w R3.

Możemy teraz skojarzyć rodzaje osobliwości izolowanych z istnieniem odpowied-
nich granic.

Twierdzenie 12.3. ZaÃlóżmy, że funkcja holomorficzna f ma osobliwość izolowan
↪
a

w z0. Wtedy
i) f ma pozorn

↪
a osobliwość w z0 ⇔ istnieje lim

z→z0
f(z) ∈ C;

ii) f ma biegun w z0 ⇔ lim
z→z0

f(z) = ∞;

iii) f ma istotn
↪
a osobliwość w z0 ⇔ nie istnieje lim

z→z0
f(z) ∈ P.

Dowód. i) Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 12.1 (a nawet Twierdzeń 4.1
i 6.1).

ii) Z (12.2) wynika ⇒, natomiast ⇐ wnioskujemy z i) (f nie ma pozornej oso-
bliwości) i Twierdzenia 12.2 (f nie ma istotnej osobliwości).

iii) Natychmiastowa konsekwencja i) oraz ii). ¤

Przestrzeń P ma struktur
↪
e jednowymiarowej rozmaitości zespolonej: odwzoro-

wania

ϕ1 := idC, ϕ2 : P \ {0} 3 z 7−→ 1
z
∈ C

s
↪
a homeomorfizmami takimi, że ϕ1 ◦ ϕ−1

2 , ϕ2 ◦ ϕ−1
1 ∈ O(C∗). Wraz z powyższ

↪
a

struktur
↪
a P nazywamy sfer

↪
a Riemanna.

Niech Ω1, Ω2 b
↪
ed

↪
a otwartymi podzbiorami P. Funkcj

↪
e f : Ω1 → Ω2 nazywamy

holomorficzn
↪
a (piszemy f ∈ O(Ω1, Ω2)), jeżeli funkcje ϕj ◦f ◦ϕ−1

i s
↪
a holomorficzne

dla i, j = 1, 2 (tam, gdzie s
↪
a określone). ÃLatwo sprawdzić, że poj

↪
ecie holomor-

ficzności na sferze Riemanna jest wÃlasności
↪
a czysto lokaln

↪
a. Jeżeli wi

↪
ec f(z0) = w0,
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to holomorficzność f w otoczeniu z0 możemy scharakteryzować nast
↪
epuj

↪
aco

i) Jeżeli z0, w0 ∈ C, to f jest holomorficzna w zwykÃlym sensie;
ii) Jeżeli z0 = ∞, w0 ∈ C, to f(1/ζ) jest holomorficzna w otoczeniu 0;
iii) Jeżeli z0 ∈ C, w0 = ∞, to 1/f jest holomorficzna;
iv) Jeżeli z0 = w0 = ∞, to 1/f(1/ζ) jest holomorficzna w otoczeniu 0.
Niech f ∈ O(Ω,P), gdzie Ω ⊂ C jest obszarem. Jeżeli f 6≡ ∞, to zbiór biegunów

f−1(∞) jest dyskretny. Tak
↪
a funkcj

↪
e nazywamy meromorficzn

↪
a. Innymi sÃlowy s

↪
a

to wi
↪
ec funkcje holomorficzne poza zbiorem dyskretnym, przy czym żadna osobli-

wość nie jest istotna. Funkcje meromorficzne lokalnie można zapisać w postaci
g/h, gdzie g, h s

↪
a holomorficzne, przy czym h 6≡ 0. Pokażemy później (Twierdze-

nie 15.7), że takie g i h można znaleźć również globalnie. Funkcje meromorficzne
s

↪
a zatem podobnym uogólnieniem funkcji holomorficznych jak funkcje wymierne

wielomianów.
Ćwiczenie Pokazać, że funkcja caÃlkowita przedÃluża si

↪
e do funkcji z O(P,P) wtedy

i tylko wtedy, gdy jest ona wielomianem.
Ćwiczenie Udowodnić, że O(P,P) \ {∞} to dokÃladnie zbiór funkcji wymiernych.

Propozycja 12.4. i) O(C) ∩ O(P,P) = {wielomiany};
ii) O(P,P) \ {∞} = {funkcje wymierne}.

Dowód. i) Jeśli funkcja caÃlkowita ma nie jest wielomianem, to w ∞ ma istotn
↪
a

osobliwość.
ii) Niech f = P/Q b

↪
edzie funkcj

↪
a wymiern

↪
a, gdzie P,Q s

↪
a wielomianami bez

wspólnego dzielnika (czyli ich zbiory zer s
↪
a rozÃl

↪
aczne). Jest oczywiste, że f |C\Q−1(0)

jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a, przedÃlużaj

↪
ac

↪
a si

↪
e do odwzorowania ci

↪
agÃlego P → P. Z

twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwości wynika wi
↪
ec, że f ∈ O(P,P).

ZaÃlóżmy z kolei, że f ∈ O(P,P), f 6= const. Wtedy zbiór f−1(∞) jest skończony
(bo gdyby nie byÃl, to ze zwartości P miaÃlby punkt skupienia, wi

↪
ec z zasady iden-

tyczności wynikaÃloby, że f = const). Stosuj
↪
ac zmian

↪
e zmiennych w P postaci

z′ = 1/(z − z0), gdzie z0 /∈ f−1(∞), bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że
zbiór f−1(∞) = {z1, . . . , zn} nie zawiera ∞. Wtedy funkcja f |C\{z1,...,zn} jest
holomorficzna oraz z ci

↪
agÃlości f na P oczywíscie mamy lim

z→zj

f(z) = ∞, czyli f ma

bieguny w z1, . . . , zn. Istniej
↪
a zatem liczby naturalne m1, . . . , mn takie, że

P (z) := (z − z1)m1 . . . (z − zn)mnf(z) ∈ O(C).

Co wi
↪
ecej, lim

z→∞
P (z) = ∞ (bo f(∞) 6= ∞), czyli P jest wielomianem. ¤

13. Twierdzenie o residuach

Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a posiadaj

↪
ac

↪
a osobliwość izolowan

↪
a w z0.

W pewnym otoczeniu z0 mamy rozwini
↪
ecie f w szereg Laurenta (12.1), który jest

jednostajnie zbieżny na ∂K(z0, r) dla r > 0 odp. maÃlego. Mamy wtedy

(13.1)
∫

∂K(z0,r)

f(z)dz =
∞∑

n=−∞
an

∫

∂K(z0,r)

(z − z0)ndz = 2πia−1.

Liczb
↪
e a−1 z rozwini

↪
ecia (12.1) nazywamy residuum funkcji f w punkcie z0 i oz-

naczamy res z0f .
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Ćwiczenie Skonstruować funkcj
↪
e f ∈ O(C \ {0, 1}) maj

↪
ac

↪
a istotn

↪
a osobliwość w

0, biegun rz
↪
edu 2 w 1 oraz tak

↪
a, że res 1f = 3.

Przypuśćmy, że f ma w z0 biegun rz
↪
edu m. Wtedy

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+

a−m+1

(z − z0)m−1
+ . . . =

h(z)
(z − z0)m

,

gdzie funkcja
h(z) = a−m + a−m+1(z − z0) + . . .

jest holomorficzna w otoczeniu z0. Ze wzoru Taylora otrzymamy

a−m+k =
h(k)(z0)

k!
, k = 0, 1, . . .

Dla k = m − 1 dostaniemy nast
↪
epuj

↪
acy rezultat, który jest podstawowym narz

↪
e-

dziem przy obliczaniu residuów w przypadku biegunów:

Propozycja 13.1. Jeżeli funkcja holomorficzna f ma biegun rz
↪
edu m w z0, to

res z0f =
1

(m− 1)!

(
d

dz

)m−1 (
(z − z0)mf(z)

)
∣∣∣∣∣
z=z0

. ¤

SformuÃlujemy teraz i udowodnimy twierdzenie o residuach.

Twierdzenie 13.2. Niech Ω b
↪
edzie obszarem w C, zaś Γ cyklem homologicznym

zeru w Ω. ZaÃlóżmy, że z1, . . . , zk ∈ Ω \ Γ (zj 6= zl dla j 6= l) i że f ∈ O(Ω \
{z1, . . . , zk}). Wtedy

∫

Γ

f(z)dz = 2πi
k∑

j=1

IndΓ(zj) res zj f.

Dowód. Znajdziemy r > 0 takie, że K(zj , r)∩K(zl, r) = ∅ dla j 6= l oraz K(zj , r)∩
Γ = ∅, j, l = 1, . . . , k. Zastosujemy Twierdzenie 10.4 dla cyklu

Γ̃ := Γ−
k∑

j=1

IndΓ(zj) ∂K(zj , r)

i obszaru Ω \ {z1, . . . , zk}. SpeÃlniony jest warunek iii), zatem z ii)

0 =
∫

Γ̃

f(z)dz =
∫

Γ

f(z)dz −
k∑

j=1

IndΓ(zj)
∫

∂K(zj ,r)

f(z)dz

i wystarczy skorzystać z (13.1). ¤

13a.Obliczanie pewnych caÃlek rzeczywistych (nie byÃlo na wykÃladzie)

Twierdzenie o residuach pozwala obliczyć wiele rzeczywistych caÃlek określonych.
Poniżej przedstawimy kilka rodzajów takich caÃlek. B

↪
edzie to sÃlużyÃlo przede wszyst-

kim zaprezentowaniu możliwych metod zastosowania twierdzenia o residuach, z caÃl
↪
a

pewnościa poniższa lista nie wyczerpuje przypadków, gdzie można je użyć.
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I) CaÃlki postaci ∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt,

gdzie R jest funkcj
↪
a wymiern

↪
a (czyli R = P/Q, gdzie P i Q s

↪
a wielomianami dwóch

zmiennych; wielomian Q w tym przypadku nie może mieć zer na rzeczywistym
okr

↪
egu jednostkowym). Podstawiaj

↪
ac z = eit otrzymamy

cos t = Re z =
z + z

2
=

z + 1/z

2
,

sin t = Im z =
z − z

2i
=

z − 1/z

2i

oraz dz = ieitdt = izdt. Mamy wi
↪
ec

∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt =
∫

∂K(0,1)

R

(
z + 1/z

2
,
z − 1/z

2i

)
dz

iz
=

∫

∂K(0,1)

R̃(z)dz,

gdzie R̃ jest funkcj
↪
a wymiern

↪
a, nie maj

↪
ac

↪
a osobliwości na ∂K(0, 1).

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ 2π

0

sin2 t

5 + 4 cos t
dt =

π

4
.

II) CaÃlki postaci ∫ ∞

−∞

P (x)
Q(x)

dx,

gdzie P, Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi takimi, że Q 6= 0 na R oraz deg Q ≥

deg P + 2 (mamy wtedy pewność, że funkcja P/Q jest sumowalna na R). Dla
R > 0 przez C+

R := {z ∈ ∂K(0, R) : Im z ≥ 0} oznaczmy górn
↪
a poÃlow

↪
e okr

↪
egu

∂K(0, R) (o pocz
↪
atku w R i końcu w −R). Dla R odp. dużego wielomian Q(z) nie

ma zer na ∂K(0, R) oraz
∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)
Q(z)

dz

∣∣∣∣∣ ≤ CRdeg P−deg QπR → 0,

gdy R →∞. Z twierdzenia o residuach mamy wi
↪
ec

∫ ∞

−∞

P (x)
Q(x)

dx = lim
R→∞

∫

[−R,R]+C+
R

P (z)
Q(z)

dz = 2πi
∑

Q(w)=0
Im w>0

res w
P (z)
Q(z)

.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

−∞

dx

x4 + 1
=

π√
2
.

III) CaÃlki postaci

(13.2)
∫ ∞

−∞

P (x) cos x

Q(x)
dx,

∫ ∞

−∞

P (x) sin x

Q(x)
dx,

gdzie P,Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi. Jeżeli Q 6= 0 na R oraz deg Q ≥ deg P +

2, to funkcje podcaÃlkowe w (13.2) s
↪
a sumowalne. Zauważmy, że caÃlki (13.2) s

↪
a,

odpowiednio, cz
↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a i urojon

↪
a caÃlki

∫ ∞

−∞

P (x)eix

Q(x)
dx.



FUNKCJE ANALITYCZNE 37

W dodatku, dzi
↪
eki temu, że |eiz| ≤ 1, gdy Im z ≥ 0, mamy

(13.3)

∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ CRdeg P−deg QπR → 0

(zauważmy, że nie moglibyśmy powtórzyć tego rozumowania, gdybyśmy zamiast eiz

wzi
↪
eli funkcje, odpowiednio, cos z i sin z). Z twierdzenia o residuach dostaniemy

(13.4)
∫ ∞

−∞

P (x)eix

Q(x)
dx = 2πi

∑

Q(w)=0
Im w>0

res w
P (z)eiz

Q(z)
.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

cos(3x)
x2 + 4

dx =
π

4e6
.

Jeżeli wielomiany P, Q s
↪
a takie, że Q 6= 0 na R i degQ = degP + 1, to można

pokazać Ćwiczenie , że funkcje podcaÃlkowe w (13.2) nie s
↪
a sumowalne na R.

Pokażemy jednak, że w tym wypadku istniej
↪
a wartości gÃlówne caÃlek (13.2) (jeżeli

istnieje granica

lim
a′→a−
b′→b+

∫ b′

a′
f(x)dx,

to nazywamy j
↪
a wartości

↪
a gÃlówn

↪
a caÃlki

∫ b

a
f(x)dx i oznaczamy także

∫ b

a
f(x)dx).

Powtarzamy poprzednie rozumowanie korzystaj
↪
ac z nast

↪
epuj

↪
acego lematu Jordana;

dostaniemy ponownie formuÃl
↪
e (13.4).

Lemat 13.3. Jeżeli wielomiany P, Q s
↪
a takie że deg Q ≥ deg P + 1, to

lim
R→∞

∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz = 0.

Dowód. B
↪
edziemy szacować troch

↪
e dokÃladniej niż w (13.3). Dla z = x + iy ∈ C+

R

i R odp. dużego mamy |P (z)/Q(z)| ≤ C/R oraz |eiz| = e−y. Parametryzuj
↪
ac C+

R

przez Reit, t ∈ [0, π], otrzymamy

(13.5)

∣∣∣∣∣
∫

C+
R

P (z)eiz

Q(z)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ π

0

e−R sin tdt.

Teza lematu wynika teraz np. z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności ograniczo-
nej. ¤

Ćwiczenie Udowodnić zbieżność prawej strony (13.5) do 0 bez stosowania twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieżności ograniczonej: korzystaj

↪
ac z tego, że − sin t ≤ −2t/π

dla t ∈ [0, π/2], pokazać, że
∫ π

0

e−R sin tdt ≤ π
1− e−R

R
.

Możemy obliczyć wartości gÃlówne caÃlek (13.2) dla wielomianów rzeczywistych
P, Q takich, że deg Q ≥ deg P + 1 dopuszczaj

↪
ac dodatkowo możliwość zerowania
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si
↪
e wielomianu Q na R (przez wartość gÃlówn

↪
a takiej caÃlki rozumiemy granic

↪
e caÃlek

po skończonej sumie odpowiednich przedziaÃlów zwartych). Możemy to zrobić w
przypadku, gdy funkcja Q(z) ma pojedyncze zera na R. Wynika to z nast

↪
epuj

↪
acego

lematu.

Lemat 13.4. ZaÃlóżmy, że funkcja holomorficzna f ma prosty biegun w z0 i że
0 ≤ α < β ≤ 2π. Dla r > 0 niech γr(t) := z0 + reit, α ≤ t ≤ β. Wtedy

lim
r→0+

∫

γr

f(z)dz = i(β − α)res z0f.

Dowód. Znajdziemy funkcj
↪
e holomorficzn

↪
a g w otoczeniu z0 tak

↪
a, że

f(z) =
a1

z − z0
+ g′(z).

Wtedy dla r > 0 odp. maÃlego mamy
∫

γr

f(z)dz = i(β − α)a−1 + g(z0 + reiβ)− g(z0 + reiα)

i przy r → 0 dostaniemy to co trzeba. ¤

Ćwiczenie Na przykÃladzie funkcji (z−z0)−2 pokazać, że zaÃlożenie w Lemacie 13.4,
że biegun jest prosty, jest konieczne.

Ćwiczenie Pokazać, że (wartość gÃlówna)
∫ ∞

−∞

x sin(2x)
x2 − 1

dx = π cos 2.

IV) CaÃlki postaci

(13.6)
∫ ∞

0

P (x)
xaQ(x)

dx,

gdzie 0 < a < 1, zaś P, Q s
↪
a wielomianami rzeczywistymi takimi, że deg Q ≥

deg P + 1 oraz Q 6= 0 na [0,∞). Przy takich zaÃlożeniach funkcja podcaÃlkowa jest
sumowalna na (0,∞). Rozpatrzmy funkcj

↪
e

g(z) := za = ea log z = ea(log |z|+iarg z) = |z|aeiaarg z.

Wybieramy argument z z przedziaÃlu (0, 2π), tak, że g ∈ O(C \ [0,∞)). Dla x ∈
(0,∞) mamy

g+(x) : = lim
y→0+

g(x + iy) = xa,

g−(x) : = lim
y→0−

g(x + iy) = e2πaixa.

Można pokazać Ćwiczenie , że przy powyższych zaÃlożeniach mamy

lim
R→∞

∫

∂K(z0,R)

P (z)
zaQ(z)

dz = lim
r→0+

∫

∂K(z0,r)

P (z)
zaQ(z)

dz = 0.
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Mamy wtedy (rys. ..., pami
↪
etaj

↪
ac o ujemnej orientacji na przedziale [r,R] dla

funkcji g−)

(
1− e−2πai

) ∫ ∞

0

P (x)
xaQ(x)

dx = 2πi
∑

Q(w)=0

res w
P (z)

zaQ(z)
.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

√
x

x2 + 1
dx =

π√
2
.

Podobnie jak poprzednio, korzystaj
↪
ac z Lematu 13.4, możemy także policzyć

wartość gÃlówn
↪
a caÃlki (13.6), jeżeli Q ma pojedyncze zera na (0,∞).

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

0

√
x

x2 − 1
dx =

π

2
.

Przy pomocy twierdzenia o residuach można policzyć wiele innych rodzajów
caÃlek określonych.
Ćwiczenie CaÃlkuj

↪
ac po odpowiednio zmodyfikowanym brzegu póÃlkola K(0, R) ∩

{Re z > 0} pokazać, że ∫ ∞

0

log x

x2 − 1
dx = −π2

4
.

Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e eaz/(1 + ez) po brzegu prostok

↪
ata o wierzchoÃlkach w

±R, ±R + 2πi pokazać, że
∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin(aπ)
, 0 < a < 1.

Ćwiczenie Pokazać, że
∫ ∞

−∞

eax

1− ex
dx = π cot(aπ), 0 < a < 1.

Ćwiczenie CaÃlkuj
↪
ac funkcj

↪
e 1/(1+ z3) po brzegu zbioru {ρeit : 0 ≤ t ≤ 2π/3, 0 ≤

ρ ≤ R} pokazać, że ∫ ∞

0

dx

1 + x3
=

2π
√

3
9

.

14. Lokalizowanie zer funkcji holomorficznych

Przedstawimy teraz pewne ogólne wÃlasności funkcji holomorficznych, które moż-
na udowodnić przy pomocy twierdzenia o residuach. Pierwsz

↪
a z nich b

↪
edzie zasada

argumentu, która pozwala lokalizować zera oraz bieguny funkcji holomorficznych.
Przed jej sformuÃlowaniem jedna uwaga techniczna: jeżeli Γ = γ1 + · · · + γk jest
Ãlańcuchem, a f funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu Γ∗, to przez f ◦ Γ rozumiemy

Ãlańcuch f ◦ γ1 + · · · + f ◦ γk. Jest oczywiste, że jeżeli Γ jest cyklem, to jest nim
także f ◦ Γ.

Twierdzenie 14.1. ZaÃlóżmy, że D jest ograniczonym obszarem w C takim, że
∂D = Γ∗ dla pewnego cyklu takiego, że IndΓ(z) = 1 dla z ∈ D. Niech f b

↪
edzie

funkcj
↪
a meromorficzn

↪
a w otoczeniu D nie maj

↪
ac

↪
a zer ani biegunów na ∂D. Wtedy

Indf◦Γ(0) = Z −B,
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gdzie Z oznacza liczb
↪
e zer funkcji f w D liczonych razem z krotnościami, natomiast

B sum
↪
e rz

↪
edów wszystkich biegunów funkcji f w D.

Dowód. Zauważmy, że (podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 10.8)

Indf◦Γ(0) =
1

2πi

∫

Γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ.

Do obliczenia tej caÃlki wykorzystamy twierdzenie o residuach. Zauważmy, że funk-
cja podcaÃlkowa f ′/f ma osobliwości dokÃladnie tam, gdzie f ma zera lub bieguny.
Jeżeli f ma w z0 zero krotności m, to, zapisuj

↪
ac f(z) = (z − z0)mh(z), gdzie

h(z0) 6= 0, mamy
f ′(z)
f(z)

=
m

z − z0
+

h′(z)
h(z)

,

a zatem res z0(f
′/f) = m. Powyższe rozumowanie dziaÃla także, gdy m jest ujemn

↪
a

liczb
↪
a caÃlkowit

↪
a. Oznacza to, że jeżeli f ma w z0 biegun rz

↪
edu k, to res z0(f

′/f) =
−k. Wystarczy teraz skorzystać z twierdzenia o residuach. ¤

Ćwiczenie Znaleźć liczb
↪
e pierwiastków wielomianu z4 + 2z3 + 3z2 + z + 2 w

póÃlpÃlaszczyźnie {Re z ≥ 0}.

WykÃlad 9, 7.05.2007

Twierdzenie 14.2. (Rouché, 1862) Niech D b
↪
edzie ograniczonym obszarem w C.

ZaÃlóżmy, że f, g s
↪
a funkcjami holomorficznymi w D, ci

↪
agÃlymi na D i takimi, że

|g| < |f | na ∂D. Wtedy f i f +g maj
↪
a tyle samo zer w D liczonych z krotnościami.

Dowód. Dzi
↪
eki Lematowi 10.3 możemy zaÃlożyć, że D jest jak w Twierdzeniu 14.1,

natomiast f i g s
↪
a holomorficzne w otoczeniu D. Dla t ∈ [0, 1] na Γ∗ = ∂D mamy

|f + tg| ≥ |f | − t|g| > 0. Funkcja

[0, 1] 3 t 7−→ Ind(f+tg)◦Γ(0) =
1

2πi

∫

Γ

f ′(ζ) + tg′(ζ)
f(ζ) + tg(ζ)

dζ ∈ Z,

jest wi
↪
ec ci

↪
agÃla, musi być zatem staÃla. Dla t = 0 i t = 1 z zasady argumentu

dostaniemy tez
↪
e. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że warunek |g| < |f | w twierdzeniu Rouchégo można osÃlabić
do |g| < |f |+ |f + g|.
Ćwiczenie Znaleźć liczb

↪
e pierwiastków wielomianu z6 + 4z2 − 1 w kole K(0, 1).

Korzystaj
↪
ac z twierdzenia Rouchégo można podać kolejny dowód zasadniczego

twierdzenia algebry: jeżeli P (z) = a0+a1z+· · ·+anzn, an 6= 0, n ≥ 1, jest wielomia-
nem zespolonym, to znajdziemy R > 0 takie, że |a0+a1z+· · ·+an−1z

n−1| < |an|Rn

dla z ∈ ∂K(0, R). Wnioskujemy, że P ma w K(0, R) tyle samo zer liczonych z
krotnościami co anzn, czyli n.

Możemy teraz opisać topologiczne zachowanie si
↪
e funkcji holomorficznych w

pobliżu zera krotności m.

Twierdzenie 14.3. Jeżeli funkcja holomorficzna f ma w z0 zero krotności m, to
istnieje otoczeniu U punktu z0 takie, że odwzorowanie f jest m-krotne na U \ {z0}
(tzn. dla każdego w ∈ f(U) \ {0}) zbiór f−1(w) ∩ (U \ {z0}) jest m-elementowy).
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Dowód. Zapiszmy f(z) = am(z − z0)m + g(z), gdzie am 6= 0, zaś g jest funkcj
↪
a

holomorficzn
↪
a w otoczeniu z0 tak

↪
a, że |g(z)| ≤ C|z − z0|m+1. Dla r > 0 odp.

maÃlego mamy ρ := |am|rm − Crm+1 > 0. Dla w ∈ K(0, ρ) mamy

|g(z)− w| < Crm+1 + ρ = |am(z − z0)m|, z ∈ ∂K(z0, r),

a wi
↪
ec z twierdzenia Rouchégo wynika, że funkcja f − w ma w K(z0, r) m zer

liczonych z krotnościami. Jeżeli któreś z tych zer nie jest pojedyncze, to mamy
w nim f ′ = 0. Dla r > 0 odp. maÃlego mamy jednak f ′ 6= 0 na K(z0, r) \ {z0}
(bo inaczej z zasady identyczności funkcja f byÃlaby staÃla, co jest niemożliwe w
naszym przypadku), czyli tam wszystkie zera musz

↪
a być pojedyncze. Bierzemy

wtedy U := f−1(K(0, ρ)) ∩K(z0, r). ¤

Z Twierdzenia Rouchégo możemy także wywnioskować, że przy jednostajnej
zbieżności funkcji holomorficznych liczba zer liczonych z krotnościami stabilizuje
si

↪
e od pewnego momentu.

Twierdzenie 14.4. (Hurwitz, 1889) Niech fn ∈ O(Ω) b
↪
edzie ci

↪
agiem zbieżnym

lokalnie jednostajnie w Ω do f ∈ O(Ω). ZaÃlóżmy, że U b Ω jest zbiorem otwartym
takim, że f 6= 0 na ∂U . Wtedy dla odp. dużego n liczba zer liczonych z krotnościami
funkcji fn i f w U jest taka sama.

Dowód. Z zasady identyczności wynika, że liczba zer f w U jest skończona. Znaj-
dziemy wi

↪
ec otwarte koÃla D1, . . . , Dm b U takie, że Di ∩Dj = ∅, i 6= j, oraz f 6= 0

w U \ (D1 ∪ · · · ∪Dm). Wtedy również fn 6= 0 w tym zbiorze dla n odp. dużego,
czyli bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że U jest koÃlem. Dla n odp. dużego
mamy |fn − f | < |f | na ∂U i wystarczy zastosować twierdzenie Rouchégo. ¤

Mówimy, że funkcja holomorficzna jest jednokrotna, jeżeli jest ona iniektywna.

Wniosek 14.5. ZaÃlóżmy, że fn jest ci
↪
agiem funkcji holomorficznych jednokrotnych

w obszarze Ω zbieżnym lokalnie jednostajnie do niestaÃlej funkcji f . Wtedy f jest
funkcj

↪
a iniektywn

↪
a.

Dowód. Przypuśćmy, że f(z1) = f(z2) =: a dla pewnych z1, z2 ∈ Ω, z1 6= z2. Niech
Di b Ω b

↪
ed

↪
a koÃlami otwartymi zawieraj

↪
acymi zi, i = 1, 2, takimi, że D1 ∩D2 = ∅.

Z twierdzenia Hurwitza wynika, że dla n odp. dużego fn − a ma zero zarówno w
D1 jak i w D2 - sprzeczność z jednokrotności

↪
a fn. ¤

15. Iloczyny nieskończone

W 1734 r. Euler jako pierwszy podaÃl wzór

(15.1)
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
.

ZastosowaÃl nast
↪
epuj

↪
ace rozumowanie: funkcja

sin z

z
= 1− z2

3!
+

z4

5!
− z6

7!
+ . . .
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jest caÃlkowita, zeruje si
↪
e w punktach kπ, k ∈ Z∗, wszystkie zera s

↪
a pojedyncze.

Funkcja caÃlkowita

f(w) = 1− w

3!
+

w2

5!
− w3

7!
+ . . .

(f(x) = sin
√

x/
√

x dla x > 0) zeruje si
↪
e dokÃladnie w punktach k2π2, k = 1, 2, . . . i

wszystkie zera s
↪
a pojedyncze. Jeżeli z1, . . . , zn s

↪
a pojedynczymi zerami wielomianu

1 + a1z + · · ·+ anzn, to

1 + a1z + · · ·+ anzn = an(z − z1) . . . (z − zn) =
(

1− z

z1

)
. . .

(
1− z

zn

)

oraz
1
z1

+ · · ·+ 1
zn

= −a1.

Jeżeli teraz analogicznie byÃloby w przypadku szeregów pot
↪
egowych, to otrzymali-

byśmy

(15.2) 1− w

3!
+

w2

5!
− w3

7!
+ · · · =

(
1− w

π2

)(
1− w

22π2

)(
1− w

32π2

)
. . .

oraz

(15.3)
1
π2

+
1

22π2
+

1
32π2

+ · · · = 1
3!

,

czyli wÃlaśnie (15.1). Iloczyn nieskończony wyst
↪
epuj

↪
acy po prawej stronie (15.2)

rozumiemy jako granic
↪
e odpowiednich iloczynów skończonych. Jeżeli wiedzielibyś-

my, że (15.2) rzeczywíscie zachodzi i że zbieżność jest lokalnie jednostajna, to (15.3)
Ãlatwo wynika z Twierdzenia 6.4.

Powyższe rozumowanie ma jednak nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a luk

↪
e: nieprawdziwe jest ogólne

stwierdzenie, że jeżeli wszystkie zera z1, z2, . . . funkcji caÃlkowitej f s
↪
a pojedyncze i

f(0) = 1, to

(15.4) f(z) =
∞∏

n=1

(
1− z

zn

)
.

(Zauważmy, że funkcja ezf(z) ma te same i takie same zera oraz wartość w 0 co
funkcja f .) Pokażemy jednak, że (15.4) zachodzi dla funkcji sin z/z, a dzi

↪
eki temu

otrzymamy także (15.2).
Zajmiemy si

↪
e najpierw ogólnymi wÃlasnościami iloczynów nieskończonych. Dla

ci
↪
agu an ∈ C mówimy, że iloczyn

∏∞
n=1(1 + an) jest zbieżny, jeżeli istnieje granica

limN→∞
∏N

n=1(1 + an) ∈ C. Granic
↪
e t

↪
e ozn.

∏∞
n=1(1 + an). Zbieżność iloczynu∏

(1+an) ma zwi
↪
azek ze zbieżności

↪
a szeregu

∑
an. Np. jeżeli an ≥ 0 dla wszystkich

n, to
1 + a1 + · · ·+ aN ≤ (1 + a1) . . . (1 + aN ) ≤ ea1+···+aN ,

(korzystaj
↪
ac z tego, że 1 + x ≤ ex dla x ∈ R), czyli w tym przypadku zbieżności te

s
↪
a równoważne.
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W ogólnym przypadku mamy nast
↪
epuj

↪
acy rezultat dotycz

↪
acy zbieżności iloczy-

nów nieskończonych.

Twierdzenie 15.1. ZaÃlóżmy, że szereg
∑

an jest bezwzgl
↪
ednie zbieżny. Wtedy

i) iloczyn
∏

(1 + an) jest zbieżny;
ii)

∏
(1 + an) = 0 ⇔ 1 + an0 = 0 dla pewnego n0.

Dowód. i) Oznaczmy pN :=
∏N

n=1(1 + an). Zbieżność ci
↪
agu pN jest równoważna

zbieżności szeregu
∑

(pN − pN−1) (bo sumy cz
↪
eściowe tego szeregu to dokÃladnie

ci
↪
ag pN ). Mamy

(15.5)

|pN − pN−1| = |aN | |pN−1| ≤ |aN |(1 + |a1|) . . . (1 + |aN−1|)
≤ |aN |e|a1|+···+|aN−1|

≤ |aN | exp
( ∞∑
n=1

|an|
)
.

Dostaniemy bezwzgl
↪
edn

↪
a zbieżność szeregu

∑
(pN − pN−1).

ii) Implikacja ⇐ jest oczywista, natomiast w celu udowodnienia ⇒ pokażemy, że
jeżeli m jest takie, że |an| < 1 dla n > m, to

H :=
m∏

n=1

(1 + an) = 0,

sk
↪
ad wynika, że an0 + 1 = 0 dla pewnego n0 ≤ m. Takie m istnieje, gdyż w

szczególności an → 0. Mamy wtedy nawet |an| ≤ λ < 1 dla n > m. Dla N > m

|pN | = |H|
N∏

n=m+1

|1 + an|.

Z kolei dla n > m
|1 + an| ≥ 1− |an| ≥ e−b|an|,

gdzie b := −λ−1 log(1− λ) > 0 (z wypukÃlości funkcji e−bx dostajemy 1− x ≥ e−bx

dla x ∈ [0, λ]). Otrzymamy

|pN | ≥ |H| exp
(− b

∞∑
n=m+1

|an|
)
.

Z zaÃlożenia mamy pN → 0, sk
↪
ad wnioskujemy, że H = 0. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli 0 ≤ an < 1, to
∏

(1 + an) < ∞ ⇐⇒
∏

(1− an) > 0 ⇐⇒
∑

an < ∞.

WykÃlad 10, 14.05.2007

Twierdzenie 15.2. Niech fn b
↪
edzie ci

↪
agiem funkcji holomorficznych w obszarze

Ω takim, że szereg
∑ |fn| jest lokalnie ograniczony w Ω (to znaczy, że szereg

∑
fn

jest lokalnie bezwzgl
↪
ednie jednostajnie zbieżny). Wtedy

i) I :=
∏

(1 + fn) ∈ O(Ω) (zbieżność lokalnie jednostajna);
ii) I(z0) = 0 ⇔ fn0(z0) + 1 = 0 dla pewnego n0;

iii)
I ′

I
=

∑ f ′n
1 + fn

na Ω \ I−1(0) (zbieżność lokalnie jednostajna).
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Dowód. i) Oznaczmy IN :=
∏N

n=1(1 + fn). Z (15.5) wynika, że szereg
∑ |IN −

IN−1| jest lokalnie jednostajnie zbieżny w Ω, a zatem ci
↪
ag IN jest zbieżny lokalnie

jednostajnie w Ω. Z Twierdzenia 4.8 wnioskujemy, że jego granica jest funkcj
↪
a

holomorficzn
↪
a.

ii) Wynika natychmiast z Twierdzenia 15.1.
iii) Mamy ∣∣∣∣

I ′N
IN

− I ′

I

∣∣∣∣ ≤
|I ′N − I ′| |I|+ |I ′| |IN − I|

|INI| .

Lokalnie jednostajna zbieżność I ′N/IN → I ′/I na Ω\I−1(0) wynika teraz z lokalnie
jednostajnych zbieżności IN → I oraz I ′N → I ′. ¤

Możemy teraz pokazać, że (15.2) rzeczywíscie zachodzi.

Propozycja 15.3.
sin z

z
=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
.

Dowód. Oznaczmy lew
↪
a stron

↪
e przez f a praw

↪
a przez I. Z Twierdzenia 15.2 wynika,

że I jest funkcj
↪
a caÃlkowit

↪
a oraz, że

I ′(z)
I(z)

=
∞∑

n=1

2z

z2 − n2π2
=

∞∑

n=−∞
n6=0

1
z − nπ

,

(przy czym teraz ostatni szereg rozumiemy jako granic
↪
e limN→∞

∑N
n=−N ; szeregi∑

n≥0 i
∑

n<0 s
↪
a rozbieżne). Z drugiej strony,

f ′(z)
f(z)

= cot z − 1
z
.

Jeżeli wi
↪
ec wykażemy równość pochodnych logarytmicznych f ′/f = I ′/I, to dosta-

niemy (f/I)′ = 0. Ponieważ funkcja f/I jest caÃlkowita (ma pozorne osobliwości w
zerach funkcji I) oraz ma wartość 1 w 0, to f = I. Wystarczy zatem pokazać, że
f ′/f = I ′/I, to znaczy, że

(15.6) cot z =
∞∑

n=−∞

1
z − nπ

.

Niech RN := (N + 1/2)π, N = 1, 2, . . . Dla ustalonego z ∈ C \ πZ rozpatrzmy
nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a caÃlk

↪
e

∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ − z
dζ =

∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ
dζ + z

∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ(ζ − z)
dζ.

Pierwsza z caÃlek po prawej stronie znika (z parzystości funkcji podcaÃlkowej), dla
drugiej mamy (dla N odp. dużego)

∣∣∣∣∣
∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ(ζ − z)
dζ

∣∣∣∣∣ ≤
2πRN

RN (RN − |z|) max
∂K(0,RN )

| cot z|.
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Skorzystamy z nast
↪
epuj

↪
acego lematu.

Lemat 15.4. Istnieje c > 0 takie, że dla N = 1, 2, . . . mamy
|ez − 1| ≥ c, |z| = (2N + 1)π.

Dowód. Oznaczaj
↪
ac z = x + iy mamy

|ez − 1| ≥ |ex − 1| ≥ 1− e−|x|

(bo ex − 1 ≥ 1− e−x dla x > 0). Niech c′ > 0 b
↪
edzie takie, że

|ez − 1| ≥ c′, |x| ≤ π/2, |y ± (2N + 1)π| ≤ π/2,

(takie c′ istnieje, bo ez 6= 1, gdy |x| ≤ π/2, |y − π| ≤ π/2 oraz ez+2πi = ez, z ∈ C).
Możemy wi

↪
ec wzi

↪
ać c = min(c′, 1− e−π/2). ¤

Koniec dowodu Propozycji 15.3. Mamy

cot z = i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
= i− 2i

e2iz − 1
,

z Lematu 15.4 otrzymamy zatem
| cot z| ≤ C, z ∈ ∂K(0, RN ),

gdzie C jest staÃl
↪
a niezależn

↪
a od N . St

↪
ad

lim
N→∞

∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ − z
dζ = 0.

Z drugiej strony, z twierdzania o residuach dla N odp. dużego mamy

1
2πi

∫

∂K(0,RN )

cot ζ

ζ − z
dζ = res z

cot ζ

ζ − z
+

N∑

n=−N

res nπ
cot ζ

ζ − z
= cot z −

N∑

n=−N

1
z − nπ

,

czyli otrzymujemy (15.6). ¤
Iloczyny nieskończone można wykorzystać do konstrukcji funkcji holomorficz-

nych o z góry zadanych zerach. Z zasady identyczności wynika, że zera te nie mog
↪
a

mieć punktu skupienia. Okazuje si
↪
e, że jest to jedyne ograniczenie.

Twierdzenie 15.5. (Weierstrass, 1876) Niech Ω b
↪
edzie obszarem w C i niech zn

b
↪
edzie ci

↪
agiem różnych punktów z Ω bez punktów skupienia w Ω. Niech mn b

↪
edzie

dowolnym ci
↪
agiem liczb naturalnych. Wtedy istnieje funkcja f ∈ O(Ω) taka, że

z1, z2, . . . s
↪
a wszystkimi zerami funkcji f o krotnościach, odpowiednio, m1,m2, . . .

Jeżeli np. Ω = C, zn 6= 0, zn →∞ (tzn. ci
↪
ag zn nie ma punktów skupienia), to

dzi
↪
eki Twierdzeniu 15.2 iloczyn nieskończony

∞∏
n=1

(
1− z

zn

)

definiuje funkcj
↪
e caÃlkowit

↪
a pod warunkiem, że

∞∑
n=1

1
|zn| < ∞,

czyli jeżeli ci
↪
ag zn d

↪
aży odp. szybko do ∞. W celu pozbycia si

↪
e tego dodatkowego

zaÃlożenia trzeba zamienić wyrażenie 1−z/zn na wyrażenie, które także znika dla z =
zn, ale które jest bliżej 1 dla z w pobliżu zn. PosÃluż

↪
a do tego czynniki Weierstrassa

En(z) := (1− z) exp
(

z +
z2

2
+ · · ·+ zn

n

)
.
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Lemat 15.6. Dla z ∈ K(0, 1) oraz n = 1, 2, . . . mamy

|En(z)− 1| ≤ |z|n+1.

Dowód. Mamy

E′
n(z) = −zn exp

(
z +

z2

2
+ · · ·+ zn

n

)
= −zn

∞∑

j=0

cjz
j ,

gdzie cj ≥ 0. St
↪
ad wynika, że funkcja 1− En ma w 0 zero rz

↪
edu n + 1 oraz

f(z) :=
1− En(z)

zn+1
=

∞∑

j=0

ajz
j ,

gdzie aj = cj/(j +n+1) ≥ 0 dla wszystkich j. Wnioskujemy, że |f(z)| ≤ f(1) = 1,
gdy |z| ≤ 1. ¤

Wracaj
↪
ac teraz do problemu konstrukcji funkcji caÃlkowitej o zadanych zerach

zn →∞, zn 6= 0, możemy zdefiniować

f(z) :=
∞∏

n=1

En

(
z

zn

)
.

Wtedy z Lematu 15.6 mamy |En(z/zn)−1| ≤ |z/zn|n+1, z Twierdzenia 15.2 wynika
wi

↪
ec, że powyższy iloczyn nieskończony jest lokalnie jednostajnie zbieżny na C oraz,

że zeruje si
↪
e dokÃladnie w punktach zn, przy czym krotność zera jest taka ile razy

dany punkt pojawia si
↪
e w ci

↪
agu zn.

Podobne rozumowanie możemy przeprowadzić także w ogólnym przypadku.

Dowód Twierdzenia 15.5. Stosuj
↪
ac zmian

↪
e zmiennych w P postaci z′ = 1/(z − z0),

gdzie z0 ∈ Ω \ {z1, z2, . . . } jest ustalone, bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że Ω
jest obszarem w P zawieraj

↪
acym∞, przy czym zn 6= ∞, n = 1, 2, . . . Niech z̃n b

↪
edzie

ci
↪
agiem postaci z1, . . . , z1, z2, . . . , z2, . . . , gdzie każdy z punktów zn powtarza si

↪
e mn

razy. Niech an ∈ ∂Ω b
↪
ed

↪
a takie, że dist (z̃n, ∂Ω) = |z̃n − an|. Ci

↪
ag z̃n ma punkty

skupienia tylko na ∂Ω, który jest zbiorem zwartym w C, a zatem |z̃n − an| → 0.
KÃladziemy

f(z) :=
∞∏

n=1

En

(
z̃n − an

z̃n − z

)
.

Z Lematu 15.6 mamy

∣∣∣∣En

(
z̃n − an

z̃n − z

)
− 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
z̃n − an

z̃n − z

∣∣∣∣
n+1

.

Z Twierdzenia 15.2 otrzymamy wi
↪
ec lokalnie jednostajn

↪
a zbieżność powyższego

iloczynu nieskończonego w Ω \ {∞}. Co wi
↪
ecej, f jest ograniczone w pobliżu ∞,

a wi
↪
ec przedÃluża si

↪
e do funkcji holomorficznej w Ω. Z Twierdzenia 15.2 wynika

ponadto, że f nie ma zer poza ci
↪
agiem zn, jest także jasne, że ich krotność jest

równa mn. ¤
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Definiuj
↪
ac zbiór funkcji meromorficznych na danym obszarze pokazalísmy, że

jest on lokalnie ciaÃlem uÃlamków pierścienia funkcji holomorficznych. Korzystaj
↪
ac z

twierdzenia Weierstrassa można Ãlatwo pokazać, że jest on w istocie ciaÃlem uÃlamków.

Twierdzenie 15.7. Każd
↪
a funkcj

↪
e meromorficzn

↪
a w obszarze Ω można zapisać w

postaci f/g, gdzie f, g ∈ O(Ω).

Dowód. Niech h b
↪
edzie funkcj

↪
a meromorficzn

↪
a w Ω. Z Twierdzenia 15.5 wynika,

że istnieje funkcja g ∈ O(Ω) taka, że zbiór zer funkcji g jest taki sam jak zbiór
biegunów funkcji h, przy czym krotności zer s

↪
a takie same jak rz

↪
edy biegunów.

Jest jasne, że wtedy funkcja f := gh ma tylko pozorne osobliwości. ¤

16. Funkcja Γ Eulera

Funkcja Γ zostaÃla zdefiniowana przez Eulera w 1729 r. (oznaczenia Γ jako pier-
wszy użyÃl Legendre w 1814 r.)

(16.1) Γ(s) :=
∫ ∞

0

xs−1e−xdx, s > 0.

Twierdzenie 16.1. i) Γ(s + 1) = sΓ(s), s > 0;
ii) Γ(n + 1) = n!, n = 0, 1, 2, . . . ,
iii) log Γ jest funkcj

↪
a wypukÃl

↪
a na (0,∞).

Co wi
↪
ecej, funkcja Γ jest jednoznacznie wyznaczona przez powyższe wÃlasności.

Dowód. i) CaÃlkowanie przez cz
↪
eści.

ii) Γ(1) = 1 i korzystamy z i).
iii) Z nierówności Höldera mamy

Γ((1− t)s1 + ts2) ≤ Γ(s1)1−tΓ(s2)t, 0 < t < 1, s1, s2 > 0.

WykÃlad 11, 21.05.2007

Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a wypukÃl

↪
a na (0,∞) tak

↪
a, że f(s + 1) = f(s) + log s dla

s > 0 oraz f(1) = 0. Wystarczy pokazać, że f jest jednoznacznie wyznaczona na
(0, 1). Jeżeli 0 < s < 1 i n = 1, 2, . . . , to z wypukÃlości f mamy

f(n + 1)− f(n) ≤ f(s + n + 1)− f(n + 1)
s

≤ f(n + 2)− f(n + 1)

oraz

f(s + n + 1) = f(s) + log[s(s + 1) . . . (s + n)],

f(n + 1) = log n!.

St
↪
ad dostaniemy

0 ≤ f(s)− log
n! ns

s(s + 1) . . . (s + n)
≤ s log

(
1 +

1
n

)
,
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czyli funkcja f jest jednoznacznie wyznaczona na przedziale (0,1). ¤
CaÃlka definiuj

↪
aca funkcj

↪
e Γ w (16.1) jest zbieżna także dla s = σ + it ∈ C, pod

warunkiem, że σ > 0 (bo |xs−1| = xσ−1 dla x > 0). Funkcj
↪
e Γ można dobrze

zdefiniować także dla innych s ∈ C. Zauważmy najpierw, że z dowodu Twierdzenia
16.1 wynika, że dla s ∈ (0, 1) mamy Γ(s) = lim

n→∞
hn(s), gdzie

hn(s) =
n! ns

s(s + 1) . . . (s + n)
.

Dla wszystkich s > 0
hn(s + 1)

hn(s)
=

ns

s + n + 1
→ s,

gdy n → ∞, sk
↪
ad i z Twierdzenia 16.1.i Ãlatwo wnioskujemy, że Γ(s) = lim

n→∞
hn(s)

dla wszystkich s > 0. Mamy także

1
hn(s)

= sn−s
n∏

k=1

(
1 +

s

k

)
= s exp

(
s

n∑

j=1

1
j
− s log n

) n∏

k=1

[(
1 +

s

k

)
e−s/k

]
.

Zauważmy też, że

lim
n→∞




n∑

j=1

1
j
− log n


 = γ = 0.577215 . . . ,

jest staÃl
↪
a Eulera, oraz, że, z Lematu 15.6 dla n = 1,

|(1 + w)e−w − 1| ≤ |w|2, |w| ≤ 1.

St
↪
ad, z Twierdzenia 15.2 oraz zasady identyczności można wywnioskować nast

↪
epu-

j
↪
ace wÃlasności funkcji Γ.

Twierdzenie 16.2. Funkcj
↪
e Γ Eulera można (jednoznacznie) przedÃlużyć do nigdzie

nie znikaj
↪
acej funkcji meromorficznej na C, której wszystkie bieguny s

↪
a proste i

znajduj
↪
a si

↪
e w punktach 0,−1,−2, . . . Na C mamy lokalnie jednostajn

↪
a zbieżność

1
Γ(s)

= seγs
∞∏

n=1

[(
1 +

s

n

)
e−s/n

]
(Newman, 1848, Weierstrass, 1856),

oraz
Γ(s + 1) = sΓ(s), Γ(s) Γ(1− s) =

π

sin(πs)
.

Dowód. Pokazalísmy wszystko poza ostatni
↪
a tożsamości

↪
a. Korzystaj

↪
ac z pier-

wszych dwóch mamy

1
Γ(s) Γ(1− s)

=
1

−sΓ(s) Γ(−s)
= s

∞∏
n=1

(
1− s2

n2

)

i wystarczy skorzystać z Propozycji 15.3. ¤
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17. Funkcja ζ Riemanna

KÃladziemy

(17.1) ζ(s) :=
∞∑

n=1

1
ns

, s > 1.

Zauważmy, że

ζ(s) =
∑

n 6=2k

1
ns

+
1
2s

ζ(s),

czyli (
1− 1

2s

)
ζ(s) =

∑

n6=2k

1
ns

.

Post
↪
epuj

↪
ac podobnie z lew

↪
a stron

↪
a zamiast ζ(s) otrzymamy

(
1− 1

2s

)(
1− 1

3s

)
ζ(s) =

∑

n 6=2k
n 6=3k

1
ns

.

Kontynuuj
↪
ac ten proces dla wszystkich liczb pierwszych widzimy, że prawa strona

d
↪
aży do 1, ze zbieżności szeregu

∑
p p−s (p b

↪
edzie zawsze oznaczaÃlo liczby pierwsze)

dla s > 1 otrzymamy wi
↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy rezultat, mi

↪
edzy innymi dzi

↪
eki któremu

funkcja ζ jest jednym z gÃlównych obiektów badanych w teorii liczb.

Propozycja 17.1. (Euler, 1748) Dla s > 1 mamy

(17.2)
1

ζ(s)
=

∏
p

(
1− 1

ps

)
. ¤

Wnioskujemy st
↪
ad w szczególności, że szereg

∑
p 1/p jest rozbieżny.

Podobnie jak w przypadku funkcji Γ, chcemy przedÃlużyć funkcj
↪
e ζ do funkcji

meromorficznej na C. Dla s = σ + it mamy |n−s| = n−σ, sk
↪
ad wynika, że szereg∑

n−s jest bezwzgl
↪
ednie i lokalnie jednostajnie zbieżny w póÃlpÃlaszczyźnie {Re s >

1}. FormuÃla (17.1) dobrze zatem definiuje funkcj
↪
e ζ dla takich s.

WykÃlad 12, 28.05.2007

Twierdzenie 17.2. (Riemann, 1859) Funkcj
↪
e ζ można jednoznacznie przedÃlużyć

do funkcji holomorficznej w C \ {1}, z prostym biegunem i residuum równym 1 w
1, zeruj

↪
ac

↪
a si

↪
e w punktach −2,−4, . . . , której wszystkie pozostaÃle zera leż

↪
a w pasie

{0 ≤ Re s ≤ 1}. Dla funkcji ξ(s) := π−s/2Γ(s/2)ζ(s) speÃlnione jest równanie
funkcyjne Riemanna

(17.3) ξ(1− s) = ξ(s).

Dowód. Mamy

ζ(s)− 1
s− 1

=
∞∑

n=1

∫ n+1

n

(n−s − x−s)dx, Re s > 1,
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oraz ∣∣∣∣
∫ n+1

n

(n−s − x−s)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣s

∫ n+1

n

∫ x

n

y−1−sdy dx

∣∣∣∣ ≤ |s|n−1−σ,

a wi
↪
ec funkcja ζ(s)− 1/(s− 1) przedÃluża si

↪
e do funkcji holomorficznej w póÃlpÃlasz-

czyźnie {Re s > 0}. Z (17.2) wynika, że ζ nie ma zer w {Re s > 1}. Funkcja Γ nie
ma zer w C, ma natomiast bieguny proste w 0,−1,−2, . . . St

↪
ad Ãlatwo wnioskujemy,

że do zakończenia dowodu wystarczy wykazać (17.3), gdy 0 < Re s < 1 (a z zasady
identyczności np. dla 0 < s < 1), gdyż wtedy (17.3) b

↪
edzie definiować ζ(s) dla

dowolnych s takich, że Re s < 1, z zerami w −2,−4, . . .
Po podstawieniu x = πn2x′ w (16.1) dostaniemy

(17.4) ξ(s) =
∞∑

n=1

∫ ∞

0

e−πn2xxs/2−1dx, s > 1.

B
↪
edziemy potrzebować nast

↪
epuj

↪
acego lematu o szeregach Fouriera.

Lemat 17.3. Dla x > 0 niech

θ(x) :=
∞∑

n=−∞
e−πn2x = 1 + 2

∞∑
n=1

e−πn2x.

Wtedy

(17.5) θ(1/x) =
√

x θ(x).

Dowód. PoÃlóżmy f(t) := e−πt2x i

F (t) :=
∞∑

n=−∞
f(t + n).

Wtedy F jest funkcj
↪
a okresow

↪
a (o okresie 1) i speÃlnia warunek Lipschitza. Jej

szereg Fouriera jest wi
↪
ec zbieżny punktowo, a st

↪
ad

θ(x) =
∞∑

n=−∞
f(n) = F (0) =

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

e2πintF (t) dt =
∞∑

n=−∞
f̂(n),

(jest to tzw. reguÃla sumacyjna Poissona) gdzie

f̂(s) =
∫ ∞

−∞
e2πistf(t) dt

jest transformat
↪
a Fouriera funkcji f . Do znalezienia f̂ potrzebujemy obliczyć caÃlk

↪
e∫∞

−∞ eiax−bx2
dx dla a ∈ R i b > 0. Po podstawieniu z =

√
bx−ai/(2

√
b) i caÃlkowaniu

po odp. konturze otrzymamy

∫ ∞

−∞
eiax−bx2

dx =
e−

a2
4b√
b

∫

{Im z=− a

2
√

b
}
e−z2

dz =
e−

a2
4b√
b

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

πe−
a2
4b√

b
.
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St
↪
ad

(e−πt2x)̂ =
e−πs2/x

√
x

,

co kończy dowód lematu. ¤

Ćwiczenie Rozpatruj
↪
ac pochodn

↪
a obu stron (17.5) w 1 pokazać, że

eπ > 8π − 2

(w rzeczywistości eπ − (8π − 2) = 0, 0079514 . . . ).

Koniec dowodu Twierdzenia 17.2. Można Ãlatwo pokazać, że funkcja θ − 1 szybko
zbiega do 0 w ∞, np.

0 ≤ θ(x)− 1 ≤ Ce−πx, x ≥ 1,

gdzie C > 0 ( Ćwiczenie ). Korzystaj
↪
ac z tego i (17.5) wnioskujemy, że prawa

strona (17.4) jest zbieżna, gdy 0 < s < 1. Mamy wtedy

2ξ(s) =
∫ ∞

0

(θ(x)− 1)xs/2−1dx =
∫ 1

0

+
∫ ∞

1

= −2
s

+
∫ 1

0

θ(x)xs/2−1dx +
∫ ∞

1

(θ(x)− 1)xs/2−1dx.

Po zmianie zmiennych z Lematu 17.3 dostaniemy

∫ 1

0

θ(x)xs/2−1dx =
∫ ∞

1

θ(1/x)x−s/2−1dx =
∫ ∞

1

θ(x)x−s/2−1/2dx

2
s− 1

+
∫ ∞

1

(θ(x)− 1)x−s/2−1/2dx,

a st
↪
ad

ξ(s) =
1

s− 1
− 1

s
+

1
2

∫ ∞

1

(θ(x)− 1)x−1(xs/2 + x(1−s)/2)dx,

sk
↪
ad natychmiast wynika (17.3). ¤
Punkty −2,−4, . . . s

↪
a nazywane trywialnymi zerami funkcji ζ. Z (17.2) i (17.3)

wnioskujemy, że wszystkie nietrywialne zera leż
↪
a w pasie {0 ≤ Re s ≤ 1}. Równanie

Riemanna implikuje, że s
↪
a one symetryczne wzgl

↪
edem punktu 1/2. Hipoteza Rie-

manna mówi, że wszystkie nietrywialne zera funkcji ζ leż
↪
a na prostej {Re s = 1/2}.

Twierdzenie 17.4. (Hadamard, de la Vallée-Poussin, 1896) Funkcja ζ nie ma zer
na prostej {Re s = 1}.
Dowód. (Mertens, 1897) Różniczkuj

↪
ac równanie log(1 − z) =

∑∞
m=0 amzm, gdzie

a0 = log 1 = 2kπi, k ∈ Z, otrzymamy am = −1/m, m ≥ 1. Bior
↪
ac cz

↪
eści rzeczy-

wiste dostaniemy

log |1− z| = −Re
∞∑

m=1

zm

m
, |z| < 1.
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Z Propozycji 17.1 mamy wi
↪
ec

log |ζ(s)| = Re
∑
p,m

1
mpsm

=
∑
p,m

cos(tm log p)
mpσm

, σ > 1,

(dzi
↪
eki temu że |p−s| = p−σ < 1). Zauważmy, że dla ϕ ∈ R mamy

3 + 4 cos ϕ + cos(2ϕ) = 2(1 + cos ϕ)2 ≥ 0,

a st
↪
ad

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

Po przeksztaÃlceniu

|(σ − 1)ζ(σ)|3
∣∣∣∣
ζ(σ + it)

σ − 1

∣∣∣∣
4

|ζ(σ + 2it)| ≥ 1
σ − 1

, σ > 1.

Jeżeli teraz dla pewnego t 6= 0 mielibyśmy ζ(1 + it) = 0, to przechodz
↪
ac z σ do 1

prawa strona powyższej równości d
↪
aży do |ζ ′(1 + it)|4|ζ(1 + 2it)| a prawa do ∞ -

sprzeczność. ¤

18. Twierdzenie o liczbach pierwszych

Niech π(x) oznacza liczb
↪
e liczb pierwszych ≤ x. Dowód nast

↪
epuj

↪
acego rezul-

tatu zostaÃl naszkicowany przez Riemanna w 1859 r. i precyzyjnie udowodniony
niezależnie przez Hadamarda i de la Vallée-Poussina w 1896 r.

Twierdzenie 18.1. lim
x→∞

π(x)
x/ log x

= 1.

Przedstawimy dowód pochodz
↪
acy od Newmana (1980). PoÃlóżmy

ϑ(x) :=
∑

p≤x

log p, x ≥ 0, Φ(s) :=
∑

p

log p

ps
, Re s > 1,

gdzie p (także w dalszej cz
↪
eści) oznacza liczby pierwsze. Zauważmy, że ϑ(x) = 0

dla x < 2.
Dowód podzielimy na kilka lematów.

Lemat 18.2. Funkcja Φ(s) − 1/(s − 1) przedÃluża si
↪
e do funkcji holomorficznej

otoczeniu {Re s ≥ 1}.
Dowód. Korzystaj

↪
ac z Propozycji 17.1 otrzymamy

−ζ ′(s)
ζ(s)

=
∑

p

log p

ps − 1
= Φ(s) +

∑
p

log p

ps(ps − 1)
.

Ostatnia suma przedÃluża si
↪
e do funkcji holomorficznej w {Re s > 1/2}, natomiast

−ζ ′(s)/ζ(s) − 1/(s − 1) do funkcji holomorficznej w otoczeniu {Re s ≥ 1} dzi
↪
eki

Twierdzeniom 17.2 i 17.4. ¤
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Lemat 18.3. Istnieje C > 0 takie, że ϑ(x) ≤ Cx, x ≥ 0.

Dowód. Dla n = 1, 2, . . . mamy

eϑ(2n)−ϑ(n) =
∏

n<p≤2n

p ≤
(

2n

n

)
≤ (1 + 1)2n = 22n,

gdzie przedostatnia nierówność wynika z faktu, że
(
2n
n

)
= (2n)!

(n!)2 jest liczb
↪
a naturaln

↪
a,

a wi
↪
ec wszystkie liczby pierwsze p takie, że n < p ≤ 2n znajd

↪
a si

↪
e w jej rozkÃladzie.

Dla x ≥ 2, niech n := [x/2]. Wtedy 2n ≤ x < 2n + 2 oraz

ϑ(x)− ϑ(x/2) ≤ ϑ(2n + 2)− ϑ(n) ≤ ϑ(2n) + log(2n + 2)− ϑ(n)

≤ x log 2 + log(x + 2) ≤ C1x

dla pewnego C1 > 0. Jeżeli r = 1, 2, . . . jest takie, że 2r ≤ x < 2r+1, to

ϑ(x) = ϑ(x/2r) +
r−1∑

j=0

[
ϑ(x/2j)− ϑ(x/2j+1)

] ≤ 2C1x. ¤

WykÃlad 13, 4.06.2007

Lemat 18.4. Istnieje granica lim
T→∞

∫ T

1

ϑ(x)− x

x2
dx.

Dowód. Wyrazimy najpierw Φ przy pomocy ϑ:

Φ(s) =
∞∑

n=1

ϑ(n)− ϑ(n− 1)
ns

=
∞∑

n=1

ϑ(n)
(

1
ns
− 1

(n + 1)s

)

= s

∫ ∞

1

ϑ(x)
xs+1

dx = s

∫ ∞

0

ϑ(et)e−stdt.

Z Lematu 18.2 funkcja g(z) := Φ(z+1)/(z+1)−1/z jest holomorficzna w otoczeniu
{Re z ≥ 0}. Gdy Re z > 0, to

g(z) =
∫ ∞

0

ϑ(et)e−(z+1)tdt− 1
z

=
∫ ∞

0

f(t)e−tzdt,

gdzie
f(t) = e−tϑ(et)− 1, t ≥ 0.

Z Lematu 18.3

(18.1) |f(t)| ≤ C, t ≥ 0.

Dla T > 0 funkcja

gT (z) :=
∫ T

0

f(t)e−ztdt
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jest caÃlkowita, musimy pokazać, że limT→∞ gT (0) = g(0). Dla R > 0 niech δ > 0
b

↪
edzie takie, że g jest holomorficzna w otoczeniu DR, gdzie

DR := {z ∈ C : |z| < R, Re z > −δ}.

Z wzoru Cauchy’ego zastosowanego do funkcji (g − gT )hT , gdzie

hT (z) := ezT

(
1 +

z2

R2

)
,

otrzymamy

g(0)− gT (0) =
1

2πi

∫

∂DR

(g(z)− gT (z))hT (z)
z

dz.

Gdy Re z > 0, |z| = R, to |1 + z2/R2| = 2Re z/R, a st
↪
ad i z (18.1)

|(g(z)− gT (z))hT (z)| ≤ 2Re z eRe z T

R

∣∣∣∣
∫ ∞

T

f(t)e−ztdt

∣∣∣∣ ≤
2C

R
.

Wystarczy wi
↪
ec zbadać caÃlk

↪
e na ∂DR ∩ {Re z ≤ 0}. Ponieważ gT ∈ O(C), mamy

∫

∂DR∩{Re z≤0}

gT (z)hT (z)
z

dz =
∫

{|z|=R, Re z≤0}

gT (z)hT (z)
z

dz,

oraz, gdy Re z ≤ 0, |z| = R,

|gT (z)hT (z)| ≤ 2|Re z| eRe z T

R

∣∣∣∣∣
∫ T

0

f(t)e−Re z tdt

∣∣∣∣∣ ≤
2C

R
.

Wreszcie funkcja ghT jest zbieżna lokalnie jednostajnie do zera w DR ∩{Re z < 0},
gdy T →∞ (a R jest staÃle), sk

↪
ad w efekcie otrzymamy

lim sup
T→∞

|g(0)− gT (0)| ≤ 4C

R
.

Wobec dowolności R kończy to dowód. ¤

Lemat 18.5. lim
x→∞

ϑ(x)
x

= 1.

Dowód. Ustalmy λ > 1. Jeżeli istnieje dowolnie duże x takie, że ϑ(x) ≥ λx, to
ϑ(t) ≥ λx dla t ≥ x, oraz

∫ λx

x

ϑ(t)− t

t2
dt ≥

∫ λx

x

λx− t

t2
dt = λ− 1− log λ > 0

i dostaniemy sprzeczność z Lematem 18.4 (a dokÃladnie z warunkiem Cauchy’ego
dla ci

↪
agu z tego lematu). Z drugiej strony, jeżeli istnieje dowolnie duże x takie, że

ϑ(x) ≤ x/λ, to
∫ x

x/λ

ϑ(t)− t

t2
dt ≤

∫ x

x/λ

x/λ− t

t2
dt = −1/λ + 1− log λ < 0,
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co ponownie jest sprzeczne z Lematem 18.4. ¤
Dowód Twierdzenia 18.1. Mamy

ϑ(x) =
∑

p≤x

log p ≤
∑

p≤x

log x = π(x) log x.

Z drugiej strony, korzystaj
↪
ac z tego, że π(x) ≤ x, dla λ < 1 dostaniemy

ϑ(x) ≥
∑

xλ<p≤x

log p ≥
∑

xλ<p≤x

λ log x

= λ log x
[
π(x)− π(xλ)

] ≥ λ log x
[
π(x)− xλ

]
.

Otrzymalísmy wi
↪
ec

ϑ(x)
x

≤ π(x)
x/ log x

≤ ϑ(x) + xλ log x

λx

i wystarczy użyć Lematu 18.5. ¤
Kluczowym elementem dowodu Twierdzenia 18.1 byÃlo wykorzystanie Twierdze-

nia 17.4, czyli niezerowanie si
↪
e funkcji ζ na prostej Re s = 1. Hipoteza Rie-

manna mówi, że nie ma zer na zbiorze {Re s > 1/2}. Można pokazać, że jest
ona równoważna nast

↪
epuj

↪
acej wÃlasności funkcji π (która lepiej opisywaÃlaby jej za-

chowanie si
↪
e w nieskończoności niż Twierdzenie 18.1):

π(x) =
∫ x

2

dy

log y
+ O(

√
x log x),

gdy x →∞.

19.Aproksymacja funkcji holomorficznych

Celem tej cz
↪
eści b

↪
edzie omówienie sytuacji kiedy funkj

↪
e holomorficzn

↪
a można

aproksymować funkcjami określonymi na wi
↪
ekszym zbiorze. Zauważmy najpierw,

że nie jest to zawsze możliwe: np. funkcji f(z) = 1/z nie da si
↪
e jednostajnie

aproksymować na ∂∆ funkcjami holomorficznymi w otoczeniu ∆, gdyż jeżeli g
jest tak

↪
a funkcj

↪
a, to

∫
∂∆

g(z)dz = 0, natomiast
∫

∂∆
f(z)dz = 2πi. Udowodnimy

najpierw nast
↪
epuj

↪
acy rezultat.

Twierdzenie 19.1. (Runge, 1885) Dla zwartego podzioru K obszaru Ω w C NWSR
i) Każda funkcja holomorficzna w otoczeniu K może być jednostajnie aproksy-

mowana na K przez funkcje holomorficzne w Ω;
ii) Żadna skÃladowa spójna zbioru Ω \K nie jest relatywnie zwarta w Ω.

Dowód. i)⇒ii) Przypuśćmy, że ii) nie zachodzi, tzn. że istnieje skÃladowa spójna G
zbioru Ω \K relatywnie zwarta w Ω. Wtedy ∂G ⊂ K oraz z zasady maksimum

(19.1) max
G

|f | ≤ max
K

|f |, f ∈ O(Ω).

Z i), dla ustalonego w ∈ G, funkcja f(z) = 1/(z−w) jest holomorficzna w otoczeniu
K, a wi

↪
ec znajdziemy ci

↪
ag fn ∈ O(Ω) taki, że fn → f jednostajnie na K. Z (19.1)
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zastosowanego do funkcji fn − fm wynika, że ci
↪
ag fn jest jednostajnie zbieżny na

G do pewnego F ∈ O(G) ∩ C(G). Mamy (z − w)F (z) = 1 dla z ∈ ∂G, a z zasady
maksimum dla z ∈ G. Dla z = w dostaniemy sprzeczność.

WykÃlad 14, 11.06.2007

ii)⇒i) Ustalmy f ∈ O(U), gdzie U ⊂ Ω jest otwartym otoczeniem K. Chcemy
pokazać, że f ∈ O(Ω), przy czym O(Ω) traktujemy jako podprzestrzeń wektorow

↪
a

przestrzeni Banacha C(K) (z norm
↪
a maksimum). Z twierdzenia Hahna-Banacha

wynika, że wystarczy pokazać, że nie istnieje funkcjonaÃl ograniczony A ∈ (C(K))′

taki, że A = 0 na O(Ω) i A(f) 6= 0. Twierdzenie reprezentacyjne Riesza mówi, że
każdy taki funkcjonaÃl jest postaci

A(g) =
∫

K

g dµ, g ∈ C(K),

dla pewnej zespolonej, regularnej miary borelowskiej µ na K. Musimy wi
↪
ec pokazać,

że jeżeli µ jest tak
↪
a miar

↪
a i

(19.2)
∫

K

g dµ = 0, g ∈ O(Ω),

to
∫

K
f dµ = 0.

PoÃlóżmy

h(z) :=
∫

K

dµ(ζ)
ζ − z

, z ∈ C \K.

Ponieważ możemy różniczkować pod znakiem caÃlki, mamy h ∈ O(C \K) oraz

h(n)(z) = n!
∫

K

dµ(ζ)
(ζ − z)n+1

, z ∈ C \K, n = 0, 1, 2, . . .

Z (19.2) wynika, że h(n) = 0 na C \ Ω, n = 0, 1, 2, . . . , a st
↪
ad h = 0 w otoczeniu

każdego punktu z C \ Ω, a z zasady identyczności i dzi
↪
eki temu, że K speÃlnia ii),

h = 0 na każdej skÃladowej ograniczonej C \K. Mamy także

lim
z→∞

h(n)(z) = 0, n = 0, 1, 2, . . .

i rozumuj
↪
ac podobnie (dla funkcji h(1/ζ) w otoczeniu 0) otrzymamy h = 0 także

na skÃladowej nieograniczonej. Otrzymalísmy wi
↪
ec

(19.3)
∫

K

dµ(ζ)
ζ − z

= 0, z ∈ C \K.

Niech Γ ⊂ U \K b
↪
edzie cyklem danym przez Lemat 10.3. Dzi

↪
eki Twierdzeniu 10.4,

(19.3) oraz twierdzeniu Fubiniego mamy wtedy

2πi

∫

K

f(z) dµ(z) =
∫

K

∫

Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ dµ(z) =
∫

Γ

∫

K

dµ(z)
ζ − z

f(ζ) dζ = 0. ¤
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Dla zwartego podzbioru K obszaru Ω definiujemy otoczk
↪
e holomorficzn

↪
a K

wzgl
↪
edem Ω

K̂Ω := {z ∈ Ω : |f(z)| ≤ max
K

|f | dla każdego f ∈ O(Ω)}.

W przypadku, gdy Ω = C zbiór K̂ := K̂C nazywamy otoczk
↪
a wielomianow

↪
a zbioru

K, gdyż w definicji zamiast wszystkich funkcji caÃlkowitych wystarczy brać tylko
wielomiany. Jeżeli K = K̂, to mówimy, że K jest wielomianowo wypukÃly.

Propozycja 19.2. Dla zwartego podzbioru K obszaru Ω zbiór K̂Ω jest zwarty oraz

(19.4) dist (K̂Ω, ∂Ω) = dist (K, ∂Ω)

(jeżeli Ω = C, to dist (K, ∂Ω) = ∞).

Dowód. Mamy
K̂Ω =

⋂

f∈O(Ω)

{|f | ≤ max
K

|f |},

a wi
↪
ec K̂Ω jest domkni

↪
ety w Ω. Wystarczy wi

↪
ec pokazać ≤ w (19.4) (nierówność

przeciwna jest oczywista) - otrzymamy wtedy także zwartość. Jeżeli Ω = C, to
wystarczy rozpatrzyć funkcj

↪
e f(z) = z. Możemy wi

↪
ec zaÃlożyć, że istnieje w ∈

∂Ω 6= ∅. Bior
↪
ac funkcj

↪
e f(z) := 1/(z − w) otrzymamy K̂Ω ⊂ {z ∈ Ω : |z − w| ≥

dist (w,K)}, sk
↪
ad dostaniemy (19.4). ¤

Zanacznie wi
↪
ecej daje twierdzenie Rungego - otrzymamy nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a topologicz-

n
↪
a charakteryzacj

↪
e otoczki K̂Ω.

Twierdzenie 19.3. K̂Ω jest sum
↪
a K oraz skÃladowych spójnych zbioru C\K, które

s
↪
a relatywnie zwarte w Ω.

Dowód. Przez K̃ oznaczmy wspomnian
↪
a sum

↪
e. Oczywíscie K ⊂ K̂Ω, natomiast

jeżeli G jest skÃladow
↪
a Ω\K relatywnie zwart

↪
a w Ω, to ∂G ⊂ K i z zasady maksimum

mamy G ⊂ K̂Ω, a wi
↪
ec K̃ ⊂ K̂Ω.

Zbiór K̃ jest domkni
↪
ety w Ω (bo ∂(K̃ \ K) ⊂ K). Możemy Ãlatwo pokazać, że

dist (K̃, ∂Ω) = dist (K, ∂Ω) > 0, a wi
↪
ec K̃ jest zwarty. Dla ustalonego z0 ∈ Ω \ K̃

zbiór K̃ ∪ {z0} speÃlnia warunek ii) w Twierdzeniu 19.1. Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a

równ
↪
a 1 w pewnym otoczeniu z0 i równ

↪
a 0 w pewnym otoczeniu K̃. Znajdziemy

zatem g ∈ O(Ω) takie, że |f−g| < 1/2 na K̃∪{z0}. W szczególności, |g(z0)| > 1/2,
natomiast |g| < 1/2 na K̃, a st

↪
ad z0 /∈ K̂Ω. ¤

Z Twierdzenia 19.3 wynika, że warunki i), ii) w Twierdzeniu 19.1 s
↪
a równoważne

temu, że K̂Ω = K.

Wniosek 19.4. Zbiór zwarty K ⊂ C jest wielomianowo wypukÃly wtedy i tylko
wtedy, gdy C \K jest zbiorem spójnym. ¤

Jeżeli Ω = C, to w Twierdzeniu 19.1 otrzymamy aproksymacj
↪
e funkcjami caÃlko-

witymi, a te można aproksymować wielomianami.

Twierdzenie 19.5. Jeżeli zbiór zwarty K ⊂ C jest wielomianowo wypukÃly, to
każda funkcja holomorficzna w otoczeniu K może być na K jednostajnie aproksy-
mowana wielomianami. ¤



58 ZBIGNIEW BÃLOCKI

Mergelyan (1952) udowodniÃl nast
↪
epuj

↪
acy, znacznie mocniejszy rezultat niż po-

wyższe twierdzenie: jeżeli K jest wielomianowo wypukÃly, to każda funkcja f ∈
C(K) ∩ O(intK) może być jednostajnie aproksymowana na K wielomianami.

PrzykÃlad. Dla n = 1, 2, . . . zbiory Kn = {ρeit : 1/n ≤ ρ ≤ n, 1/n ≤ t ≤ 2π}
s

↪
a wielomianowo wypukÃle. Dzi

↪
eki Twierdzeniu 19.5, zastosowanemu do Kn ∪ {0},

znajdziemy wi
↪
ec wielomiany Pn takie, że |Pn(0)| ≤ 1/n oraz |Pn− 1| ≤ 1/n na Kn.

Ci
↪
ag Pn jest wi

↪
ec punktowo zbieżny do w 0 w 0 i do 1 w C∗. Pokazuje to, że w

ćwiczeniu po Twierdzeniu 6.5 nie da si
↪
e zawsze otrzymać holomorficzności granicy

w caÃlym Ω.

Podamy teraz jeszcze inne zastosowania twierdzenia Rungego. Pierwszym jest
dowód istnienia funkcji meromorficznej o dowolnie zadanej cz

↪
eści osobliwej.

Twierdzenie 19.6. (Mittag-Leffler, 1884) ZaÃlóżmy, że Ω jest obszarem w C oraz że
ci

↪
ag zn ∈ Ω nie ma punktów skupienia w Ω. Wtedy istnieje funkcja meromorficzna

f w Ω o biegunach dokÃladnie w punktach zn, przy czym dla każdego zn możemy z
góry dowolnie zadać cz

↪
eść osobliw

↪
a szeregu Laurenta funkcji f w zn.

Dowód. Niech fn b
↪
edzie zadan

↪
a cz

↪
eści

↪
a osobliw

↪
a szeregu Laurenta w zn

fn(z) =
mn∑

j=1

anj(z − zn)−j ∈ O(C \ {zn}).

Znajdziemy rosn
↪
acy ci

↪
ag zbiorów zwartych Kn ⊂ Ω wyczerpuj

↪
acych Ω (tzn. każdy

zbiór zwarty K ⊂ Ω zawiera sie w Kn dla pewnego n) takich, że (̂Kn)Ω = Kn. Bez
straty ogólności możemy zaÃlożyć, że zk /∈ Kn dla k ≥ n (ci

↪
ag K1,K2, . . . możemy

zamienić ci
↪
agiem ∅, . . . , ∅,K1, . . . , K1,K2, . . . ,K2, . . . - korzystamy z tego, że zn nie

ma punktów skupienia w Ω). Dzi
↪
eki twierdzeniu Rungego dla każdego n znajdziemy

hn ∈ O(Ω) takie, że |fn − hn| ≤ 1/2n na Kn. Zatem dla każdego n szereg

∞∑

k=n

(fk − hk)

jest jednostajnie zbieżny na Kn, a st
↪
ad funkcja f :=

∑
n(fn − hn) posiada ż

↪
adane

wÃlasności. ¤
Twierdzenie Rungego wykorzystamy także w dowodzie nast

↪
epuj

↪
acego rezultatu.

Twierdzenie 19.7. Niech Ω b
↪
edzie dowolnym obszarem w C. Wtedy dla każdego

g ∈ C∞(Ω) istnieje f ∈ C∞(Ω) takie, że ∂f/∂z = g.

Dowód. ZaÃlóżmy najpierw, że g ma nośnik zwarty. Wtedy bez straty ogólności
możemy zaÃlożyć, że Ω = C. PoÃlóżmy

f(z) =
1

2πi

∫
g(ζ)
ζ − z

dζ ∧ dζ =
1

2πi

∫
g(ζ + z)

ζ
dζ ∧ dζ, z ∈ C,

gdzie ostatnia równość zostaÃla otrzymana dzi
↪
eki zmianie zmiennych ζ ′ = ζ − z.

Różniczkuj
↪
ac pod znakiem caÃlki i zmieniaj

↪
ac zmienne otrzymamy

∂f

∂z
(z) =

1
2πi

∫
gz(ζ + z)

ζ
dζ ∧ dζ =

1
2πi

∫
gz(ζ)
ζ − z

dζ ∧ dζ.
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Stosuj
↪
ac Twierdzenie 10.1 do kuli zawieraj

↪
acej nośnik g dostaniemy ∂f/∂z(z) =

g(z).
Niech teraz g i Ω b

↪
ed

↪
a dowolne. Wybierzmy zbiory Kn tak jak w dowodzie

Twierdzenia 19.6. Niech ψn ∈ C∞0 (Ω) b
↪
edzie takie, że ψn = 1 w otoczeniu Kn.

PoÃlóżmy ϕ1 := ψ1, ϕn := ψn − ψn−1, n ≥ 2. Wtedy
∑

n ϕn = 1 w Ω oraz ϕn = 0
w otoczeniu Kn−1, n ≥ 2. Dzi

↪
eki pierwszej cz

↪
eści dla każdego n znajdziemy fn ∈

C∞(Ω) takie, że ∂fn/∂z = ϕng. W szczególności, funkcja fn jest holomorficzna w
otoczeniu Kn−1, n ≥ 2. Dzi

↪
eki twierdzeniu Rungego znajdziemy hn ∈ O(Ω) takie,

że |fn − hn| ≤ 1/2n na Kn−1. Definiujemy

f := f1 +
∞∑

n=2

(fn − hn).

Szereg jest lokalnie jednostajnie zbieżny w Ω. Co wi
↪
ecej, lokalnie wszystkie poza

skończon
↪
a liczb

↪
a wyrazy tego szeregu s

↪
a funkcjami holomorficznymi, a wi

↪
ec f ∈

C∞(Ω) oraz ∂f/∂z =
∑

n ϕng = g. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że dla dowolnego obszaru Ω w C i h ∈ C∞(Ω) istnieje u ∈
C∞(Ω) takie, że uzz = h, przy czym jeżeli h ma wartości rzeczywiste, to znajdziemy
odp. u także o wartościach rzeczywistych.
Ćwiczenie Udowodnić, że dla dowolnego obszaru Ω mamy

O(Ω) = {hz : h ∈ C∞(Ω), hzz = 0}.

WykÃlad 15, 8.10.2007

20.Odwzorowania konforemne

Niech D b
↪
edzie obszarem w C. Odwzorowanie f : D → C nazywamy lokalnie

konforemnym, jeżeli f jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C1 oraz f zachowuje
k

↪
aty oraz orientacj

↪
e, tzn. jeżeli γ1, γ2 : (−ε, ε) → D s

↪
a krzywymi klasy C1 takimi,

że γ1(0) = γ2(0), γ′1 6= 0, γ′2 6= 0, to k
↪
at zorientowany pomi

↪
edzy wektorami γ′1(0)

a γ′2(0) jest równy k
↪
atowi zorientowanemu pomi

↪
edzy wektorami (f ◦ γ1)′(0) a (f ◦

γ2)′(0).

Propozycja 20.1. Dla odwzorowania f : D → C NWSR
i) f jest lokalnie konforemne;
ii) f ∈ O(D), f ′ 6= 0;
iii) f ∈ O(D), f jest lokalnie jednokrotne.

Dowód. ii)⇔iii) wynika natychmiast z Propozycji 2.4 i Twierdzenia 14.3.
i)⇔ii) Przypomnijmy (zob. (2.7)), że dla dowolnej krzywej γ mamy

(f ◦ γ)′(0) =
∂f

∂z
(γ(0)) γ′(0) +

∂f

∂z
(γ(0)) γ′(0).

Zachowywanie k
↪
atów zorientowanych jest wi

↪
ec równoważne temu, że

arg
γ′1(0)
γ′2(0)

= arg
fz(z0)γ′1(0) + fz(z0)γ′1(0)
fz(z0)γ′2(0) + fz(z0)γ′2(0)

,
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gdzie γ1(0) = γ2(0) = z0. Jeżeli wi
↪
ec f jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a tak

↪
a, że f ′ =

∂f/∂z 6= 0, to f jest lokalnym dyfeomorfizmem (bo Jac f = |f ′|2) oraz zachowuje
k

↪
aty i orientacj

↪
e.

Z drugiej strony, jeżeli rozpatrzymy krzywe postaci γϑ(t) = z0 + eiϑt dla ustalo-
nego z0 ∈ D i dowolnego ϑ ∈ R, to

arg
γ′ϑ(0)
γ′0(0)

= arg eiϑ,

natomiast

arg
(f ◦ γϑ)′(0)
(f ◦ γ0)′(0)

= arg
fz(z0)eiϑ + fz(z0)e−iϑ

fz(z0) + fz(z0)
.

Jeżeli wi
↪
ec f jest odwzorowaniem lokalnie konforemnym, to w szczególności dla

każdego ϑ ∈ R argument liczby fz(z0) + fz(z0)e−2iϑ byÃlby niezależny od ϑ, a jest
to możliwe tylko wtedy, gdy fz(z0) = 0. ¤

Lokaln
↪
a konforemność można wi

↪
ec zdefiniować także dla odwzorowań określo-

nych na obszarach w P i o wartościach w P. Odwzorowanie f : D → G, gdzie D,G
s

↪
a obszarami w P, nazywamy konforemnym (lub też biholomorficznym), jeżeli f jest

holomorficzn
↪
a bijekcj

↪
a. Z Propozycji 20.1 wynika, że wtedy f jest w szczególności

lokalnie konforemne, zaś dzi
↪
eki Propozycji 2.4 odwzorowanie f−1 jest także kon-

foremne. Dwa obszary w P nazywamy konforemnymi, jeżeli istnieje odwzorowanie
konforemne pomi

↪
edzy nimi. Zauważmy, że każde odwzorowanie holomorficzne jed-

nokrotne f jest odwzorowaniem konforemnym na obraz.

PrzykÃlad. PÃlaszczyzna zespolona C nie jest obszarem konforemnym z ∆ - jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Liouville’a.

Odwzorowanie konforemne f : D → D nazywamy automorfizmem obszaru D,
przez Aut (D) oznaczamy zbiór wszystkich automorfizmów obszaru D. Ma on
struktur

↪
e grupy (wzgl

↪
edem skÃladania odwzorowań). Zauważmy, że jeżeli obszary

D i G s
↪
a konforemne, to grupy Aut (D) i Aut (G) s

↪
a izomorficzne: jeżeli f : D → G

jest odwzorowaniem konforemnym, to odwzorowanie

Aut (D) 3 g 7−→ f ◦ g ◦ f−1 ∈ Aut (G)

jest izomorfizmem.
Opiszemy teraz dokÃladnie automorfizmy ∆, C oraz P.

Twierdzenie 20.2. Aut (∆) =
{

λ
z − a

1− az
: λ, a ∈ C, |λ| = 1, |a| < 1

}
.

Dowód. W celu wykazania ⊃ możemy zaÃlożyć, że λ = 1. Dla a ∈ ∆ oznaczmy

Ta(z) =
z − a

1− az
.

Zauważmy, że
|1− az|2 − |z − a|2 = (1− |a|2)(1− |z|2),

sk
↪
ad wynika, że Ta(∆) ⊂ ∆. ÃLatwo sprawdzić, że T−a jest odwzorowaniem odwrot-

nym do Ta, sk
↪
ad wynika, że Ta ∈ Aut (∆).
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W celu wykazania ⊂ skorzystamy z lematu Schwarza (1884).

Lemat 20.3. Jeżeli f ∈ O(∆, ∆) jest takie, że f(0) = 0, to

|f(z)| ≤ |z|, z ∈ ∆, oraz |f ′(0)| ≤ 1.

Co wi
↪
ecej, jeżeli |f(z0)| = |z0| dla pewnego z0 ∈ ∆∗ lub |f ′(0)| = 1, to f jest postaci

f(z) = λz, gdzie |λ| = 1, tzn. f jest obrotem.

Dowód. Funkcja

g(z) :=
{

f(z)/z, z ∈ ∆∗,

f ′(0), z = 0,

jest holomorficzna w ∆. Dla r ∈ (0, 1) mamy |g(z)| ≤ 1/r, jeżeli |z| = r. Z zasady
maksimum wynika zatem, że |g(z)| ≤ 1/r, gdy |z| ≤ r, otrzymamy wi

↪
ec, że |g| ≤ 1

w ∆. To pokazuje pierwsz
↪
a cz

↪
eść lematu. Druga cz

↪
eść wynika z tego, że jeżeli

|g(z0)| = 1 dla pewnego z0 ∈ ∆, to funkcja g jest staÃla. ¤

Koniec dowodu Twierdzenia 20.2. Niech f ∈ Aut (∆). Odwzorowanie f̃ := f ◦Ta ∈
Aut (∆) speÃlnia f̃(0) = 0, jeżeli a = −f−1(0). Z lematu Schwarza (lub z nierówności
Cauchy’ego) wynika, że |f̃ ′(0)| ≤ 1. Z drugiej strony, 1 ≥ |(f̃−1)′(0)| = 1/|f̃ ′(0)|,
a wi

↪
ec |f̃ ′(0)| = 1. Korzystaj

↪
ac z ostatniej cz

↪
eści lematu Schwarza znajdziemy λ,

|λ| = 1, takie, że f̃(ζ) = λζ, ζ ∈ ∆. St
↪
ad f = λT−a. ¤

Propozycja 20.4. Aut (C) = {az + b : a, b ∈ C, a 6= 0}.
Dowód. ⊃ jest oczywiste. Jeżeli f ∈ Aut (C), to f ma osobliwość izolowan

↪
a w ∞,

z Twierdzenia 12.2 wynika, że nie jest to osobliwość istotna (bo f jest bijekcj
↪
a).

Funkcja f musi wi
↪
ec być wielomianem, jeżeli stopień tego wielomianu byÃlby różny

od 1, to f nie byÃloby bijekcj
↪
a. ¤

Propozycja 20.5. Aut (P) =
{

az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
.

Dowód. Niech a, b, c, d ∈ C b
↪
ed

↪
a takie, że ad− bc 6= 0. Jeżeli c 6= 0, to

az + b

cz + d
=

a

c
− ad− bc

c(cz + d)
,

sk
↪
ad Ãlatwo wynika ⊃ (jeżeli c = 0, to mamy odwzorowanie liniowe). Dla f ∈ Aut (P)

korzystamy z Propozycji 20.4: jeżeli f(∞) = ∞, to f |C ∈ Aut (C), jeżeli zaś
f(∞) ∈ C to odwzorowanie

C 3 z 7−→ 1
f(z)− f(∞)

∈ C

jest liniowe dzi
↪
eki i), sk

↪
ad otrzymujemy ⊂. ¤

Elementy Aut (P) nazywamy homografiami. Można pokazać Ćwiczenie , że
a) każda homografia jest zÃlożeniem odwzorowań liniowych i odwzorowania z 7→ 1/z;
b) każda homografia przeksztaÃlca okr

↪
ag w P (tj. okr

↪
ag lub prost

↪
a w C) w okr

↪
ag w

P;
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c) każda homografia zachowuje dwustosunek każdej czwórki punktów:

(z1, z2, z3, z4) :=
(z1 − z2)(z3 − z4)
(z1 − z4)(z3 − z2)

, z1, z2, z3, z4 ∈ P;

d) dla każdej pary trójek różnych punktów z1, z2, z3 oraz w1, w2, w3 z P istnieje
dokÃladnie jedna homografia f taka, że f(zj) = wj , j = 1, 2, 3.

Ćwiczenie Znaleźć odwzorowanie konforemne ∆ → H, gdzie H := {Im z > 0}.
Pokazać, że Aut (H) =

{
az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0

}
. Wywnioskować, że

grupa Aut (∆) jest izomorficzna z grup
↪
a SL(R, 2)/Z2.

Ćwiczenie Dla grupy G przez IG := {f ∈ G∗ : f2 = 1} oznaczmy zbór inwolucji
G oraz zdefiniujmy

GG := {f ∈ G : fg 6= gf ∀ g ∈ IG} ∪ {1}.

Dowodz
↪
ac poniższych stwierdzeń wykazać, że żadna para z z grup Aut (∆), Aut (C)

i Aut (P) nie jest ze sob
↪
a izomorficzna (w sensie teorii grup).

i) W Aut (P) istniej
↪
a przemienne inwolucje.

ii) IAut (C) = {−z + b : b ∈ C}, IAut (∆) =
{

a− z

1− az
: a ∈ ∆

}
, ani w Aut (C) and

w Aut (∆) nie istniej
↪
a przemienne inwolucje.

iii) GAut (C) = {z + b : b ∈ C} jest przemienn
↪
a podgrup

↪
a Aut (C).

iv) GAut (∆) = {µ z − b

1− bz
: |µ| = 1, b ∈ ∆, |µ − 1| ≤ 2|b|} zawiera elementy

nieprzemienne (nie jest także podgrup
↪
a Aut (∆)).

WykÃlad 16, 15.10.2007

Podstawowym rezultatem w teorii odwzorowań konforemnych jest nast
↪
epuj

↪
ace

twierdzenie Riemanna (1851 - pierwsze precyzyjne dowody podali Koebe i Poincaré
na pocz

↪
atku XX w.).

Twierdzenie 20.6. Każdy obszar jednospójny w C, z wyj
↪
atkiem caÃlej pÃlaszczyzny,

jest konforemny z dyskiem jednostkowym ∆.

Dowód. Niech D ⊂ C b
↪
edzie obszarem jednospójnym takim, że D 6= C. Jak wynika

z Propozycji 10.5 oraz Twierdzenia 10.8, obszar D posiada nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a wÃlasność

(20.1) ∀ f ∈ O∗(D) ∃ g ∈ O∗(D) : g2 = f.

Zauważmy najpierw, że wÃlasność (20.1) jest niezmiennicza wzgl
↪
edem odwzorowań

konforemnych. ZaÃlożenie D 6= C oznacza, że znajdziemy a ∈ C \ D, zaś dzi
↪
eki

(20.1) istnieje g ∈ O(D) takie, że g(z)2 = z − a, z ∈ D. Wtedy 0 /∈ g(D), funkcja
g jest jednokrotna na D oraz, jeżeli w ∈ g(D), to −w /∈ g(D). W szczególności,
rozpatruj

↪
ac obszar g(D) zamiast D, możemy zaÃlożyć, że istnieje koÃlo K(z0, r) takie,

że D ∩ K(z0, r) = ∅. W takiej sytuacji, zamieniaj
↪
ac D z obszarem h(D), gdzie

h(z) = r/(z − z0), możemy zaÃlożyć, że D ⊂ ∆. Wybieraj
↪
ac dowolne b ∈ D oraz

obszar Tb(D), bez straty ogólności dochodzimy do sytuacji, gdzie 0 ∈ D ⊂ ∆ (oraz
oczywíscie D speÃlnia (20.1)).
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Rozpatrzmy nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a rodzin

↪
e

F := {f ∈ O(D,∆) : f(0) = 0, f jednokrotne}

oraz zdefiniujmy α := supf∈F |f ′(0)|. Zauważmy, że 1 ≤ α ≤ 1/ρ, gdzie ρ > 0 jest
takie, że K(0, ρ) ⊂ D (pierwsza z nierówności wynika z tego, że z ∈ F , druga jest
konsekwencj

↪
a nierówności Cauchy’ego).

Twierdzimy, że supremum jest osi
↪
agane, tzn. istnieje f ∈ F takie, że |f ′(0)| = α.

Niech fn ∈ F b
↪
ed

↪
a takie, że |f ′n(0)| → α. Z lematu Montela (Twierdzenie 6.5)

wynika, że możemy zaÃlożyć, że ci
↪
ag fn jest lokalnie jednostajnie zbieżny w D do

pewnej funkcji f ∈ O(D) (w przeciwnym razie rozpatruj
↪
ac podci

↪
ag). Z twierdzenia

o odwzorowaniu otwartym wnioskujemy, że f(D) ⊂ ∆ (f nie może być staÃl
↪
a z ∂∆

np. bo f(0) = 0), zaś z Wniosku 14.5, że f jest jednokrotne, czyli f ∈ F . Dzi
↪
eki

Twierdzeniu 6.4 mamy |f ′(0)| = α.
W celu zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że f(D) = ∆. Przypuśćmy, że

tak nie jest - niech c ∈ ∆ \ f(D). Wtedy funkcja Tc ◦ f ∈ F nie ma zer w D,
korzystaj

↪
ac wi

↪
ec ponownie z (20.1) znajdziemy ψ ∈ O(D) takie, że ψ2 = Tc ◦ f .

Odwzorowanie ψ jest jednokrotne, a st
↪
ad f̃ := Td ◦ ψ ∈ F , gdzie d := ψ(0).

Oznaczaj
↪
ac s(w) := w2, mamy f = F◦f̃ , gdzie F = T−c◦s◦T−d jest odwzorowaniem

holomorficznym ∆ → ∆ takim, że F (0) = 0. Ponieważ F nie jest jednokrotne, z
lematu Schwarza wynika, że |F ′(0)| < 1. A zatem |f̃ ′(0)| = |f ′(0)/F ′(0)| > α -
sprzeczność. ¤

Zauważmy, że w dowodzie twierdzenia Riemanna korzystalísmy tylko z wÃlasności
(20.1), w szczególności otrzymalísmy wi

↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy rezultat.

Wniosek 20.7. Warunki i)-v) w Twierdzeniu 10.8 s
↪
a równoważne jednospójności

obszaru Ω. ¤

21.Geometria hiperboliczna koÃla

Jak pokazaÃl dowód twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym, bardzo
przydatna jest wiedza o wÃlasnościach odwzorowań holomorficznych ∆ → ∆. Znaj

↪
ac

dokÃladny opis automorfizmów ∆, gÃlówn
↪
a cz

↪
eść lematu Schwarza możemy wypowie-

dzieć nast
↪
epuj

↪
aco: jeżeli f ∈ O(∆, ∆) oraz f(0) = 0, to |f ′(0)| ≤ 1 oraz |f ′(0)| =

1 ⇔ f ∈ Aut (∆). Rozpatrzmy teraz sytuacj
↪
e, gdy nie zakÃladamy, że f(0) = 0.

Wybierzmy dowolne a ∈ ∆ i niech b := f(a). Wtedy f̃ := Tb ◦ f ◦ T−a speÃlnia
f̃(0) = 0 oraz

f̃ ′(0) = T ′b(b) f ′(a)T ′−a(0) =
f ′(a)

1− |f(a)|2 (1− |a|2).

Z lematu Schwarza wynika teraz, że |f̃ ′(0)| ≤ 1 czyli, że

|f ′(a)|
1− |f(a)|2 ≤

1
1− |a|2 ,
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oraz że mamy równość (dla ustalonego a ∈ ∆) wtedy i tylko wtedy, gdy f ∈ Aut (∆).
Otrzymalísmy wi

↪
ec nast

↪
epuj

↪
ace uogólnienie lematu Schwarza, tzw. lemat Schwarza-

Picka.

Lemat 21.1. Dla f ∈ O(∆, ∆) mamy

(21.1)
|f ′(z)|

1− |f(z)|2 ≤
1

1− |z|2 , z ∈ ∆,

oraz NWSR
i) w (21.1) równość zachodzi dla pewnego z ∈ ∆;
ii) w (21.1) równość zachodzi dla wszystkich z ∈ ∆;
iii) f ∈ Aut (∆). ¤
Lemat Schwarza-Picka sugeruje wprowadzenie nast

↪
epuj

↪
acej metryki w ∆ (tzw.

metryki Poincarégo): jeżeli γ : [a, b] → ∆ jest drog
↪
a, to definiujemy

lH(γ) :=
∫ b

a

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt.

Zauważmy, że

(21.2)
lH(f ◦ γ) ≤ lH(γ), f ∈ O(∆, ∆),

lH(f ◦ γ) = lH(γ), f ∈ Aut (∆).

KÃladziemy

δ(z1, z2) := inf{lH(γ) : γ[0, 1] → ∆ - droga, γ(0) = z1, γ(1) = z2}.

Propozycja 21.2. δ jest metryk
↪
a na ∆. Mamy także

δ(f(z1), f(z2)) ≤ δ(z1, z2), z1, z2 ∈ ∆, f ∈ O(∆, ∆).

Automorfizmy ∆ s
↪
a izometriami δ.

Dowód. Symetryczność δ jest oczywista. Zauważmy, że lH(γ) ≥ l(γ), sk
↪
ad wynika,

że δ(z1, z2) ≥ |z1 − z2|. Mamy wi
↪
ec także δ(z1, z2) = 0 ⇔ z1 = z2. Nierówność

trójk
↪
ata wynika Ãlatwo z faktu, że jeżeli γ jest drog

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a z1 i z2, zaś γ̃ drog

↪
a

Ãl
↪
acz

↪
ac

↪
a z2 i z3, to droga b

↪
ed

↪
aca sklejeniem dróg γ i γ̃ Ãl

↪
aczy z1 i z3. PozostaÃle tezy

propozycji wynikaj
↪
a natychmiast z (21.2). ¤

Wyprowadzimy teraz dokÃladny wzór na δ. Zauważmy najpierw, że δ(z1, z2) =
δ(0, |Tz1(z2)|). Jeżeli γ = γ1 + iγ2 : [0, 1] → ∆ jest drog

↪
a tak

↪
a, że γ(0) = 0,

γ(1) = b > 0, to

∫ 1

0

|γ′(t)|
1− |γ(t)|2 dt ≥

∫ 1

0

γ′1(t)
1− (γ1(t))2

dt =
∫ b

0

ds

1− s2
=

1
2

log
1 + b

1− b
= tanh−1 b.

Otrzymalísmy zatem nast
↪
epuj

↪
acy wzór.

Propozycja 21.3. Mamy

(21.3) δ(z1, z2) = tanh−1

∣∣∣∣
z2 − z1

1− z1z2

∣∣∣∣ , z1, z2 ∈ ∆.
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W szczególności, metryka δ jest zupeÃlna. ¤
Dowód formuÃly (21.3) pokazuje także, że δ(0, z) = lH([0, z]), z ∈ ∆, a st

↪
ad

wynika, że dla dowolnych z1, z2 ∈ ∆ infimum w definicji δ(z1, z2) jest osi
↪
agane.

Takie drogi nazywamy geodezyjnymi metryki δ. S
↪
a wi

↪
ec nimi proste przechodz

↪
ace

przez 0 oraz ich obrazy przez automorfizmy ∆. Można pokazać Ćwiczenie , że jeżeli
taka prosta nie przechodzi przez 1/a, to takim obrazem jest okr

↪
ag, w przeciwnym

wypadku obrazem tym jest ta sama prosta. Ponieważ Ta jest odwzorowaniem
konforemnym w C\{1/a}, geodezyjnymi w metryce Poincarégo s

↪
a dokÃladnie proste

przechodz
↪
ace przez zero oraz okr

↪
egi przecinaj

↪
ace si

↪
e z okr

↪
egiem jednostkowym pod

k
↪
atem prostym.

Propozycja 21.4. Odwzorowanie f : ∆ → ∆ jest izometri
↪
a δ wtedy i tylko wtedy,

gdy f ∈ Aut (∆) lub f ∈ Aut (∆).

Dowód. Jeżeli f ∈ Aut (∆) lub f ∈ Aut (∆), to z (21.2) (i z tego, że lH(γ) = lH(γ))
wynika, że f jest izometri

↪
a. ZaÃlożymy, że f : ∆ → ∆ jest izometri

↪
a δ. Rozpatruj

↪
ac

odwzorowanie f ◦ g zamiast f , gdzie g jest pewnym automorfizmem ∆, bez straty
ogólności możemy zaÃlożyć, że f(0) = 0 oraz f(x0) > 0 dla pewnego x0 > 0. Dla
z ∈ ∆ z (21.3) dostaniemy wi

↪
ec |f(z)| = |z| oraz, ponieważ

∣∣∣∣
z2 − z1

1− z1z2

∣∣∣∣
2

= 1− (1− |z1|2)(1− |z2|2)
1− 2Re (z1z2) + |z1|2|z2|2 ,

mamy także
Re (z1z2) = Re (f(z1)f(z2)).

Wnioskujemy, że f(x0) = x0 oraz, podstawiaj
↪
ac z2 = x0, że Re f(z) = Re z, z ∈ ∆,

a wi
↪
ec f(z) = z lub f(z) = z (dla ustalonego z). Podstawiaj

↪
ac z kolei z2 = i/2

otrzymamy f(i/2) = ±i/2 oraz

Im f(z) =
f(i/2)

i/2
Im z, z ∈ ∆. ¤

22. Funkcje harmoniczne

Funkcj
↪
e h : Ω → R, gdzie Ω jest zbiorem otwartym w C, nazywamy harmoniczn

↪
a,

jeżeli h jest klasy C2 oraz

∆h :=
∂2h

∂x2
+

∂2h

∂y2
= 0.

Zbiór funkcji harmonicznych w Ω oznaczamy H(Ω). Ponieważ ∆ = 4 ∂2/∂z∂z

( Ćwiczenie ), natychmiast z definicji wynikaj
↪
a podstawowe zwi

↪
azki funkcji har-

monicznych z holomorficznymi.

Propozycja 22.1. i) f ∈ O(Ω, Ω̃), h ∈ H(Ω̃) ⇒ h ◦ f ∈ H(Ω);
ii) f ∈ O(Ω) ⇒ Re f, Im f ∈ H(Ω).
iii) f ∈ O(Ω), f 6= 0 ⇒ log |f | ∈ H(Ω). ¤
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WykÃlad 17, 22.10.2007

Rezultat odwrotny do ii) zachodzi w obszarach jednospójnych. Pokażemy nawet,
że obszary jednospójne s

↪
a w ten sposób charakteryzowane - otrzymamy siódmy

warunek równoważny warunkom w Twierdzeniu 10.8 (szóstym byÃla jednospójność
- patrz Wniosek 20.7).

Twierdzenie 22.2. Dla obszaru Ω ⊂ C warunki i)-v) w Twierdzeniu 10.8 s
↪
a

równoważne nast
↪
epuj

↪
acemu

vii) Dla każdego u ∈ H(Ω) istnieje f ∈ O(Ω) takie, że Re f = u.

Dowód. i)⇒vii) Zauważmy, że jeżeli f = u + iv ∈ O(Ω), to z równań Cauchy’ego-
Riemanna mielibyśmy f ′ = ux + ivx = ux − iuy. Jeżeli teraz u ∈ H(Ω), to funkcja
g := ux− iuy jest holomorficzna (bo speÃlnione s

↪
a równania Cauchy’ego-Riemanna),

wi
↪
ec ma pierwotn

↪
a f = ũ + iv ∈ O(Ω). Mamy g = f ′ = ũx + ivx = ũx − iũy, czyli

ux = ũx, uy = ũy. St
↪
ad ũ = u + const i możemy zaÃlożyć, że ũ = u.

vii)⇒ii) Jeżeli f ∈ O∗(Ω), to u := log |f | ∈ H(Ω) i dzi
↪
eki vii) znajdziemy

g ∈ O(Ω) takie, że Re g = u. Mamy wtedy |eg| = eu = |f |, sk
↪
ad wynika, że

f = eiteg dla pewnej staÃlej t ∈ R. ¤
Wniosek 22.3. Funkcje harmoniczne s

↪
a klasy C∞. ¤

Funkcje harmoniczne u, v nazywamy sprz
↪
eżonymi, jeżeli u+ iv jest funkcj

↪
a holo-

morficzn
↪
a.

Ćwiczenie Niech u, v b
↪
ed

↪
a sprz

↪
eżonymi funkcjami harmonicznymi w otoczeniu z0

takimi, że u(z0) = v(z0). Pokazać, że jeżeli zbiór {u = u(z0)} jest gÃladk
↪
a krzyw

↪
a w

otoczeniu z0, to jest ni
↪
a również zbiór {u = u(z0)} oraz, że przecinaj

↪
a si

↪
e one pod

k
↪
atem prostym.

Przypuśćmy teraz, że h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu koÃla K(z0, r).

Dzi
↪
eki Twierdzeniu 22.2 znajdziemy funkcj

↪
e holomorficzn

↪
a f w otoczeniu K(z0, r)

tak
↪
a, że h = Re f . Z twierdzenia o wartości średniej dla funkcji holomorficznych

mamy

f(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt.

Bior
↪
ac cz

↪
eści rzeczywiste dostaniemy twierdzenie o wartości średniej dla funkcji

harmonicznych.

Twierdzenie 22.4. Jeżeli h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu K(z0, r), to

h(z0) =
1
2π

∫ 2π

0

h(z0 + reit)dt. ¤

Udowodnimy teraz zasad
↪
e maksimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 22.5. Jeżeli h ∈ H(Ω) osi
↪
aga maksimum lokalne w obszarze Ω, to h

jest staÃla.

Dowód. ZaÃlóżmy, że h ma maksimum lokalne w z0. Podobnie jak w dowodzie
Twierdzenia 6.3, korzystaj

↪
ac z Twierdzenia 22.4, Ãlatwo pokazujemy, że funkcja h

jest staÃla na K(z0, r) dla pewnego r > 0. PoÃlóżmy Ω′ := int{h = h(z0)}. Zbiór
Ω′ jest wi

↪
ec niepusty, otwarty, trzeba jeszcze pokazać, że jest domkni

↪
ety. Jeżeli
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z̃ ∈ Ω′, to w kole K(z̃, r̃) ⊂ Ω mamy h = Re f dla pewnego f ∈ O(K(z̃, r̃)).
Ponieważ Re f jest staÃla w niepustym zbiorze otwartym Ω′ ∩ K(z̃, r), to f jest
również staÃla w pewnej (niepustej) skÃladowej tego zbioru, a z zasady identyczności
dla funkcji holomorficznych, także na caÃlym K(z̃, r̃). Wnioskujemy, że z̃ ∈ Ω′. ¤

Korzystaj
↪
ac z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych pokażemy teraz,

że pierścienie w C s
↪
a konforemne wtedy i tylko wtedy, gdy s

↪
a liniowo izomor-

ficzne. Pokazuje to, że odpowiednik twierdzenia Riemanna nie zachodzi dla ob-
szarów wielospójnych, tzn. konforemność nie jest w tym wypadku równoważna
homeomorficzności.

Twierdzenie 22.6. Niech zj ∈ C, 0 ≤ rj < Rj < ∞, j = 1, 2. Pierścienie
P (z1, r1, R1), P (z2, r2, R2) s

↪
a konforemne wtedy i tylko, gdy R1/r1 = R2/r2.

Dowód. Jest jasne, że jeżeli R1/r1 = R2/r2, to znajdziemy odwzorowanie liniowe
pomi

↪
edzy tymi dwoma pierścieniami. ZaÃlóżmy wi

↪
ec, że f jest odwzorowaniem

konforemnym mi
↪
edzy nimi. Korzystaj

↪
ac z twierdzenia Riemanna o usuwaniu os-

obliwości bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że r1 = r2 = 1 oraz z1 = z2 = 0
( Ćwiczenie ). Niech r, ρ b

↪
ed

↪
a takie, że 1 < r <

√
R2 < ρ < R2. Zbiór K :=

{r ≤ |z| ≤ ρ} jest zwarty w P2 := {1 < |z| < R2}, a wi
↪
ec f−1(K) jest zwarty

w P1 := {1 < |z| < R1}. Znajdziemy ε > 0 takie, że V ∩ f−1(K) = ∅, gdzie
V := {1 < |z| < 1 + ε}. Zbiór f(V ) jest spójny, f(V ) ∩K = ∅, a st

↪
ad wynika, że

albo f(V ) ⊂ {1 < |z| < r} albo f(V ) ⊂ {ρ < |z| < R2}. Rozumuj
↪
ac podobnie w

pobliżu okr
↪
egu {|z| = R1} otrzymamy, że albo

(22.1) lim
|z|→1

|f(z)| = 1, lim
|z|→R1

|f(z)| = R2,

albo
lim
|z|→1

|f(z)| = R2, lim
|z|→R1

|f(z)| = 1.

W drugim przypadku zamieniamy funkcj
↪
e f z funkcj

↪
a R2/f , możemy wi

↪
ec zaÃlożyć,

że zachodzi pierwszy przypadek.
Dla dowolnego α ∈ R funkcja

h(z) := log |f(z)| − α log |z|

jest harmoniczna w P1, ci
↪
agÃla na P 1 oraz h = 0 na {|z| = 1}. Jeżeli wybierzemy

α := log R2/ log R1, to wtedy także h = 0 na {|z| = R1}. Z zasady maksimum
(zastosowanej do funkcji h oraz −h) wynika wi

↪
ec, że h = 0 w P1. Funkcja

zα = eα log z = |z|αeiαarg z,

gdzie arg z wybieramy z przedziaÃlu (0, 2π), jest holomorficzna w obszarze P1\(0,∞).
W tym obszarze mamy |f(z)/zα| = 1, a wi

↪
ec f(z) = λzα, gdzie |λ| = 1. Wynika

st
↪
ad, że funkcj

↪
e zα możemy ci

↪
agle przedÃlużyć na P1, a zatem α ∈ Z. Z (22.1)

wnioskujemy, że α > 0, natomiast z iniektywności f , że α = ±1, a zatem α = 1. ¤
Chcemy teraz znaleźć odpowiednik wzoru Cauchy’ego dla funkcji harmonicznych,

tj. wyrazić jej wartości wewn
↪
atrz koÃla przy pomocy wartości na brzegu. Przyjmijmy

dla uproszczenia, że K(z0, r) = ∆ i że funkcja h jest harmoniczna w otoczeniu ∆.
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Dla a ∈ ∆ funkcja h ◦ T−a jest harmoniczna w otoczeniu ∆. Dzi
↪
eki Twierdzeniu

22.4 mamy wi
↪
ec

h(a) = h(T−a(0)) =
1
2π

∫ 2π

0

h(T−a(eit)) dt.

Stosuj
↪
ac podstawienie eis = T−a(eit), tzn. eit = Ta(eis), otrzymamy

h(a) =
1
2π

∫ 2π

0

T ′a(eis)
Ta(eis)

eish(eis) ds =
1
2π

∫ 2π

0

1− |a|2
|eis − a|2 h(eis) ds.

Po podstawieniu z = z0 + ra otrzymamy nast
↪
epuj

↪
acy wzór Poissona.

Twierdzenie 22.7. Jeżeli h jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w otoczeniu K(z0, r), to

h(z) =
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 h(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r). ¤

Przy pomocy wzoru Poissona możemy teraz rozwi
↪
azać problem Dirichleta dla

koÃla.

Twierdzenie 22.8 (na wykÃladzie w troch
↪
e sÃlabszej wersji). Dla ustalonego koÃla

K(z0, r) oraz ϕ ∈ L∞(∂K(z0, r)) poÃlóżmy

h(z) :=
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 ϕ(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r).

Wtedy h ∈ H(K(z0, r)) i dla każdego punktu w ∈ ∂K(z0, r), w którym ϕ jest ci
↪
agÃla

mamy

(22.2) lim
z→w

z∈K(z0,r)

h(z) = ϕ(w).

W szczególności, dla każdego ϕ ∈ C(∂K(z0, r)) istnieje dokÃladnie jedna funkcja
h ∈ H(K(z0, r)) ∩ C(K(z0, r)) taka, że h = ϕ na ∂K(z0, r).

Dowód. Jednoznaczność wynika Ãlatwo z zasady maksimum zastosowanej dla różnicy
dwóch rozwi

↪
azań. Zauważmy, że

Re
ζ + z

ζ − z
=
|ζ|2 − |z|2
|ζ − z|2 , ζ, z ∈ C, ζ 6= z,

sk
↪
ad wynika, że j

↪
adro Poissona

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a wzgl

↪
edem z. St

↪
ad Ãlatwo wnioskujemy, że h jest funkcj

↪
a

harmoniczn
↪
a w K(z0, r).
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Dla z ∈ K(z0, r) i ustalonego w ∈ ∂K(z0, r) mamy (korzystamy z Twierdzenia
22.7 dla h ≡ 1)

h(z)− ϕ(w) =
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

(
ϕ(z0 + reit)− ϕ(w)

)
dt.

Ustalmy teraz ε > 0. Znajdziemy δ > 0 takie, że |ϕ(z0 + reit) − ϕ(w)| ≤ ε,
gdy |z0 + reit − w| ≤ δ. Możemy teraz podzielić przedziaÃl [0, 2π] na dwa rozÃl

↪
aczne

podzbiory A i B takie, że |ϕ(z0+reit)−ϕ(w)| ≤ ε, gdy t ∈ A, oraz |z0+reit−w| ≥ δ,
gdy t ∈ B. Dla z ∈ ∂K(z0, r) odp. bliskiego w mamy wtedy

|h(z)− ϕ(w)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2

∣∣(ϕ(z0 + reit)− ϕ(w)
)∣∣ dt

=
1
2π

(∫

A

+
∫

B

)

≤ ε + 2M
r2 − |z − z0|2
(δ − |z − w|)2 ,

gdzie M := max∂K(z0,r) |ϕ|. St
↪
ad otrzymamy (22.2). ¤

Uwaga. Zauważmy, że dowód istnienia rozwi
↪
azania w Twierdzeniu 22.8 daje inny

dowód Twierdzenia 22.7 (poza przypadkiem h ≡ 1, który możemy sprawdzić bez-
pośrednio), bez korzystania z funkcji holomorficznych (to, że j

↪
adro Poissona jest

funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a wzgl

↪
edem z można oczywíscie także sprawdzić bezpośrednio).

Metod
↪
e dowodu Twierdzenia 22.8, w przeciwieństwie do poprzedniego dowodu

Twierdzenia 22.7, można zastosować także w wyższym wymiarze.

WykÃlad 18, 29.10.2007

Wykażemy teraz pewne wÃlasności ci
↪
agów funkcji harmonicznych. Pierwsz

↪
a jest

odpowiednik twierdzenia Weierstrassa dla funkcji holomorficznych.

Propozycja 22.9. Jeżeli ci
↪
ag hn ∈ H(Ω) jest zbieżny lokalnie jednostajnie do

h, to h ∈ H(Ω). Co wi
↪
ecej, Dαhn → Dαh lokalnie jednostajnie dla dowolnego

wielowskaźnika α.

Dowód. Problem jest czysto lokalny. Zamieniaj
↪
ac hn z hn +an (na pewnym relaty-

wnie zwartym podzbiorze Ω), gdzie an jest odp. ci
↪
agiem staÃlych zbieżnym do 0,

bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że hn jest ci
↪
agiem rosn

↪
acym. Niech K(z0, r)

b
↪
edzie koÃlem w Ω i niech h̃ ∈ H(K(z0, r)) ∩ C(K(z0, r)) b

↪
edzie taka, że h̃ = h na

∂K(z0, r). Z zasady maksimum na K(z0, r) dla każdego n mamy

0 ≤ h̃− hn ≤ max
∂K(z0,r)

(h− hn),

a zatem hn d
↪
aży jednostajnie do h̃ w K(z0, r). Druga cz

↪
eść wynika teraz z Twier-

dzenia 22.7 (bo możemy różniczkować pod znakiem caÃlki). ¤
Dla funkcji harmonicznych mamy odpowiednik twierdzenia Montela.

Twierdzenie 22.10. Z każdego lokalnie jednostajnie ograniczonego ci
↪
agu funkcji

harmonicznych na obszarze w C możemy wybrać podci
↪
ag zbieżny lokalnie jednosta-

jnie.
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Dowód. Dla j
↪
adra Poissona w K(z0, r) ⊂ Ω mamy

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 − 1 = Re

reit + z − z0

reit − (z − z0)
− 1 = 2Re

z − z0

reit − (z − z0)
.

St
↪
ad, jeżeli h ∈ H(Ω), |h| ≤ M w K(z0, r) i |z − z0| ≤ r/2, to

|h(z)− h(z0)| ≤ 4M

r
|z − z0|,

a zatem taka rodzina jest równoci
↪
agÃla i wystarczy skorzystać z twierdzenia Arzeli-

Ascoliego. ¤
Nast

↪
epny rezultat jest nazywany twierdzeniem Harnacka (1887).

Twierdzenie 22.11. ZaÃlóżmy, że hn jest rosn
↪
acym ci

↪
agiem funkcji harmonicz-

nych określonych na obszarze Ω w C. Wtedy albo limhn = ∞ albo ci
↪
ag hn jest

zbieżny lokalnie jednostajnie w Ω.

Podstawowym narz
↪
edziem w dowodzie tego twierdzenia jest nierówność Har-

nacka, któr
↪
a sformuÃlujemy osobno.

Twierdzenie 22.12. ZaÃlóżmy, że h ∈ H(K(0, R)), h ≥ 0. Wtedy

R− |z|
R + |z|h(0) ≤ h(z) ≤ R + |z|

R− |z|h(0), z ∈ K(0, R).

Dowód. Niech |z| < ρ < R. Ze wzoru Poissona mamy

h(z) =
1
2π

∫ 2π

0

ρ2 − |z|2
|ρeit − z|2 h(ρeit)dt.

Mamy także
ρ− |z|
ρ + |z| ≤

ρ2 − |z|2
|ρeit − z|2 ≤

ρ + |z|
ρ− |z| .

Teraz wystarczy, korzystaj
↪
ac z tego, że h ≥ 0, przej́sć z ρ do R. ¤

Dowód Twierdzenia 22.11. Zamieniaj
↪
ac funkcje hn z hn − h1, bez straty ogólności

możemy zaÃlożyć, że hn ≥ 0. ZaÃlóżmy, że K(z0, R) jest koÃlem w Ω i 0 < r < R. Z
nierówności Harnacka mamy

R− r

R + r
hn(z0) ≤ hn(z) ≤ R + r

R− r
hn(z0), z ∈ K(z0, r),

a st
↪
ad

(22.3)
R− r

R + r
h(z0) ≤ h(z) ≤ R + r

R− r
h(z0), z ∈ K(z0, r),

gdzie h := lim hn. Z (22.3) wynika, że zbiory A := {h < ∞} oraz B := {h = ∞}
s

↪
a otwarte, a wi

↪
ec albo A = Ω albo B = Ω. W pierwszym przypadku z (22.3)

wnioskujemy, że h jest funkcj
↪
a ci

↪
agÃl

↪
a, a wi

↪
ec z twierdzenia Diniego mamy lokalnie

jednostajn
↪
a zbieżność. ¤
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23. Funkcje subharmoniczne

Funkcj
↪
e u : Ω → R ∪ {−∞}, gdzie Ω jest zbiorem otwartym w C, nazywamy

subharmoniczn
↪
a, jeżeli jest ona póÃlci

↪
agÃla z góry, na każdej skÃladowej Ω mamy u 6≡

−∞, oraz dla dowolnego obszaru D b Ω i h ∈ H(D) ∩ C(D) takiej, że u ≤ h na
∂D, mamy u ≤ h w D. Zbiór funkcji subharmonicznych na Ω oznaczamy SH(Ω).

Twierdzenie 23.1. Niech u b
↪
edzie funkcj

↪
a subharmoniczn

↪
a w otoczeniu K(z0, r).

Wtedy

u(z) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 u(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r).

Dowód. Niech ϕn b
↪
edzie ci

↪
agiem funkcji ci

↪
agÃlych malej

↪
acym do u na ∂K(z0, r).

Dzi
↪
eki Twierdzeniu 22.8 znajdziemy hn ∈ H(K(z0, r))∩C(K(z0, r)) takie, że hn =

ϕn na ∂K(z0, r). Z definicji mamy wtedy

u(z) ≤ hn(z) =
1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 ϕn(z0 + reit) dt, z ∈ K(z0, r),

i wystarczy przej́sć z n do ∞. ¤
Twierdzenie 23.2. ZaÃlóżmy, że u jest funkcj

↪
a póÃlci

↪
agÃl

↪
a z góry na obszarze Ω

tak
↪
a, że u 6≡ −∞. Wtedy u jest subharmoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla

każdego z0 ∈ Ω istnieje r0 > 0 takie, że K(z0, r0) ⊂ Ω oraz

(23.1) u(z0) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

u(z0 + reit)dt, 0 < r ≤ r0.

W szczególności, subharmoniczność jest wÃlasności
↪
a lokaln

↪
a.

Dowód. Konieczność wynika z Twierdzenia 23.1. Dla wykazania dostateczności
weźmy D b Ω i h ∈ H(D) ∩ C(D) takie, że u ≤ h na ∂D. Jeżeli {u > h} 6= ∅, to
u− h osi

↪
aga maksimum w pewnym z0 ∈ D (korzystamy z póÃlci

↪
agÃlości u). Z (23.1),

rozumuj
↪
ac podobnie jak w dowodzie zasady maksimum dla funkcji holomorficznych

i harmonicznych, wnioskujemy, że zbiór {u− h = u(z0)− h(z0)} jest otwarty i nie-
pusty. Z wÃlasności funkcji póÃlci

↪
agÃlych z góry wynika, że jest on również domkni

↪
ety

(bo jest postaci {u − h ≥ const}), a wi
↪
ec u − h = const > 0 w D - sprzeczność z

warunkiem brzegowym. ¤
Twierdzenie 23.1 oraz dowód Twierdzenia 23.2 implikuj

↪
a w szczególności zasad

↪
e

maksimum dla funkcji subharmonicznych.

Twierdzenie 23.3. Jeżeli u ∈ SH(Ω) osi
↪
aga maksimum w obszarze Ω, to u jest

staÃla. ¤
PrzykÃlad. Z Twierdzenia 23.2 i z tego, że log |z| ∈ H(C∗) Ãlatwo wnioskujemy, że
max{log |z|, 0} ∈ SH(C). Widzimy wi

↪
ec, że istnienie maksimum lokalnego nie

implikuje tego, że funkcja subharmoniczna jest staÃla.

Jeżeli u jest funkcj
↪
a rzeczywist

↪
a określon

↪
a na zbiorze otwartym Ω ⊂ C, to

kÃladziemy

u∗(z) := lim sup
ζ→z

u(ζ), u∗(z) := lim inf
ζ→z

u(ζ), z ∈ Ω.
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Wtedy u∗ i u∗, określone w Ω, s
↪
a odpowiednio najmniejsz

↪
a funkcj

↪
a póÃlci

↪
agÃl

↪
a z góry

≥ u w Ω oraz najwi
↪
eksz

↪
a funkcj

↪
a póÃlci

↪
agÃl

↪
a z doÃlu ≤ u w Ω.

Udowodnimy teraz inne podstawowe wÃlasności funkcji subharmonicznych.

Twierdzenie 23.4. i) H(Ω) ⊂ SH(Ω);
ii) u, v ∈ SH(Ω), α ≥ 0 ⇒ max{u, v}, u + v, αu ∈ SH(Ω);
iii) Jeżeli u ∈ SH(Ω), zaś χ jest funkcj

↪
a rosn

↪
ac

↪
a i wypukÃl

↪
a określon

↪
a na prze-

dziale zawieraj
↪
acym obraz u, to χ ◦ u ∈ SH(Ω);

iv) f ∈ O(Ω), f 6≡ 0, α ≥ 0 ⇒ log |f |, |f |α ∈ SH(Ω);
v) Jeżeli un ∈ SH(Ω) jest ci

↪
agiem malej

↪
acym do pewnego u 6≡ −∞, to u ∈

SH(Ω);
vi) Dla niepustej rodziny F ⊂ SH(Ω), lokalnie jednostajnie ograniczonej z góry,

mamy (supF)∗ ∈ SH(Ω);
vii) Jeżeli u,−u ∈ SH(Ω), to u ∈ H(Ω);
viii) Jeżeli u ∈ C2(Ω), to u ∈ SH(Ω) ⇔ ∆u ≥ 0.

Dowód. i) Wynika wprost z definicji oraz zasady maksimum dla funkcji harmonicz-
nych.

ii) Korzystamy z Twierdzenia 23.2.
iii) Funkcja χ ◦ u jest póÃlci

↪
agÃla z góry. Dla koÃla K(z0, r) w Ω mamy

χ(u(z0)) ≤ χ

(
1
2π

∫ 2π

0

u(z0 + reit)dt

)
≤ 1

2π

∫ 2π

0

χ(u(z0 + reit))dt,

przy czym pierwsza nierówność wynika z tego, że χ jest rosn
↪
aca (i z subharmonicz-

ności u), natomiast druga z wypukÃlości χ (i nierówności Jensena).
iv) Funkcja log |f | jest harmoniczna na zbiorze {f 6= 0} i równa −∞, gdy f = 0,

wystarczy wi
↪
ec skorzystać z Twierdzenia 23.2. Mamy także |f |α = χ(log |f |), gdzie

χ(t) = eαt jest rosn
↪
aca i wypukÃla.

v) Wynika natychmiast z Twierdzenia 23.2.
vi) Dla koÃla K(z0, r) w Ω korzystaj

↪
ac z Twierdzenia 23.1 dostaniemy

v(z) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 v(z0 + reit) dt, v ∈ F .

PoÃlóżmy u := supF . Otrzymamy st
↪
ad

u(z) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

r2 − |z − z0|2
|z − z0 − reit|2 u(z0 + reit) dt.

Z lematu Fatou mamy teraz

u∗(z0) = lim sup
z→z0

u(z) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

u(z0 + reit) dt ≤ 1
2π

∫ 2π

0

u∗(z0 + reit) dt.

vii) Funkcja u jest w szczególności ci
↪
agÃla. Dla koÃla K(z0, r) ⊂ Ω niech h ∈

H(K(z0, r)) ∩ C(K(z0, r)) b
↪
edzie taka, że h = u na ∂K(z0, r). Dostaniemy u ≤ h

oraz −u ≤ −h.
viii) ⇒ Przypuśćmy, że ∆u < 0 w K(z0, r) ⊂ Ω. Niech h b

↪
edzie jak wyżej. Jeżeli

u = h w K(z0, r), to otrzymamy sprzeczność, w przeciwnym wypadku znajdziemy
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z̃ ∈ K(z0, r), gdzie u − h osi
↪
aga minimum. Wtedy 0 ≤ ∆(u − h)(z̃) = ∆u(z̃) -

sprzeczność.
⇐ ZaÃlóżmy najpierw, że ∆u > 0 i niech D b Ω, h ∈ H(D)∩C(D) b

↪
edzie takie, że

u ≤ h na ∂D. Jeżeli {u > h} 6= ∅, to znajdziemy z̃ ∈ D gdzie u−h ma maksimum.
Wtedy 0 ≥ ∆(u− h)(z̃) = ∆u(z̃) - sprzeczność. Pokazalísmy, że u ∈ SH(Ω), jeżeli
∆u > 0. W ogólnym przypadku wystarczy rozważyć funkcje uε(z) := u(z) + ε|z|2,
ε > 0, (wtedy ∆uε > 0) i skorzystać z v). ¤

Ćwiczenie Niech f b
↪
edzie funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a w otoczeniu pierścienia {r ≤

|z| ≤ R} tak
↪
a, że |f | ≤ m, gdy |z| = r oraz |f | ≤ M , gdy |z| = R. Pokazać, że

|f(z)| ≤ m(|z|/r)
log(M/m)
log(R/r) (porównać z ćwiczeniem przed Twierdzeniem 6.4).

Ćwiczenie Pokazać, że jeżeli u ∈ SH(Ω) i K(z0, r) ⊂ Ω, to

u(z0) ≤ 1
λ(K(z0, r))

∫

K(z0,r)

u dλ.

Wywnioskować st
↪
ad, że funkcje subharmoniczne s

↪
a lokalnie caÃlkowalne.

Ćwiczenie Udowodnić, że dla u ∈ SH(Ω) regularyzacje uε s
↪
a funkcjami subhar-

monicznymi w Ωε oraz że uε ↓ u, gdy ε ↓ 0.

Zauważmy, że jeżeli u jest funkcj
↪
a subharmoniczn

↪
a w otoczeniu w, to

(23.2) lim sup
z→w
z 6=w

u(z) = u(w)

(≤ wynika z póÃlci
↪
agÃlości z góry, natomiast ≥ z (23.1)). Dla funkcji subharmon-

icznych mamy odpowiednik twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwości.

WykÃlad 19, 5.11.2007

Twierdzenie 23.5. ZaÃlóżmy, że u ∈ SH(Ω \ {w}) jest funkcj
↪
a ograniczon

↪
a z góry

w pobliżu w. Wtedy u można jednoznacznie przedÃlużyć do funkcji subharmonicznej
na Ω.

Dowód. Problem jest czysto lokalny. Jednoznaczność wynika z (23.2). Dla z w
pobliżu w poÃlóżmy

un(z) :=
{

u(z) + 1
n log |z − w|, z 6= w,

−∞, z = w.

Dzi
↪
eki temu, że u jest ograniczona z góry, funkcje un s

↪
a subharmoniczne w otoczeniu

w (niezależnym od n), a st
↪
ad ũ := (supn un)∗ jest subharmoniczna w otoczeniu w.

Mamy oczywíscie także u = ũ poza w. ¤
Przy pomocy tego twierdzenia możemy np. udowodnić nast

↪
epuj

↪
acy rezultat.

Twierdzenie 23.6. Jeżeli f ∈ O(Ω, Ω̃), f 6= const i u ∈ SH(Ω̃), to u◦f ∈ SH(Ω).

Dowód. Funkcja u◦f jest póÃlci
↪
agÃla z góry. Co wi

↪
ecej, z otwartości f i (23.2) mamy

(23.3) lim sup
z→w

u(f(z)) = u(f(w)).
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Istnieje dyskretny podzbiór A ⊂ Ω taki, że f jest odwzorowaniem lokalnie kon-
foremnym w Ω \ A, a st

↪
ad i z definicji Ãlatwo pokazujemy, że u ◦ f jest (lokalnie)

subharmoniczna w Ω \ A. Z Twierdzenia 23.5 otrzymamy, że przedÃluża si
↪
e ona do

funkcji subharmonicznej v na Ω, z (23.3) wnioskujemy, że v = u ◦ f . ¤

24.Nakrycia

Obecna cz
↪
eść ma charakter czysto topologiczny. O wszystkich wyst

↪
epuj

↪
acych

niżej przestrzeniach topologicznych X,Y, Z zakÃladamy, że s
↪
a spójne, lokalnie Ãlukowo

spójne (a wi
↪
ec s

↪
a także Ãlukowo spójne) oraz, że speÃlniaj

↪
a warunek Hausdorffa.

Odwzorowanie p : Y → X nazywamy nakryciem, jeżeli przestrzeń X możemy
pokryć zbiorami otwartymi U ⊂ X takimi, że dla każdego takiego U istnieje ro-
dzina otwartych zbiorów rozÃl

↪
acznych Vι ⊂ Y taka, że p−1(U) =

⋃
ι Vι oraz dla

każdego ι odwzorowanie p|Vι
→ U jest homeomorfizmem. Przestrzeń Y nazywa-

my przestrzeni
↪
a nakrywaj

↪
ac

↪
a. Zbiory U o tej wÃlasności nazywamy prawidÃlowymi,

natomiast Vι pÃlatami nad U . Każde nakrycie jest zatem w szczególności surjekcj
↪
a

oraz lokalnym homeomorfizmem.

PrzykÃlady. i) Dla n ∈ N odwzorowanie z 7→ zn jest nakryciem C∗ na siebie oraz
∂∆ na siebie.

ii) exp jest nakryciem R na okr
↪
ag ∂∆, C na C∗ oraz pasa {log r < Re z < log R}

na pierścień {r < |w| < R}. Ponieważ pas jest konforemny z dyskiem, możemy
Ãlatwo skonstruować nakrycie dysku na pierścień.

Twierdzenie 24.1. ZaÃlóżmy, że p : Y → X jest nakryciem, natomiast odwzoro-
wanie f : Z → X jest ci

↪
agÃle, przy czym Z jest przestrzeni

↪
a jednospójn

↪
a. Wtedy

dla ustalonych y0 ∈ Y i z0 ∈ Z takich, że p(y0) = f(z0) istnieje dokÃladnie jedno
odwzorowanie ci

↪
agÃle f̃ : Z → Y takie, że p ◦ f̃ = f oraz f̃(z0) = y0. Takie f̃

nazywamy podniesieniem f .

Dowód. Jednoznaczność: ZaÃlóżmy, że f̃ speÃlnia tez
↪
e i wybierzmy dowolne z ∈ Z.

Pokażemy, że f̃ jest jednoznacznie wyznaczone w pewnym otoczeniu z. Niech U

b
↪
edzie prawidÃlowym otoczeniem f(z), zaś V pÃlatem nad U takim, że f̃(z) ∈ V .

Z ci
↪
agÃlości f̃ znajdziemy W ⊂ Z, otoczenie z takie, że f̃(W ) ⊂ V . Wtedy f̃ =

(p|V )−1 ◦ f na W . St
↪
ad, jeżeli f̃ , f̂ s

↪
a funkcjami speÃlniaj

↪
acymi tez

↪
e, to zbiór

{f̃ = f̂} jest otwarty. Ponieważ jest on również niepusty (zawiera z0), domkni
↪
ety

(dzi
↪
eki temu, że Y speÃlnia warunek Hausdorffa), zaś Z jest przestrzeni

↪
a spójn

↪
a,

dostaniemy, że f̃ = f̂ na Z.
Istnienie: I) Z = [0, 1] =: I, z0 = 0. Znajdziemy podziaÃl przedziaÃlu I: 0 = t0 <

t1 < · · · < tn = 1 taki, że dla każdego j = 1, . . . , n zbiór f([tj−1, tj ]) jest zawarty w
pewnym prawidÃlowym zbiorze otwartym Uj ⊂ X. Niech V1 b

↪
edzie pÃlatem nad U1

zawieraj
↪
acym y0. Na [t0, t1] definiujemy f̃ := (p|V1)

−1 ◦ f . Niech z kolei V2 b
↪
edzie

pÃlatem nad U2 zawieraj
↪
acym f̃(t1), wtedy na [t1, t2] kÃladziemy f̃ := (p|V2)

−1 ◦ f .
Post

↪
epuj

↪
ac tak n razy otrzymamy szukane f̃ .

II) Z = I2, z0 = (0, 0). Post
↪
epujemy podobnie jak w I). Znajdziemy podziaÃly 0 =

s0 < s1 < · · · < sn = 1, 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 oraz otwarte zbiory prawidÃlowe
Ujk ⊂ X takie, że f([sj−1, sj ]× [tk−1, tk]) ⊂ Ujk, j, k = 1, . . . , n. Niech V11 b

↪
edzie

pÃlatem nad U11 zawieraj
↪
acym y0. Na [s0, s1]× [t0, t1] definiujemy f̃ := (p|V11)

−1 ◦
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f . PÃlat V12 nad U12 wybieramy tak, że f̃(s0, t1) ∈ V12, wtedy z jednoznaczności
podniesienia mamy f̃ = (p|V12)

−1◦f na [s0, s1]×{t1}, w szczególności f̃(s, t1) ∈ V12

dla s ∈ [s0, s1]. Jeżeli wi
↪
ec na [s0, s1] × [t1, t2] poÃlożymy f̃ := (p|V12)

−1 ◦ f , to
definicja ta jest zgodna z poprzedni

↪
a na [s0, s1]×{t1}. Post

↪
epuj

↪
ac w ten sposób n2

razy wyczerpiemy I2.
III) Z dowolne. Dla z ∈ Z niech γ, γ1 : I → Z b

↪
ed

↪
a krzywymi takimi, że

γ(0) = γ1(0) = z0, γ(1) = γ1(1) = z. Dzi
↪
eki I) istnieje jednoznacznie wyznaczona

krzywa γ̃ : I → Y taka, że p ◦ γ̃ = f ◦ γ i γ̃(0) = y0. Podobnie definiujemy
γ̃1. Twierdzimy, że γ̃(1) = γ̃1(1). Dzi

↪
eki temu, że Z jest jednospójna istnieje

ci
↪
agÃle odwzorowanie F : I2 → Z takie, że F (0, ·) = γ, F (1, ·) = γ1, F (s, 0) = z0,

F (s, 1) = z dla s ∈ I. Dzi
↪
eki II) znajdziemy ci

↪
agÃle F̃ : I2 → Y takie, że p◦F̃ = f ◦F

oraz F̃ (0, 0) = y0. Z jednoznaczności podniesienia krzywych mamy F̃ (0, ·) = γ̃,
F̃ (1, ·) = γ̃1 oraz F̃ (s, 0) = y0, s ∈ I. Dla s ∈ I mamy p(F̃ (s, 1)) = f(F (s, 1)) =
f(z). Ponieważ zbiór p−1(f(z)) jest dyskretny (z wÃlasności nakrycia), zaś F̃ (I×{1})
spójny, wnioskujemy, że zbiór F̃ (I × {1}) jest jednopunktowy. W szczególności
γ̃(1) = γ̃1(1), a wi

↪
ec odwzorowanie f̃(z) := γ̃(1) jest dobrze zdefiniowane.

Musimy jeszcze pokazać, że f̃ jest ci
↪
agÃle. Niech V b

↪
edzie Ãlukowo spójnym oto-

czeniem f̃(z) takim, że U := p(V ) jest prawidÃlowym otoczeniem f(z). Z ci
↪
agÃlości

f znajdziemy Ãlukowo spójne otoczenie W punktu z w Z takie, że f(W ) ⊂ U . Wys-
tarczy pokazać, że f̃(W ) ⊂ V . Dla z′ ∈ W niech β : I → W b

↪
edzie krzyw

↪
a tak

↪
a,

że β(0) = z, β(1) = z′. Wtedy β̃ := (p|V )−1 ◦ f ◦ β jest podniesieniem β, a zatem
f̃(z′) = β̃(1) = (p|V )−1(f(z′)) ∈ V . ¤

Z Twierdzenia 24.1 (oraz cz
↪
eści III) dowodu) dostaniemy w szczególności twier-

dzenie o podnoszeniu krzywej.

Twierdzenie 24.2. Niech p : Y → X b
↪
edzie nakryciem. Przypuśćmy, że γ jest

krzyw
↪
a w X o pocz

↪
atku w x0. Wtedy, dla ustalonego y0 ∈ p−1(x0), istnieje jednoz-

nacznie wyznaczona krzywa γ̃ w Y o pocz
↪
atku w y0 taka, że p ◦ γ̃ = γ. Co wi

↪
ecej,

jeżeli γ1 jest krzyw
↪
a w X homotopijnie równoważn

↪
a z γ, końce podniesień γ̃ oraz

γ̃1 s
↪
a takie same. ¤

Druga cz
↪
eść Twierdzenia 24.2 nosi nazw

↪
e twierdzenia o monodromii. Z Twier-

dzenia 24.1 wynika także, że jednospójna przestrzeń nakrywaj
↪
aca jest wyznaczona

jednoznacznie (z dokÃladności
↪
a do homeomorfizmu).

Twierdzenie 24.3. ZaÃlóżmy, że odwzorowania p : Y → X, q : Z → X s
↪
a nakry-

ciami. Jeżeli przestrzenie Y,Z s
↪
a jednospójne, to s

↪
a one homeomorficzne.

Dowód. Ustalmy y0 ∈ Y , z0 ∈ Z takie, że p(y0) = q(z0). Dzi
↪
eki Twierdzeniu 2.1

znajdziemy odwzorowania ci
↪
agÃle q̃ : Z → Y i p̃ : Y → Z takie, że p ◦ q̃ = q,

q̃(z0) = y0, q ◦ p̃ = p, p̃(y0) = z0. Wtedy p ◦ q̃ ◦ p̃ = p, q̃(p̃(y0)) = y0, q ◦ p̃ ◦ q̃ = q,
p̃(q̃(z0)) = z0. Z jednoznaczności podniesień otrzymamy q̃◦p̃ = idY , p̃◦q̃ = idZ . ¤
Twierdzenie 24.4. Niech X b

↪
edzie lokalnie jednospójna. Wtedy istnieje jedno-

spójna przestrzeń nakrywaj
↪
aca Y .

Dowód. Ustalmy x0 ∈ X. Dla x ∈ X przez Γx oznaczmy zbiór wszystkich krzywych
γ : I → X Ãl

↪
acz

↪
acych x0 z x. Dla γ0, γ1 ∈ Γx piszemy γ0 ∼ γ1, jeżeli krzywe γ0, γ1 s

↪
a

homotopijne. Wtedy ∼ jest relacj
↪
a równoważności na Γx, oznaczmy px := Γx/ ∼.

Definiujemy
Y := {(x, [γ]) : x ∈ X, γ ∈ Γx}
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oraz
p : Y 3 (x, [γ]) 7−→ x ∈ X.

Na Y wprowadzamy topologi
↪
e w nast

↪
epuj

↪
acy sposób: dla (x, [γ]) ∈ Y oraz jed-

nospójnego otoczenia U punktu x w X rozważamy zbiory postaci

VU,[γ] := {(x′, [γ ∗ β]) : x′ ∈ U},

gdzie β : I → U jest dowoln
↪
a krzyw

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a x z x′ oraz

(γ ∗ β)(t) :=
{

γ(2t), t ∈ [0, 1/2],
β(2t− 1), t ∈ [1/2, 1]

∈ Γx′ .

Zauważmy, że [γ ∗β] nie zależy od wyboru β, a tylko od x′ (bo U jest jednospójny).
Zauważmy także, że

p−1(U) =
⋃

[γ]∈px

VU,[γ]

i że zbiory VU,[γ] s
↪
a rozÃl

↪
aczne dla [γ] ∈ px. Z powyższych wÃlasności natychmiast

wynika, że zbiory VU,[γ] tworz
↪
a baz

↪
e otoczeń (x, [γ]) i że p jest nakryciem.

Musimy jeszcze pokazać, że przestrzeń Y jest jednospójna. Niech α̃ : I → Y
b

↪
edzie krzyw

↪
a zamkni

↪
et

↪
a tak

↪
a, że α̃(0) = α̃(1) = (x, [γ]). Wtedy α := p ◦ α̃

jest krzyw
↪
a zamkni

↪
et

↪
a w X tak

↪
a, że α(0) = α(1) = x. Dla s, t ∈ I zdefiniujmy

αt(s) := α(st) oraz
α̂(t) := (α(t), [γ ∗ αt]).

Wtedy α̂ jest krzyw
↪
a w Y tak

↪
a, że p ◦ α̂ = α, α̂(0) = (x, [γ]), wi

↪
ec dzi

↪
eki temu,

że p jest nakryciem i z jednoznaczności podniesienia dostaniemy α̂ = α̃. Dla t = 1
mamy w szczególności [γ] = [γ∗α], a wi

↪
ec krzywa α jest ści

↪
agalna do punktu x w X,

tzn. znajdziemy ci
↪
agÃle odwzorowanie F : I2 → X takie, że F (0, ·) = α, F (1, t) =

F (s, 0) = F (s, 1) = x dla s, t ∈ I. Z Twierdzenia 2.1 mamy podniesienie F̃ : I2 → Y

takie, że p◦F̃ = F oraz F̃ (0, 0) = (x, [γ]). Z jednoznaczności podniesienia krzywych
otrzymamy F̃ (0, ·) = α̃, F̃ (1, t) = F̃ (s, 0) = F̃ (s, 1) = (x, [γ]), a wi

↪
ec krzywa α̃ jest

ści
↪
agalna do (x, [γ]). ¤

WykÃlad 20, 12.11.2007

Od teraz o przestrzeni X zakÃladamy dodatkowo, że jest lokalnie jednospójna.
Dzi

↪
eki Twierdzeniom 24.3 i 24.4 istnieje jedyne (z dokÃladności

↪
a do homeomor-

fizmu) nakrycie p : X̃ → X, gdzie X̃ jest jednospójna. Takie nakrycie nazywamy
uniwersalnym. Homeomorfizm g : X̃ → X̃ nazywamy homeomorfizmem nakrycia
p, jeżeli p ◦ g = p. Ich zbiór oznaczamy ΓX , jest oczywiste, że jest to grupa.
Nazywamy j

↪
a grup

↪
a nakrycia p.

Przy powyższych oznaczeniach mamy nast
↪
epuj

↪
ace dwa rezultaty opisuj

↪
ace ΓX .

Propozycja 24.5. i) X ' X̃/ΓX ;
ii) ΓX nie ma punktów staÃlych, tzn. jeżeli g ∈ ΓX ma punkt staÃly, to g = id;
iii) ΓX dziaÃla dyskretnie na X̃, tzn. dla K b X̃ zbiór {g ∈ ΓX : K ∩ g(K) 6= ∅}

jest skończony.



FUNKCJE ANALITYCZNE 77

Dowód. i) PoÃlóżmy
F : X̃/ΓX 3 [y] 7−→ p(y) ∈ X.

Z definicji ΓX wynika, że F jest dobrze określone. Jeżeli F ([y1]) = F ([y2]) tzn.
p(y1) = p(y2), to dzi

↪
eki Twierdzeniu 24.1 znajdziemy ci

↪
agÃle g : X̃ → X̃ takie,

że g(y1) = y2 i p ◦ g = p, a także ci
↪
agÃle f : X̃ → X̃ takie, że f(y2) = y1 i

p ◦ f = p. Z jednoznaczności podniesienia g ◦ f = f ◦ g = id, a wi
↪
ec g ∈ ΓX .

Pokazalísmy wi
↪
ec, że F jest iniektywne, natomiast surjekcja jest oczywista. To, że

F jest homeomorfizmem wynika wprost z definicji.
ii) Jeżeli g(y) = y, to z jednoznaczności podniesienia wnioskujemy, że g = id.

(Zauważmy, że w ten sam sposób możemy pokazać, że jeżeli g1(y) = g2(y) dla
pewnego y ∈ X̃ i g1, g2 ∈ ΓX , to g1 = g2.)

iii) Znajdziemy pÃlaty V1, . . . , Vm pokrywaj
↪
ace K. Przypuśćmy, że istnieje ci

↪
ag

gn ∈ ΓX , przy czym gn 6= gm, n 6= m, oraz yn ∈ K takie, że gn(yn) ∈ K. Wtedy
znajdziemy i, j oraz podci

↪
ag gnk

taki, że ynk
∈ Vi oraz gnk

(ynk
) ∈ Vj . Mamy jednak

gnk
= (p|Vj

)−1 ◦p na zbiorze (p|Vi
)−1(p(Vi)∩p(Vj)) (który jest niepusty, bo zawiera

ynk
) i z jednoznaczności podniesienia otrzymamy gnk

= gnl
dla wszystkich k, l -

sprzeczność. ¤
Twierdzenie 24.6. ΓX ' π1(X).

Dowód. Ustalmy x0 ∈ X i wybierzmy y0 ∈ X̃ takie, że p(y0) = x0. PoÃlóżmy

F : ΓX 3 g 7−→ [p ◦ γ] ∈ π1(X),

gdzie γ ∈ C(I, X̃) jest takie, że γ(0) = y0, γ(1) = g(y0) (wtedy p ◦ γ ∈ C(I, X),
p(γ(0)) = p(γ(1)) = x0). Odwzorowanie F jest dobrze określone, gdyż przestrzeń
X̃ jest jednospójna.

Chcemy pokazać, że F jest homomorfizmem grup. Weźmy g1, g2 ∈ ΓX i niech
γi ∈ C(I, X̃) b

↪
ed

↪
a takie, że γi(0) = y0 i γi(1) = gi(y0), i = 1, 2. Niech α :=

γ2 ∗ (g2 ◦ γ1), wtedy α(0) = y0, α(1) = g2(g1(y0)) oraz

F (g2 ◦ g1) = [p ◦ α] = [p ◦ γ2] [p ◦ g2 ◦ γ1] = [p ◦ γ2] [p ◦ γ1] = F (g2)F (g1).

Dla wykazania iniektywności F niech g ∈ ΓX b
↪
edzie takie, że F (g) = 0, tzn.

dla γ ∈ C(I, X̃) takiego, że γ(0) = y0, γ(1) = g(y0), krzywa p ◦ γ jest ści
↪
agalna.

Ponieważ γ jest podniesieniem p◦γ, z twierdzenia o monodromii wynika, że γ(1) =
y0, a wi

↪
ec g(y0) = y0, zatem g = id.

Dla krzywej β ∈ C(I, X) takiej, że β(0) = β(1) = x0, niech β̃ b
↪
edzie jej pod-

niesieniem. Dzi
↪
eki Propozycji 24.5.i znajdziemy g ∈ ΓX takie, że g(y0) = β̃(1).

Wtedy F (g) = [β], czyli F jest surjekcj
↪
a. ¤

Mamy także rezultat odwrotny do Propozycji 24.5.

Propozycja 24.7. Niech Y b
↪
edzie lokalnie zwart

↪
a przestrzeni

↪
a topologiczn

↪
a, nato-

miast Γ podgrup
↪
a grupy homeomorfizmów Y dziaÃlaj

↪
ac

↪
a dyskretnie na Y . Wtedy

Y/Γ speÃlnia warunek Hausdorffa. Jeżeli dodatkowo Γ nie ma punktów staÃlych, to
rzutowanie p : Y → Y/Γ jest nakryciem.

Dowód. Niech y1, y2 ∈ Y b
↪
ed

↪
a takie, że p(y1) 6= p(y2). Znajdziemy Ui b Y ,

otoczenia yi, i = 1, 2, takie, że U1 ∩ U2 = ∅. Dla K := U1 ∪ U2 zbiór {g ∈ Γ :
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g(K) ∩ K 6= ∅} jest skończony, powiedzmy {g1, . . . , gn}. Ponieważ p(y1) 6= p(y2),
znajdziemy V1 ⊂ U1, otoczenie y1, takie, że y2 /∈ gj(V 1), j = 1, . . . , n. Wynika
st

↪
ad, że istnieje V2 ⊂ U2, otoczenie y2, takie, że gj(V1) ∩ V2 = ∅, j = 1, . . . , n, a

st
↪
ad g(V1) ∩ V2 = ∅ dla g ∈ Γ. Zbiory p(Vi) s

↪
a wi

↪
ec otoczeniami p(yi), i = 1, 2,

takimi, że p(V1) ∩ p(V2) = ∅.
Dla ustalonego y ∈ Y niech obszar V b Y b

↪
edzie otoczeniem y. Istnieje tylko

skończona liczba niepustych zbiorów V ∩ g(V ), g ∈ Γ. Ponieważ g ∈ Γ∗ nie maj
↪
a

punktów staÃlych, odpowiednio zmniejszaj
↪
ac V możemy zaÃlożyć, że dla wszystkich

g ∈ Γ∗ mamy V ∩ g(V ) = ∅. Wynika st
↪
ad, że p zacieśnione do V jest bijekcj

↪
a na

obraz. Dla U := p(V ) zbiory g(V ), g ∈ Γ, s
↪
a wtedy pÃlatami nad U . ¤

25. Powierzchnie Riemanna

Powierzchnie Riemanna to jednowymiarowe rozmaitości zespolone. DokÃladniej,
niech M b

↪
edzie spójn

↪
a przestrzeni

↪
a topologiczn

↪
a Hausdorffa. Rodzin

↪
e homeomor-

fizmów ϕα : Uα → Dα, gdzie {Uα} jest otwartym pokryciem M zaś Dα obszarami
w C, nazywamy atlasem na M , jeżeli odwzorowania przej́scia

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ)

s
↪
a holomorficzne. Elementy atlasu nazywamy mapami. Mówimy, że dwa atlasy

s
↪
a równoważne, jeżeli ich suma mnogościowa jest także atlasem. ÃLatwo sprawdzić,

że jest to relacja równoważności. Klas
↪
e równoważneści wzgl

↪
edem tej relacji nazy-

wamy struktur
↪
a zespolon

↪
a. Tak

↪
a przestrzeń topologiczn

↪
a wraz ze struktur

↪
a zespo-

lon
↪
a nazywamy powierzchni

↪
a Riemanna. (Uwaga: zawsze zakÃladamy z definicji, że

powierzchnie Riemanna s
↪
a spójne.)

PrzykÃlady. i) Obszary w C;
ii) Sfera Riemanna P (z mapami idC oraz P \ {0} 3 z 7−→ 1/z ∈ C);
iii) Wykres funkcji holomorficznej f na obszarze w C o nieznikaj

↪
acej pochodnej;

iv) Torus C/Γ, gdzie Γ = Zω1 + Zω2, ω1, ω2 ∈ C s
↪
a liniowo niezależne nad R.

Wtedy rzutowanie p : C→ C/Γ wprowadza topologi
↪
e na C/Γ (zbiorami otwartymi

s
↪
a dokÃladnie obrazy zbiorów otwartych), w której p jest lokalnym homeomorfizmem

- jest ono homeomorfizmem na obraz na każdym zbiorze postaci z + U0, z ∈ C,
gdzie U0 := {sω1 + tω2 : s, t ∈ (0, 1)}. Odwzorowania (p|z+U0)

−1 s
↪
a mapami na

C/Γ. Przestrzeń C/Γ jest homeomorficzna z torusem S1×S1, zaś p jest nakryciem
( Ćwiczenie ).

Odwzorowanie f : M → N , gdzie M, N s
↪
a powierzchniami Riemanna, nazy-

wamy holomorficznym, jeżeli dla każdej mapy ϕ : U → D na M oraz ϕ̃ : Ũ → D̃

na N funkcja ϕ̃ ◦ f ◦ ϕ−1 jest holomorficzna na zbiorze ϕ(U ∩ f−1(V )) (mówimy,
że f jest antyholomorficzne, jeżeli te funkcje s

↪
a antyholomorficzne). Zbiór od-

wzorowań holomorficznych M → N oznaczamy O(M, N), zaś O(M) := O(M,C).
Odwzorowanie f : M → N nazywamy konforemnym lub biholomorfizmem, jeżeli f

jest holomorficzn
↪
a bijekcj

↪
a (wtedy f−1 jest także konforemne). Jeżeli takie odw-

zorowanie istnieje, to mówimy, że M i N s
↪
a konforemne (lub biholomorficzne) i

piszemy M ' N . Odwzorowania konforemne M → M nazywamy automorfizmami,
ich zbiór oznaczamy Aut (M). Ma on oczywíscie struktur

↪
e grupy (ze skÃladaniem
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odwzorowań jako mnożeniem). Jest oczywiste, że jeżeli M ' N , to grupy Aut (M)
i Aut (N) s

↪
a izomorficzne.

Funkcje z O(M,P) (poza staÃl
↪
a ∞) nazywamy funkcjami meromorficznymi, lo-

kalnie s
↪
a one albo holomorficzne albo maj

↪
a bieguny (na dyskretnym podzbiorze M ,

dzi
↪
eki zasadzie identyczności). Krotności

↪
a funkcji f ∈ O(M) w punkcie z0 ∈ M

nazywamy krotność zera funkcji f − f(z0) w z0. Ogólniej, jeżeli f ∈ O(M, M̃), to
możemy mówić o krotności f w z0 (jest oczywiste, że nie zależy ona od wyboru
map). Mówimy, że f jest jednokrotne w z0, jeżeli ta krotność wynosi 1, oznacza to
dokÃladnie, że f jest iniektywne w pewnym otoczeniu z0. Jeżeli f jest meromorficzna
na M , to rz

↪
ad bieguna nie zależy od wyboru mapy. Rz

↪
ad bieguna to innymi sÃlowy

krotność f jako odwzorowania z O(M,P).
Powierzchnie Riemanna speÃlniaj

↪
a wszystkie zaÃlożenia topologiczne, które roz-

ważalísmy w przypadku nakryć: s
↪
a spójne, lokalnie Ãlukowo spójne, lokalnie jed-

nospójne, lokalnie zwarte. Jeżeli M jest powierzchni
↪
a Riemanna, zaś N przestrzeni

↪
a

topologiczn
↪
a nakrywaj

↪
ac

↪
a M , to nakrycie p : N → M w naturalny sposób definiuje

struktur
↪
e zespolon

↪
a na N . Z poprzednich rezultatów możemy teraz wywnioskować

istnienie nakrycia uniwersalnego w kategorii powierzchni Riemanna.

Twierdzenie 25.1. Niech M b
↪
edzie dowoln

↪
a powierzchni

↪
a Riemanna. Wtedy

istnieje, jedyna z dokÃladności
↪
a do biholomorfizmu, jednospójna nakrywaj

↪
aca po-

wierzchnia Riemanna M̃ , przy czym rozpatrywane nakrycie jest odwzorowaniem ho-
lomorficznym. Co wi

↪
ecej, każde odwzorowanie f ∈ O(N, M), gdzie N jest powierz-

chni
↪
a jednospójn

↪
a, możemy podnieść do odwzorowania f̃ ∈ O(N, M̃). Każdy ho-

meomorfizm uniwersalnego nakrycia holomorficznego jest biholomorfizmem M̃ . ¤

Podobnie jak w Propozycji 24.7 powierzchni
↪
e Riemanna M możemy dzielić przez

podgrup
↪
e grupy automorfizmów M dziaÃlaj

↪
ac

↪
a dyskretnie na M , bez punktów sta-

Ãlych, otrzymamy w ten sposób dalsze przykÃlady powierzchni Riemanna.

Propozycja 25.2. ZaÃlóżmy, że M jest powierzchni
↪
a Riemanna, zaś Γ podgrup

↪
a

Aut (M) dziaÃlaj
↪
ac

↪
a dyskretnie na M , bez punktów staÃlych. Wtedy M/Γ jest powierz-

chni
↪
a Riemanna (tzn. M/Γ speÃlnia warunek Hausdorffa, natomiast rzutowanie

M → M/Γ wprowadza naturaln
↪
a struktur

↪
e zespolon

↪
a na M).

Dowód. Z Propozycji 24.7 wnioskujemy, że M/Γ speÃlnia warunek Hausdorffa oraz
że rzutowanie p : M → M/Γ jest nakryciem. Z dowodu tej propozycji wynika
także, że dla każdego z ∈ M istnieje otoczenie Uz takie, że p(Uz) jest otoczeniem
prawidÃlowym p(z), natomiast pÃlaty nad p(Uz) s

↪
a postaci g(Uz), g ∈ Γ. Możemy

także dodatkowo zaÃlożyć (ewentualnie zmniejszaj
↪
ac Uz), że na Uz określona jest

mapa ϕz. Można wtedy Ãlatwo pokazać, że odwzorowania ϕz ◦ (p|Uz)−1 tworz
↪
a atlas

na M/Γ. ¤

Zauważmy, że torus jest przykÃladem ilorazowej powierzchni Riemanna z Propo-
zycji 25.2, przy czym Γ to grupa translacji postaci z 7→ z + nω1 + mω2, n,m ∈ Z.

WykÃlad 21, 19.11.2007

Z powyższych rezultatów widzimy, że każda powierzchnia Riemanna (z dokÃlad-
ności

↪
a do biholomorfizmu) jest postaci M̃/Γ, gdzie M̃ jest powierzchni

↪
a jednospój-

n
↪
a, natomiast Γ podgrup

↪
a Aut (M̃) bez punktów staÃlych, dziaÃlaj

↪
ac

↪
a dyskretnie na
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M̃ . Jednym z gÃlównych rezultatów b
↪
edzie wykazanie, że jedynymi jednospójnymi

powierzchniami Riemanna s
↪
a ∆, C i P.

Scharakteryzujemy najpierw powierzchnie, których nakryciem uniwersalnym jest
P lub C.

Twierdzenie 25.3. i) Jeżeli M̃ ' P, to M ' P;
ii) Jeżeli M̃ ' C, to M ' C,C∗ lub M jest torusem.

Dowód. i) Każdy element Aut (P) ma punkt staÃly.
ii) Niech Γ b

↪
edzie podrup

↪
a Aut (C) bez punktów staÃlych, dziaÃlaj

↪
ac

↪
a dyskretnie

na C. Dla a 6= 1 odwzorowanie z 7→ az + b ma punkt staÃly w C, a wi
↪
ec Γ skÃlada si

↪
e

tylko z translacji. PoÃlóżmy G := {g(0) : g ∈ Γ}. Wtedy G jest addytywn
↪
a podgrup

↪
a

C izomorficzn
↪
a z Γ. Co wi

↪
ecej, G jest podzbiorem dyskretnym C (bo jeżeli nie, to

znajdziemy bj ∈ G∗, bj → 0, i wtedy dla j odp. dużego 0 ∈ ∆ ∩ (∆ − bj) -
sprzeczność).

Niech V b
↪
edzie przestrzeni

↪
a wektorow

↪
a nad R generowan

↪
a przez G. Jeżeli

dim V = 0, to G = {0} i M ' C. Jeżeli dim V = 1, to istnieje ω0 ∈ G takie,
że |ω0| = minω∈G∗ |ω|. Można wtedy Ãlatwo pokazać, że G = Zω0 oraz, że Γ jest
grup

↪
a nakrycia

C 3 z 7−→ e2πiz/ω0 ∈ C∗.
Jeżeli natomiast dim V = 2, to dla ω̃ ∈ G∗ podobnie znajdziemy ω1 ∈ (Rω̃) ∩ G∗
takie, że (Rω̃)∩G = Zω1. Wybierzmy teraz dowolne ω̂ ∈ G\(Rω1). RównolegÃlobok

K := {λω1 + µω̂ : λ, µ ∈ [0, 1]}

jest zbiorem zwartym, a wi
↪
ec zbiór K ∩G jest skończony. Znajdziemy zatem ω2 =

λ0ω1 + µ0ω̂ ∈ K ∩G \ (Rω1) o minimalnym µ0 ∈ (0, 1]. Twierdzimy, że G = Zω1 +
Zω2. Inkluzja ⊃ jest oczywista. Dla wykazania odwrotnej weźmy dowolne ω ∈ G.
Znajdziemy wtedy ω′ ∈ Zω1 + Zω2 oraz λ, µ ∈ [0, 1) takie, że ω − ω′ = λω1 + µω2

Mamy
ω − ω′ = (λ + µλ0)ω1 + µ0µω̂ ∈ K ∩G.

Ponieważ µ0µ < µ0, z definicji µ0 wnioskujemy, że µ = 0, a st
↪
ad λω1 ∈ G, czyli

λ = 0. ¤

Propozycja 25.4. Torusy C/Γ1 i C/Γ2 s
↪
a konforemne wtedy i tylko wtedy gdy

grupy Γ1, Γ2 s
↪
a sprz

↪
eżone, tzn. Γ2 = FΓ1F

−1 dla pewnego F ∈ Aut (C).

Dowód. Niech pi : C → C/Γi, i = 1, 2, oznaczaj
↪
a naturalne rzutowania. Jeżeli

istnieje F ∈ Aut (C) takie, że Γ2 = FΓ1F
−1, to kÃladziemy f(p1(z)) := p2(F (z)),

z ∈ C. Odwzorowanie f jest dobrze określone, gdyż jeżeli p1(z) = p1(w), to w =
g1(z) dla pewnego g1 ∈ Γ1. Ponieważ g2 := Fg1F

−1 ∈ Γ2 i g2(F (z)) = F (w), to
wtedy p2(F (z)) = p2(F (w)). Z symetryczności oraz odwracalności F dostaniemy,
że tak zdefiniowane f jest bijekcj

↪
a. To, że jest ono konforemne wynika z tego, że

rzutowania pi s
↪
a lokalnie konforemne.

ZaÃlóżmy teraz, że odwzorowanie f : C/Γ1 → C/Γ2 jest konforemne. Wybierzmy
w0 ∈ C takie, że p2(w0) = f(p1(0)). Dla ustalonego z ∈ C niech γ b

↪
edzie krzyw

↪
a

o pocz
↪
atku 0 i końcu z. KÃladziemy F (z) := w, gdzie w jest końcem podniesienia

krzywej f ◦ p1 ◦ γ o pocz
↪
atku w0 (dzi

↪
eki twierdzeniu o monodromii definicja ta

nie zależy od wyboru γ). Z odwracalności f Ãlatwo dostaniemy odwracalność F .
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Ponieważ p2 ◦ F = f ◦ p1 i p1, p2 s
↪
a lokalnie konforemne, odwzorowanie F jest

konforemne.
Musimy jeszcze pokazać, że Γ2 = FΓ1F

−1. Wybierzmy g1 ∈ Γ1. Wtedy
p2(F (g1(0))) = f(p1(g1(0))) = f(p1(0)) = p2(F (0)), a wi

↪
ec znajdziemy g2 ∈ Γ2

takie, że F (g1(0)) = g2(F (0)). Chcemy pokazać, że F ◦ g1 = g2 ◦ F na C. Mamy

p2 ◦ g2 ◦ F = p2 ◦ F = f ◦ p1 = f ◦ p1 ◦ g1 = p2 ◦ F ◦ g1,

a wi
↪
ec zarówno F ◦ g1 jak i g2 ◦ F s

↪
a podniesieniami tego samego odwzorowania, z

jednoznaczności podniesienia s
↪
a zatem równe. Dostalísmy wi

↪
ec FΓ1F

−1 ⊂ Γ2 i z
symetryczności dostaniemy równość. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że istnieje nieskończenie wiele niekonforemnych ze sob
↪
a toru-

sów.
Zauważmy, że w dowodzie Propozycji 25.4 moglibyśmy zamienić C z dowoln

↪
a

jednospójn
↪
a powierzchni

↪
a Riemanna (przy czym Γ1 i Γ2 musiaÃlyby być jak w Pro-

pozycji 25.2).
Funkcj

↪
e h : M → R ∪ {−∞}, gdzie M jest powierzchni

↪
a Riemanna, nazy-

wamy harmoniczn
↪
a (subharmoniczn

↪
a), jeżeli dla każdej mapy ϕ na M funkcja

h ◦ ϕ jest harmoniczna (subharmoniczna). Obie te wÃlasności s
↪
a czysto lokalne i

nie zależ
↪
a od wyboru mapy. Podobnie jak poprzednio, zbiór funkcji harmonicznych

na powierzchni M oznaczamy H(M), natomiast subharmonicznych SH(M). Zbiór
ujemnych funkcji subharmonicznych na M oznaczamy SH−(M).

Jest oczywiste, że wszystkie lokalne rezultaty z RozdziaÃlów 22 i 23 zachodz
↪
a także

na powierzchniach Riemanna. W Twierdzeniach 22.5 (zasada maksimum) oraz
22.11 (twierdzenie Harnacka) można zamienić obszar Ω na powierzchni

↪
e Riemanna

M , dowody pozostan
↪
a bez zmian. (WÃlaściwie jedynym rezultatem RozdziaÃlu 22,

którego nie można bezpośrednio przenieść na powierzchni
↪
e Riemanna, jest Twier-

dzenie 22.2.) Z zasady maksimum wynika, że na powierzchniach zwartych jedyne
funkcje subharmoniczne to staÃle.

26. Problem Dirichleta, metoda Perrona

Niech D b
↪
edzie obszarem na powierzchni Riemanna M . Mówimy, że D jest

regularny, jeżeli dla każdego ϕ ∈ C ∩L∞(∂D) znajdziemy h ∈ H(D)∩C(D) takie,
że h ≤ sup∂D ϕ w D oraz h = ϕ na ∂D (tzn. problem Dirichleta dla funkcji ϕ
ma rozwi

↪
azanie). Zauważmy, że poj

↪
ecie regularności obszaru D nie jest wÃlasności

↪
a

wewn
↪
etrzn

↪
a obszaru D, zależy ono także od powierzchni M (gdyż brzeg D od niej

zależy). Zauważmy także, że w ogólnym przypadku takie h nie musi być jedyne:
jeżeli np. D := {Re z < 0} ⊂ C i ϕ ≡ 0, to zarówno h ≡ 0 jak i h(z) = Re z s

↪
a

dobre. Z drugiej strony, jeżeli D b M , to z zasady maksimum wynika, że takie h
może być co najwyżej jedno.

PrzykÃlady. i) KoÃlo w C jest obszarem regularnym (Twierdzenie 22.8).
ii) (Zaremba, 1911) Obszar ∆∗ (w C) nie jest regularny ( Ćwiczenie ).

Naszym celem b
↪
edzie scharakteryzowanie obszarów regularnych, udowodnimy

mi
↪
edzy innymi, że obszary o gÃladkim brzegu s

↪
a regularne. Pokażemy najpierw, że
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funkcj
↪
e subharmoniczn

↪
a na powierzchni Riemanna, na kole możemy zmodyfikować

do funkcji harmonicznej.

Twierdzenie 26.1. ZaÃlóżmy, że u ∈ SH(M) i że K(z0, r) jest koÃlem w M (w
pewnej mapie). PoÃlóżmy

ũ := sup{v ∈ SH(M) : v ≤ u na M \K(z0, r)}.

Wtedy ũ ∈ SH(M), ũ jest harmoniczna w K(z0, r) oraz ũ = u na M \K(z0, r).

Dowód. Niech ϕn i hn b
↪
ed

↪
a takie jak w dowodzie Twierdzenia 23.1. Wtedy hn jest

ci
↪
agiem malej

↪
acym do funkcji harmonicznej h ≥ u w K(z0, r). PoÃlóżmy

û :=
{

u na M \K(z0, r),
h na K(z0, r).

ÃLatwo sprawdzimy, że û jest póÃlci
↪
agÃla z góry, a korzystaj

↪
ac z Twierdzenia 23.2

dostaniemy û ∈ SH(M). Mamy wi
↪
ec û ≤ ũ na M . Z drugiej strony, jeżeli v ∈

SH(M) jest takie, że v ≤ u na M \ K(z0, r), to z zasady maksimum v ≤ hn na
K(z0, r), a zatem ũ ≤ û. ¤

Udowodnimy teraz podstawowy rezultat metody Perrona (1924).

Twierdzenie 26.2. ZaÃlóżmy, że niepusta rodzina F ⊂ SH(M) speÃlnia nast
↪
epuj

↪
ace

warunki
i) Dla u, v ∈ F istnieje w ∈ F takie, że w ≥ max{u, v};
ii) Dla każdego koÃla K(z0, r) ⊂ M i u ∈ F istnieje v ∈ F takie, że v ≥ ũ (ũ jest

modyfikacj
↪
a z Twierdzenia 26.1).

Niech h := supF . Wtedy albo h ≡ ∞ albo h ∈ H(M).

Dowód. Niech z0 ∈ M b
↪
edzie takie, że h(z0) < ∞ i ustalmy K(z0, r) ⊂ M . Znaj-

dziemy un ∈ F takie, że lim un(z0) = h(z0). Korzystaj
↪
ac z i) znajdziemy v1 ∈ F

takie, że v1 ≥ u1 oraz indukcyjnie vn ∈ F takie, że vn ≥ max{vn−1, un}. Bez straty
ogólności możemy wi

↪
ec zaÃlożyć, że ci

↪
ag un jest rosn

↪
acy. Dzi

↪
eki ii) lim ũn(z0) =

h(z0). Z twierdzenia Harnacka w K(z0, r) otrzymamy h1 := lim ũn ∈ H(K(z0, r)),
przy czym h1 ≤ h i h1(z0) = h(z0). Chcemy pokazać, że h = h1 w K(z0, r). Weźmy
dowolne z1 ∈ K(z0, r) i niech vn ∈ F b

↪
ed

↪
a takie, że lim vn(z1) = h(z1). Podobnie

jak poprzednio możemy zaÃlożyć, że ci
↪
ag vn jest rosn

↪
acy oraz vn ≥ un. Wtedy h2 :=

lim ṽn jest funkcj
↪
a harmoniczn

↪
a w K(z0, r) tak

↪
a, że h1 ≤ h2 ≤ h, h1(z0) = h2(z0)

oraz h2(z1) = h(z1). Z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych otrzymamy
h1 = h2, a st

↪
ad h1(z1) = h(z1). Pokazalísmy zatem, że h jest harmoniczna w

K(z0, r). W szczególności, zbiór {h < ∞} jest otwarty.
Jeżeli h(z0) = ∞, to z twierdzenia Harnacka Ãlatwo otrzymamy h = ∞ w K(z0, r),

a zatem zbiór {h < ∞} jest także domkni
↪
ety. ¤

Rodzin
↪
e F speÃlniaj

↪
ac

↪
a i)-ii) b

↪
edziemy nazywać rodzin

↪
a Perrona na M .

WykÃlad 22, 26.11.2007

Mamy nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a charakteryzacj

↪
e obszarów regularnych.

Twierdzenie 26.3. Obszar D ⊂ M jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego z0 ∈ ∂D istnieje otoczenie U punktu z0 w M oraz u ∈ SH−(D ∩ U) takie,
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że
lim

z→z0
z∈D∩U

u(z) = 0, u∗ < 0 na (∂D \ {z0}) ∩ U.

Takie u nazywamy barier
↪
a dla D w z0. W szczególności, regularność jest lokaln

↪
a

wÃlasności
↪
a brzegu.

Dowód. Przypuśćmy najpierw, że D jest regularny. Dla ustalonego z0 ∈ ∂D znaj-
dziemy Ãlatwo ϕ ∈ C ∩ L∞(∂D) takie, że ϕ(z0) = 0 i ϕ < 0 na ∂D \ {z0}. Funkcja
h ∈ H(D) ∩ C(D) taka, że h = ϕ na ∂D i h ≤ 0 w D osi

↪
aga wtedy maksimum

dokÃladnie w z0 (w przeciwnym razie byÃlaby lokalnie staÃla - sprzeczność), jest wi
↪
ec

barier
↪
a w z0.

Ustalmy z kolei ϕ ∈ C ∩ L∞(∂D) i niech h := supF , gdzie

F := {v ∈ SH(D) : v∗ ≤ ϕ na ∂D, v ≤ sup
∂D

ϕ w D}.

Z Twierdzenia 26.2 wynika, że h ∈ H(D). Dla zakończenia dowodu wystarczy
pokazać, że dla ustalonego z0 ∈ ∂D mamy

(26.1) lim
z→z0
z∈D

h(z) = ϕ(z0).

Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że ϕ(z0) = 0. Ustalmy ε > 0. Niech u ∈
SH−(D ∩ U) b

↪
edzie barier

↪
a w z0, gdzie U jest otoczeniem z0. Niech r > 0 b

↪
edzie

takie, że |ϕ| ≤ ε na ∂D ∩K(z0, r) oraz K(z0, r) ⊂ U . Wybierzmy a takie, że

sup
D∩∂K(z0,r)

u < a < 0.

PoÃlóżmy

v :=
{

max{u, a} w D ∩K(z0, r),
a w D \K(z0, r).

Dzi
↪
eki temu, że u < a w otoczeniu D ∩ ∂K(z0, r), mamy v ∈ SH(D). W szczegól-

ności, każd
↪
a barier

↪
e określon

↪
a lokalnie można przedÃlużyć na caÃle D.

Znajdziemy A > 0 takie, że

Av ≤ −||ϕ||L∞(∂D), na D \K(z0, r).

Z jednej strony mamy wtedy Av− ε ∈ F , a wi
↪
ec Av− ε ≤ h w D, sk

↪
ad otrzymamy

h∗(z0) ≥ −ε.

Z drugiej strony, dla dowolnego w ∈ F dostaniemy

(w + Av − ε)∗ ≤ 0 na ∂(D ∩K(z0, r)),

wi
↪
ec z zasady maksimum

w + Av − ε ≤ 0 w D ∩K(z0, r).
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Z dowolności w otrzymamy h + Av − ε ≤ 0 w pobliżu z0, a wi
↪
ec

h∗(z0) ≤ ε.

Dzi
↪
eki dowolności ε mamy (26.1). ¤
Punkty brzegu obszaru, dla których istnieje bariera nazywamy regularnymi.

Twierdzenie 26.3 mówi, że obszar jest regularny, jeżeli taki jest każdy punkt jego
brzegu. Daje ono Ãlatwo nast

↪
epuj

↪
ace kryterium na regularność obszaru.

Wniosek 26.4. Każdy obszar o brzegu klasy C2 jest regularny.

Dowód. Jeżeli ∂D jest klasy C2, to dla ustalonego z0 ∈ ∂D znajdziemy koÃlo
K(z̃, 2r) ⊂ M takie, że K(z̃, r) ∩ D = {z0}. Można wtedy Ãlatwo pokazać, że
funkcja

u(z) := log
r

|z − z̃| ∈ H(K(z̃, 2r) \K(z̃, r))

jest barier
↪
a w z0. ¤

Poniższe, znacznie mocniejsze kryterium topologiczne jest trudniejsze do udo-
wodnienia.

Twierdzenie 26.5. Obszar, którego żadna skÃladowa spójna brzegu nie jest jedno-
punktowa, jest regularny.

Dowód. Ponieważ problem jest lokalny, możemy zaÃlożyć, że nasz obszar jest postaci
D := Ĉ \ E, gdzie E ⊂ C jest zwarty i spójny. Z Twierdzenia 10.8 i Wniosku 20.7
obszar D jest jednospójny. Ustalmy z0, z1 ∈ E, z1 6= z0. Funkcja

g(z) :=
{ z−z0

z−z1
, z ∈ D \ {∞},

1, z = ∞

jest holomorficzna i 6= 0 w D. Znajdziemy wi
↪
ec g̃ = u+ iv ∈ O(D) takie, że eg̃ = g.

W szczególności

u(z) = log
∣∣∣∣
z − z0

z − z1

∣∣∣∣ , z ∈ D \ {∞}.

Wtedy

w := Re
1
g̃

=
u

u2 + v2
∈ H(D),

w(z) < 0, gdy |z − z0| < |z − z1|, oraz

lim
z→z0
z∈D

w(z) = 0

(bo |w| ≤ 1/|u|). Do zakończenia dowodu wystarczy użyć nast
↪
epuj

↪
acego ogólnego

rezultatu.

Twierdzenie 26.6. (Bouligand, 1933) Przypuśćmy, że D ⊂ M jest obszarem,
z0 ∈ ∂D, zaś u ∈ SH(D ∩ U), gdzie U jest otoczeniem z0, jest takie, że u < 0 oraz

lim
z→z0

z∈D∩U

u(z) = 0.
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Wtedy punkt z0 jest regularny.

Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). Ponownie rezultat jest czysto lokalny, możemy
wi

↪
ec zaÃlożyć, że D jest ograniczonym obszarem w C. PoÃlóżmy g(z) := |z − z0| ∈

SH ∩ C(C) oraz
h := sup{v ∈ SH(D) : v∗ ≤ g na ∂D}.

Mamy wtedy g ≤ h ≤ M := supD g w D oraz z Twierdzenia 26.2 h ∈ H(D).
Wystarczy pokazać, że h∗(z0) = 0 - wtedy funkcja −h b

↪
edzie barier

↪
a w z0.

Ustalmy ε > 0 takie, że K(z0, ε) ⊂ U . Niech F ⊂ D ∩ ∂K(z0, ε) b
↪
edzie zbiorem

zwartym. PoÃlóżmy

ϕ :=
{

1 na ∂K(z0, ε) ∩ (D \ F ),
0 na (∂K(z0, ε) \D) ∪ F,

oraz

I(z) :=
1
2π

∫ 2π

0

ε2 − |z − z0|2
|εeit − (z − z0)|2 ϕ(z0 + εeit) dt, z ∈ K(z0, ε).

Wtedy I ∈ H(K(z0, ε)), 0 ≤ I ≤ 1,

I(z0) =
σ(∂K(z0, ε) ∩ (D \ F ))

σ(∂K(z0, ε))
,

gdzie σ jest miar
↪
a Lebesgue’a na ∂K(z0, ε). Możemy wi

↪
ec wybrać zbiór F tak, że

I(z0) ≤ ε. Z dowodu Twierdzenia 22.8 wynika, że

(26.2) lim
z→∂K(z0,ε)∩(D\F )

I(z) = 1.

Szukamy teraz staÃlych dodatnich α, β, γ takich, że

h ≤ −αu + βI + γ w D ∩K(z0, ε).

B
↪
edzie to zachodzić, jeżeli

(26.3) v∗ + αu∗ ≤ βI∗ + γ na ∂(D ∩K(z0, ε))

(gdzie I∗ := −(−I)∗) dla każdego v ∈ SH∩C(D) speÃlniaj
↪
acego v∗ ≤ g na ∂D. Na

∂D ∩K(z0, ε) wystarczy wzi
↪
ać γ = ε (i dowolne α, β > 0). Na F mamy v∗ ≤ M i

(26.3) zachodzi dla

α :=
M − ε

−maxF u
.

Wreszcie na ∂K(z0, ε) ∩ (D \ F ), dzi
↪
eki (26.2) możemy wzi

↪
ać β := M − ε. Otrzy-

malísmy zatem

h ≤ M − ε

maxF u
u + (M − ε)I + ε,

a st
↪
ad

h∗(z0) ≤ (M − ε)ε + ε.

Wobec dowolności ε mamy h∗(z0) = 0. ¤
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27. Funkcja Greena

Dla w ∈ M , gdzie M jest powierzchni
↪
a Riemanna, kÃladziemy

gM (·, w) := supFw,

gdzie
Fw := {u ∈ SH−(M) : lim sup

z→w
(u(z)− log |z − w|) < ∞}.

Oczywíscie funkcja log | · −w| zależy od wyboru mapy w otoczeniu w, ale można
Ãlatwo sprawdzić, że powyższy warunek nie zależy od wyboru takiej mapy. Mówimy
wtedy, że u ma biegun logarytmiczny w w. Jeżeli Fw 6= ∅, to funkcj

↪
e gM (·, w)

nazywamy funkcj
↪
a Greena z biegunem w.

Uwaga. Funkcj
↪
e Greena definiuje si

↪
e zwykle z przeciwnym znakiem.

PrzykÃlad. g∆(z, w) = log
∣∣∣∣

z − w

1− wz

∣∣∣∣.

Dowód. Wprost z definicji otrzymamy ≥. W celu pokazania przeciwnej nierówności
weźmy u ∈ Fw i poÃlóżmy

v(z) := u(z)− log
∣∣∣∣

z − w

1− wz

∣∣∣∣ .

Wtedy v jest subharmoniczna w ∆ \ {w} i ograniczona z góry w pobliżu w, a
wi

↪
ec dzi

↪
eki Twierdzeniu 23.5 można j

↪
a przedÃlużyć do funkcji subharmonicznej w

∆. Mamy także v∗ ≤ 0 na ∂∆, a wi
↪
ec z zasady maksimum otrzymamy v ≤ 0. ¤

Mamy nast
↪
epuj

↪
ace podstawowe wÃlasności funkcji Greena.

Propozycja 27.1. i) N ⊂ M ⇒ gN ≥ gM ;
ii) f ∈ O(M,N) ⇒ gN (f(z), f(w)) ≤ gM (z, w), z, w ∈ M ;
iii) f ∈ Aut (M, N) ⇒ gN (f(z), f(w)) = gM (z, w), z, w ∈ M .

Dowód. Jeżeli u ∈ Ff(w), to u ◦ f ∈ Fw. ¤
Propozycja 27.2. Dla ustalonego w ∈ M zaÃlóżmy, że Fw 6= ∅. Wtedy

i) gM (·, w) ∈ H(M \ {w});
ii) gM (·, w) ∈ Fw;
iii) gM (·, w)− log | · −w| przedÃluża si

↪
e do funkcji harmonicznej w otoczeniu w.

Dowód. i) wynika natychmiast z Twierdzenia 26.2.
ii) W kole K(w, r) b M dzi

↪
eki Propozycji 27.1 mamy

gM (·, w) ≤ gK(w,r)(·, w) = log
| · −w|

r
.

St
↪
ad oraz z i) dostaniemy ii).
iii) Z ii) funkcja gM (·, w) − log | · −w| jest ograniczona z góry, wystarczy wi

↪
ec

pokazać, że jest ona także ograniczona z doÃlu (korzystaj
↪
ac z Twierdzeń 23.5 i

23.4.vii). Dzi
↪
eki i) istnieje C > 0 takie, że gM (·, w) > −C na ∂K(w, r). Wtedy

funkcja {
max{gM (·, w), log(| · −w|/r)− C} w K(w, r)
gM (·, w) na M \K(w, r)
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należy do Fw, a wi
↪
ec gM (·, w)− log | · −w| ≥ −C − log r w K(w, r). ¤

Poniższe twierdzenie charakteryzuje powierzchnie Riemanna, na których istnieje
funkcja Greena. Takie powierzchnie nazywamy g-hiperbolicznymi.

Twierdzenie 27.3. Dla powierzchni Riemanna M nast
↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a równo-

ważne
i) Dla każdego w ∈ M mamy Fw 6= ∅;
ii) Istnieje w ∈ M takie, że Fw 6= ∅;
iii) Istnieje v ∈ SH−(M), v 6= const.

Dowód. Implikacje i)⇒ii)⇒iii) s
↪
a oczywiste. Ustalmy wi

↪
ec w ∈ M i zaÃlóżmy, że

v ∈ SH−(M) jest niestaÃla. Niech K(w, 2r) b
↪
edzie koÃlem w M . Zdefiniujmy

ṽ := sup{u ∈ SH−(M) : u ≤ −1 na K(w, r)}.
Niech a := maxK(w,r) v. Wtedy a < 0 (z zasady maksimum), a st

↪
ad v/|a| ≤ ṽ. Co

wi
↪
ecej, istnieje z /∈ K(w, r) takie, że v(z) > a, a zatem ṽ(z) > −1. Z Twierdzenia

26.2 wynika, że ṽ ∈ H(M \ K(w, r)). W pierścieniu P := K(w, 2r) \ K(w, r)
zdefiniujmy

h :=
log(| · −w|/r)

log 2
− 1.

Wtedy h ∈ H(P ) ∩ C(P ), h = −1 na ∂K(w, r), h = 0 na ∂K(w, 2r), a zatem
−1 ≤ ṽ ≤ h w P . Wnioskujemy st

↪
ad, że ṽ jest ci

↪
agÃla na M . Bez straty ogólności

możemy wi
↪
ec zaÃlożyć, że v jest ujemn

↪
a, niestaÃl

↪
a funkcj

↪
a subharmoniczn

↪
a na M ,

harmoniczn
↪
a na M \K(w, r) i tak

↪
a, że v = −1 w K(w, r), v > −1 na M \K(w, r)

(z zasady maksimum dla −v na M \K(w, r)).

WykÃlad 23, 3.12.2007

Znajdziemy wtedy ε > 0 takie, że v ≥ −1 + 3ε na ∂K(w, 2r). Zdefiniujmy

ψ :=
ε log(| · −w|/r)

log 2
− 1 + ε.

Wtedy ψ ∈ SH(K(w, 2r)) ∩ C(K(w, 2r) \ {w}), ψ = −1 + 2ε na ∂K(w, 2r), ψ =
−1 + ε na ∂K(w, r). Dzi

↪
eki temu funkcja

v̂ :=





ψ w K(w, r),
max{v, ψ} w K(w, 2r) \K(w, r),
v na M \K(w, 2r)

jest subharmoniczna na M oraz ε−1 log 2 v̂ ∈ Fw. ¤
Ponieważ funkcje subharmoniczne na zwartych powierzchniach Riemanna s

↪
a

staÃle, takie powierzchnie nie s
↪
a g-hiperboliczne. Co wi

↪
ecej, z Twierdzenia 23.5

wynika np., że C = P \ {∞} również nie jest powierzchni
↪
a g-hiperboliczn

↪
a (nie jest

ni
↪
a również C \ {z1, . . . , zn}).
Przy pomocy funkcji Greena możemy scharakteryzować jednospójne powierzch-

nie g-hiperboliczne.

Twierdzenie 27.4. Jednospójna powierzchnia g-hiperboliczna jest konforemna z
∆.



88 ZBIGNIEW BÃLOCKI

Dowód. Dla ustalonego w ∈ M oznaczmy g := gM (·, w). Chcemy najpierw skon-
struować F ∈ O(M, ∆) takie, że g = log |F |. Dzi

↪
eki Propozycji 27.2.iii i Twierdze-

niu 22.2 znajdziemy dysk D0 ⊂ M zawieraj
↪
acy w i f ∈ O(D0) takie, że Re f =

g−log |·−w| w D0\{w}. Wtedy jeżeli F0(z) := (z−w)ef(z) ∈ O(D0), to g = log |F0|
w D0.

Pokażemy teraz, że F0 można przedÃlużyć do funkcji holomorficznej w M . Dla
z̃ ∈ M niech γ ∈ C(I,M) b

↪
edzie krzyw

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a w i z̃. Funkcj

↪
e Fγ ∈ C(I,C)

definiujemy nast
↪
epuj

↪
aco: znajdziemy podziaÃl 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 oraz dyski

D1, . . . , Dn−1 w M niezawieraj
↪
ace w takie, że γ([tj , tj+1]) ⊂ Dj , j = 0, . . . , n − 1.

Dla j = 1, . . . , n−1 indukcyjnie definiujemy Fj ∈ O(Dj) takie, że g = log |Fj | w Dj

oraz Fj(γ(tj)) = Fj−1(γ(tj)) (takie Fj jest wyznaczone jednoznacznie; definiujemy
je jako eg+iv, gdzie v jest funkcj

↪
a sprz

↪
eżon

↪
a do g w Dj). Mamy wtedy Fj = Fj−1

w otoczeniu γ(tj). KÃladziemy Fγ(t) := Fj(γ(t)), tj ≤ t ≤ tj+1, j = 0, 1, . . . , n− 1.
ÃLatwo sprawdzamy, że Fγ nie zależy od wyboru tj i Dj .

Jeżeli γs, s ∈ I, jest rodzin
↪
a krzywych o pocz

↪
atku w i końcu z̃, ci

↪
agÃl

↪
a wzgl

↪
edem

s, z definicji Fγs Ãlatwo dostaniemy, że funkcja s 7→ Fγs(1) jest lokalnie staÃla na I,
a wi

↪
ec staÃla. Z jednospójności M otrzymamy wi

↪
ec, że F (z̃) := Fγ(1) nie zależy

od wybory krzywej γ Ãl
↪
acz

↪
acej w i z̃. Z tej jednoznaczności otrzymamy także, że

F = Fn−1 w otoczeniu z̃, a wi
↪
ec F jest funkcj

↪
a holomorficzn

↪
a. Dla każdego w ∈ M

skonstruowalísmy zatem Fw ∈ O(M, ∆) takie, że gM (·, w) = log |Fw| (korzystamy
z tego, że gM < 0). Do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że Fw jest jed-
nokrotne (bo obszar Fw(M) jest jednospójny i wystarczy skorzystać z twierdzenia
Riemanna).

Dla w̃ 6= w niech η := Fw(w̃). Mamy log |Tη ◦ Fw| ∈ Fw̃, a wi
↪
ec

(27.4) log |Tη ◦ Fw| ≤ gM (·, w̃).

Mamy wi
↪
ec

gM (w̃, w) = log |Fw(w̃)| = log |η| = log |Tη(0)| = log |Tη(Fw(w))| ≤ gM (w, w̃),

sk
↪
ad wnioskujemy, że gM jest symetryczna. W powyższej nierówności mamy wi

↪
ec

w rzeczywistości równość. Lewa strona (27.4) jest funkcj
↪
a subharmoniczn

↪
a, zaś

prawa harmoniczn
↪
a na M \ {w̃}. S

↪
a one równe w w, a wi

↪
ec z zasady maksimum

także w (27.4) otrzymamy równość. Jeżeli teraz Fw(w̃) = Fw(ŵ) dla pewnego ŵ,
to gM (ŵ, w̃) = −∞, a wi

↪
ec ŵ = w̃. ¤

Metod
↪
e konstrukcji funkcji F w dowodzie Twierdzenia 27.4 nazywamy przedÃluże-

niem analitycznym. Możemy sformuÃlować osobno rezultat otrzymany przy jej po-
mocy.

Twierdzenie 27.5. Niech M, N b
↪
ed

↪
a powierzchniami Riemanna, przy czym M

jest jednospójna. ZaÃlóżmy, że {Uα} rodzin
↪
a obszarów pokrywj

↪
ac

↪
a M i że dla każdego

α mamy rodzin
↪
e Fα ⊂ O(Uα, N) tak

↪
a, że dla f ∈ Fα oraz z0 ∈ Uα∩Uβ znajdziemy

f̃ ∈ Fβ takie, że f = f̃ w otoczeniu z0. Wtedy dla ustalonego f0 ∈ Fα0 znajdziemy
F ∈ O(M, N) takie, że F |Uα0

= f0. ¤

28.CaÃlkowanie przez cz
↪
eści

Powierzchnia Riemanna jest w szczególności dwuwymiarow
↪
a rozmaitości

↪
a rzeczy-

wist
↪
a. Na takiej rozmaitości M rozważamy wi

↪
azki wektorowe: wi

↪
azk

↪
e styczn

↪
a TM ,
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wi
↪
azk

↪
e kostyczn

↪
a T ∗M oraz T ∗M ∧ T ∗M . Przekroje tych wi

↪
azek to odpowiednio:

pola wektorowe (lokalnie zapisujemy je w postaci u ∂/∂x+v ∂/∂y), 1-formy (u dx+
v dy) oraz 2-formy (u dx ∧ dy).

Dla gÃladkiej funkcji u określonej na powierzchni Riemanna M kÃladziemy

dcu := −uydx + uxdy = i(−uzdz + uzdz).

ÃLatwo sprawdzamy ( Ćwiczenie ), że definicja ta nie zależy od konforemnej zmiany
zmiennych. Zauważmy, że choć operator dc jest rzeczywisty (funkcje rzeczywiste
przeksztaÃlca w rzeczywiste 1-formy), do jego dobrego zdefiniowania w istotny sposób
użylísmy struktury zespolonej na M .

Zauważmy, że ddcu = ∆u dx ∧ dy, a wi
↪
ec funkcja u ∈ C2(M) jest harmonicz-

na, gdy ddcu = 0, oraz subharmoniczna, jeżeli ddcu ≥ 0 (Ãlatwo sprawdzić, że ta
nierówność nie zależy od konforemnej zmiany zmiennych).

Struktura zespolona wprowadza orientacj
↪
e na powierzchni Riemanna: odwzo-

rowania przej́scia s
↪
a konforemne, a te maj

↪
a dodatni jakobian rzeczywisty, czyli

zachowuj
↪
a orientacj

↪
e. Możemy wi

↪
ec caÃlkować 2-formy na M . Jednym z ważnych

narz
↪
edzi b

↪
edzie dla nas nast

↪
epuj

↪
aca konsekwencja wzoru Greena.

Propozycja 28.1. Niech D b M b
↪
edzie obszarem o brzegu klasy C2. Wtedy dla

u, v ∈ C2(D) mamy
∫

D

(uddcv − vddcu) =
∫

∂D

(udcv − vdcu).

Dowód. Mamy

d(udcv − vdcu) = uddcv − vddcu + du ∧ dcv − dv ∧ dcu

oraz
du ∧ dcv = (uxvx + uyvy)dx ∧ dy = dv ∧ dcu. ¤

CaÃlkuj
↪
ac przez cz

↪
eści b

↪
edziemy zwykle korzystać z nast

↪
epuj

↪
acego lematu, który

natychmiast wynika z Propozycji 28.1, jeżeli obszar D jest gÃladki oraz funkcje g, h
gÃladko przedÃlużaj

↪
a si

↪
e na ∂D.

Lemat 28.2. ZaÃlóżmy, że D b M jest obszarem, natomiast U, V zbiorami ot-
wartymi takimi, że V b U b D, przy czym ∂U jest klasy C2. Niech g, h b

↪
ed

↪
a

ujemnymi funkcjami harmonicznymi w D \ V takimi, że g∗ = h∗ = 0 na ∂D.
Wtedy

(28.1)
∫

∂U

(gdch− hdcg) = 0.

Dowód. Dla ε > 0 odp. maÃlego chcemy najpierw skonstruować ci
↪
ag gε ∈ SH ∩

C∞(D) taki, że −ε ≤ gε < 0 w D, gε = −ε w otoczeniu U , gε = g w pobliżu ∂D.
Ci

↪
ag max{g,−ε} jest takim przykÃladem oprócz tego, że nie jest gÃladki. Wystar-

czy jednak zast
↪
apić maksimum dwóch liczb zregularyzowanym maksimum: niech

funkcja χ ∈ C∞(R,R) b
↪
edzie rosn

↪
aca, wypukÃla i taka, że χ(t) = 0 dla t ≤ −1 i

χ(t) = t dla t ≥ 1. PoÃlóżmy χj(t) := χ(jt)/j, wtedy χj ∈ C∞(R,R) jest również



90 ZBIGNIEW BÃLOCKI

rosn
↪
aca, wypukÃla, χ(t) = 0 dla t ≤ −1/j i χ(t) = t dla t ≥ 1/j. Co wi

↪
ecej χj(t)

maleje do max{t, 0}, gdy j →∞. Wtedy funkcja gε := −ε + χj ◦ (g + ε) dla j odp.
dużego speÃlnia ż

↪
adane wÃlasności.

Znajdziemy obszar Dε o gÃladkim brzegu taki, że gε = g w otoczeniu ∂Dε. Dzi
↪
eki

temu, że hddcgε ≤ 0 mamy

0 ≥
∫

Dε\U
[(g − gε)ddch− hddc(g − gε)] = −

∫

∂U

[(g − ε)dch− hdc(g − ε)]

korzystaj
↪
ac z Propozycji 28.1. St

↪
ad otrzymamy ≥ w (28.1), przeciwn

↪
a nierówność

dostaniemy zamieniaj
↪
ac g i h. ¤

Podamy teraz zastosowanie Lematu 28.2.

Twierdzenie 28.3. Dla dowolnej powierzchni Riemanna M funkcja gM jest sy-
metryczna.

Do dowodu potrzebować b
↪
edziemy nast

↪
epuj

↪
acego faktu.

Propozycja 28.4. Niech D b M b
↪
edzie regularny. Wtedy (gD(·, w))∗ = 0 na ∂D,

w ∈ D.

Dowód. Niech K(w, r) ⊂ D. Z Twierdzenia 26.3 wynika, że zbiór D \K(w, r) jest
także regularny. Co wi

↪
ecej, dla

h := sup{v ∈ SH−(D \K(w, r)) : v∗ ≤ gD(·, w) na ∂K(w, r)}

mamy h ∈ H(D \K(w, r)) ∩ C(D \K(w, r)), h = gD(·, w) na ∂K(w, r), h = 0 na
∂D. Z wÃlasności funkcji subharmonicznych wnioskujemy, że

{
gD(·, w) w K(w, r),
h w D \K(w, r)

∈ Fw,

a st
↪
ad gD(·, w) ≥ h w pobliżu ∂D. ¤

WykÃlad 24, 10.12.2007

Dowód Twierdzenia 28.3. Przypuśćmy najpierw, że obszar D b M jest regularny.
Dla w, w̃ ∈ D, w 6= w̃, oznaczmy g := gD(·, w), g̃ := gD(·, w̃). Dla r > 0 takiego, że
K(w, r) ⊂ D, K(w̃, r) ⊂ D i K(w, r) ∩K(w̃, r) = ∅ z Lematu 28.2 otrzymamy

(28.2)
∫

∂K(w,r)∪∂K(w̃,r)

[g dcg̃ − g̃ dcg] = 0.

Na ∂K(w, r) mamy |g| ≤ C1 − log r, a st
↪
ad

∣∣∣∣∣
∫

∂K(w,r)

gdcg̃

∣∣∣∣∣ ≤ C2r(C1 − log r),

gdzie staÃle C1, C2 s
↪
a niezależne od r. Zatem

(28.3) lim
r→0

∫

∂K(w,r)

g dcg̃ = lim
r→0

∫

∂K(w̃,r)

g̃ dcg = 0.



FUNKCJE ANALITYCZNE 91

Z drugiej strony, w pobliżu w mamy g = h + log | · −w|, gdzie h jest harmoniczna.
Wtedy

lim
r→0

∫

∂K(w,r)

g̃ dch = lim
r→0

∫

K(w,r)

dg̃ ∧ dch = 0,

a zatem

lim
r→0

∫

∂K(w,r)

g̃ dcg = lim
r→0

∫

∂K(w,r)

g̃ dc log | · −w| = 2πg̃(w),

gdyż r−1dc log | · −w| jest miar
↪
a powierzchniow

↪
a na ∂K(w, r). ÃL

↪
acz

↪
ac to z (28.2)

i (28.3) mamy g̃(w) = g(w̃), czyli symetryczność gD, gdy D b M jest obszarem
regularnym.

Dla ustalonego w ∈ M niech Dw oznacza rodzin
↪
e obszarów regularnych D b M

zawieraj
↪
acych w. Zdefiniujmy

uD :=
{ −gD(·, w) na D \ {w}

0 na M \D.

Wtedy uD ∈ SH(M \ {w}), uD ≤ −gM (·, w). Rodzina {uD}D∈Dw jest rodzin
↪
a

Perrona w M \ {w} (bo dla D1, D2 ∈ Dw istnieje D ∈ Dw takie, że D1 ∪D2 ⊂ D).
Z Twierdzenia 26.2 otrzymamy,

u := sup
D∈Dw

uD ∈ H(M \ {w}),

a st
↪
ad −u ∈ Fw. Mamy zatem gM (·, w) = −u, czyli

gM (z, w) = inf
D∈Dz∩Dw

gD(z, w)

i wystarczy skorzystać z pierwszej cz
↪
eści. ¤

Udowodnimy teraz twierdzenie podaj
↪
ace wzór na funkcj

↪
e Greena powierzchni

Riemanna, której nakryciem uniwersalnym jest dysk. (Później pokażemy, że w
rzeczywistości każda powierzchnia g-hiperboliczna jest nakrywana przez dysk.)

Twierdzenie 28.5. (Myrberg, 1935) Przypuśćmy, że p : ∆ → M jest nakryciem
(holomorficznym). Wtedy

(28.4) gM (z, p(λ)) =
∑

µ∈p−1(z)

g∆(λ, µ), λ ∈ ∆, z ∈ M.

Dowód. Dla ustalonego λ ∈ ∆ niech u(z) oznacza praw
↪
a stron

↪
e (28.4). Jeżeli U

jest prawidÃlowym zbiorem otwartym w M , zaś Vj pÃlatami nad U , to

u(z) =
∑

j

g∆(ϕj(z), λ), z ∈ U,

gdzie ϕj := (p|Vj )
−1 ∈ O(U). St

↪
ad Ãlatwo wnioskujemy, że albo u ≡ −∞ albo

u ∈ Fp(λ), a wi
↪
ec mamy ≥ w (28.4).
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W celu wykazania przeciwnej nierówności ustalmy z kolei z ∈ M i niech p−1(z) =
{λ1, λ2, . . . }. PoÃlóżmy

v(ζ) := gM (z, p(ζ)), vN (ζ) :=
N∑

j=1

g∆(ζ, λj), ζ ∈ ∆.

Z symetryczności gM otrzymamy, że albo v ≡ −∞ (wtedy dowód jest zakończony)
albo v ∈ SH−(∆), natomiast funkcja vN ∈ SH−(∆) ma bieguny logarytmiczne
w λ1, . . . , λN oraz (vN )∗ = 0 na ∂∆. Wnioskujemy, że v − vN ∈ SH(∆) oraz
(v − vN )∗ ≤ 0 na ∂∆, a wi

↪
ec z zasady maksimum v ≤ vN . ¤

29. Powierzchnie nie-g-hiperboliczne

Pokażemy najpierw, że na powierzchniach Riemanna, które nie s
↪
a g-hiperboliczne

zawsze mamy jednoznaczność problemu Dirichleta.

Propozycja 29.1. Przypuśćmy, że D jest dowolnym obszarem w powierzchni Rie-
manna M , która nie jest g-hiperboliczna. Wtedy dla u ∈ SH∩L∞(D)∩C(D) mamy
supD u = sup∂D u. W szczególności, dla ϕ ∈ C∩L∞(∂D) istnieje co najwyżej jedna
h ∈ H ∩ L∞(D) ∩ C(D) taka, że h = ϕ na ∂D.

Dowód. Dla A > sup∂D u poÃlóżmy

v :=
{

max{u,A} w D

A na M \D.

Wtedy v jest ograniczon
↪
a funkcj

↪
a subharmoniczn

↪
a, a wi

↪
ec staÃl

↪
a. ¤

Nast
↪
epny rezultat ma fundamentalne znaczenie.

Twierdzenie 29.2. ZaÃlóżmy, że M jest powierzchni
↪
a Riemanna, która nie jest

g-hiperboliczna, z0 ∈ M , natomiast f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a posiadaj

↪
ac

↪
a oso-

bliwość w z0 (określon
↪
a w pewnym otoczeniu z0). Wtedy istnieje jedyna funkcja

harmoniczna h w M \ {z0} taka, że h jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem
z0, oraz

(29.1) lim
z→z0

(h(z)− Re f(z)) = 0.

W celu udowodnienia Twierdzenia 29.2 b
↪
edziemy potrzebować kilku lematów.

Lemat 29.3. Niech M b
↪
edzie powierzchni

↪
a Riemanna, która nie jest g-hiperbolicz-

na, zaś U, V zbiorami otwartymi takimi, że V b U b M , przy czym ∂U jest klasy
C2. Przypuśćmy, że h jest ograniczon

↪
a funkcj

↪
a harmoniczn

↪
a w M \ V . Wtedy

∫

∂U

dch = 0.

Dowód. Bez straty ogólności można zaÃlożyć, że h ≥ 0. Niech D oznacza rodzin
↪
e

obszarów regularnych D b M takich, że U ⊂ D. Niech W b
↪
edzie zbiorem otwartym
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o gÃladkim brzegu takim, że V b W b U . Dla D ∈ D niech hD ∈ H(D \W )∩C(D \
W ) b

↪
edzie taka, że hD = h na ∂W i hD = 0 na ∂D. KÃlad

↪
ac dodatkowo hD := 0 w

M \D otrzymamy hD ∈ SH(M \W ). Z Twierdzenia 26.2,

h̃ := sup
D∈D

hD ∈ H(M \W ) ∩ C(M \W ),

h̃ = h na ∂W . Mamy także h̃ ≤ h, a st
↪
ad h̃ jest ograniczona. Z Propozycji 29.1

wynika, że h = h̃ w M \W (tu korzystamy z tego, że M nie jest g-hiperboliczna),
czyli

h = sup
D∈D

hD.

Podobnie jak hD definiujemy funkcje uD, przy czym zakÃladamy, że uD = 1 na ∂W .
Otrzymamy

1 = sup
D∈D

uD.

Z Lematu 28.2 (zastosowanego dla funkcji −hD,−uD) dostaniemy
∫

∂U

(uDdchD − hDdcuD) = 0, D ∈ D.

Z dowodu Twierdzenia 26.2 wynika, że dla dowolnego koÃla K(z0, r) ⊂ M\W istnieje
rosn

↪
acy ci

↪
ag Dj ∈ D taki, że lim hDj = h, lim uDj = 1 w K(z0, r). Ponieważ ∂U

możemy pokryć skończon
↪
a liczb

↪
e takich kóÃl, możemy zaÃlożyć, że zbieżność zachodzi

w otoczeniu ∂U . Wystarczy teraz skorzystać z drugiej cz
↪
eści Propozycji 22.9. ¤

PrzykÃlad. Jeżeli h(z) = log |z| i r > 0, to
∫

∂K(0,r)

dch = 2π.

Pokazuje to, że zaÃlożenia w Lemacie 29.3 o tym, że M nie jest g-hiperboliczna oraz
że h jest ograniczona s

↪
a konieczne.

B
↪
edziemy także potrzebować dwóch lematów dotycz

↪
acych funkcji harmonicznych

i holomorficznych w pierścieniu.

Lemat 29.4. Dla funkcji harmonicznej h w pierścieniu P := {r < |z| < R}
nast

↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a równoważne

i) Istnieje f ∈ O(P ) takie, że h = Re f ;

ii)
∫

∂K(0,ρ)

dch = 0, r < ρ < R.

Dowód. Jeżeli f ∈ O(P ) jest takie, że h = Re f , to

fzdz = fxdz = dh + idch.

Ponieważ
∫

∂K(0,ρ)
du = 0 dla dowolnej gÃladkiej funkcji u na ∂K(0, ρ), mamy i)⇒ii).

W celu pokazania ii)⇒i) dla ustalonego z0 ∈ P kÃladziemy

f(z) := h(z0) +
∫

γ

(dh + idch),

gdzie γ jest drog
↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a z0 i z. Z ii) Ãlatwo wynika, że definicja nie zależy od

wyboru γ, w standardowy sposób pokazujemy też, że f ∈ O(P ). ¤
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Lemat 29.5. Niech f ∈ O(P ), gdzie P := {r < |z| < R}, przy czym r < R/2.
Oznaczmy h := Re f i zaÃlóżmy, że

lim
|z|→r+

h(z) = 0, lim sup
|z|→R−

|h(z)| ≤ A.

Wtedy

|h(z)| ≤ 16A|z|
R

, r < |z| ≤ R/2.

Dowód. Funkcja f rozwija si
↪
e w szereg Laurenta

f(z) =
∞∑

n=−∞
anzn, z ∈ P.

Bior
↪
ac cz

↪
eści rzeczywiste i zapisuj

↪
ac an = αn + iβn otrzymamy rozwini

↪
ecie w szereg

Fouriera

(29.2) h(ρeit) = α0 +
∞∑

n=1

[
(αnρn + α−nρ−n) cos(nt)− (βnρn − β−nρ−n) sin(nt)

]
,

gdzie dla n = 0, 1, . . . i r < ρ < R

αnρn + α−nρ−n =
1
π

∫ 2π

0

h(ρeit) cos(nt)dt,

βnρn − β−nρ−n = − 1
π

∫ 2π

0

h(ρeit) sin(nt)dt.

Gdy ρ → r+, to wnioskujemy st
↪
ad, że

(29.3) α0 = 0, αnrn + α−nr−n = βnrn − β−nr−n = 0, n = 1, 2, . . . ,

natomiast, gdy ρ → R−

(29.4) |αnRn + α−nR−n| ≤ 2A, |βnRn − β−nR−n| ≤ 2A, n = 1, 2, . . . .

Z (29.2) i (29.3) mamy

h(ρeit) =
∞∑

n=1

ρ2n − r2n

ρn
(αn cos(nt) + βn sin(nt)) ,

natomiast z (29.3) i (29.4) (bo r < R/2)

|αn| ≤ 4A

Rn
, |βn| ≤ 4A

Rn
, n = 1, 2, . . .

St
↪
ad

|h(ρeit)| ≤ 8A
∞∑

n=1

( ρ

R

)n

=
8Aρ

R− ρ
≤ 16Aρ

R
,
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gdy r < ρ ≤ R/2. ¤

WykÃlad 25, 17.12.2007

PrzykÃlad. Funkcje h(z) = log |z|/(− log r) + 1 nie speÃlniaj
↪
a tezy lematu (np. dla

|z| = 2r mamy h(z) = log 2/(− log r) � Cr). Pokazuje to, że zaÃlożenie, że h jest
cz

↪
eści

↪
a rzeczywist

↪
a pewnej funkcji holomorficznej jest konieczne.

Dowód Twierdzenia 29.2. Jednoznaczność wynika natychmiast z tego, że M nie
jest g-hiperboliczna (stosujemy Propozycj

↪
e 29.1 dla D = M \ {z0}). Niech R > 0

b
↪
edzie takie, że f jest holomorficzna w otoczeniu K(z0, R)\{z0} i niech 0 < r < R.

Istnieje (jedyne dzi
↪
eki Propozycji 29.1) hr ∈ H∩L∞(M \K(z0, r))∩C(M \K(z0, r))

takie, że hr = Re f na ∂K(z0, r). Z Lematu 29.3
∫

∂K(z0,ρ)

dchr = 0, r < ρ ≤ R,

zaś z Lematów 29.4 i 29.5 otrzymamy

(29.5) max
∂K(z0,ρ)

|hr − Re f | ≤ 16ρ

R
max

∂K(z0,R)
|hr − Re f |, r ≤ ρ ≤ R

2
.

PoÃlóżmy
Cr,ρ := max

∂K(z0,ρ)
|hr| = max

M\K(z0,ρ)
|hr|, r ≤ ρ ≤ R

(korzystamy z Propozycji 29.1), sk
↪
ad

(29.6) Cr,ρ2 ≤ Cr,ρ1 , r < ρ1 ≤ ρ2 ≤ R.

Chcemy pokazać, że

(29.7) Cρ := sup
0<r≤ρ

Cr,ρ < ∞, 0 < ρ ≤ R.

Z (29.6) mamy
Cρ2 ≤ Cρ1 , 0 < ρ1 ≤ ρ2 ≤ R,

a wi
↪
ec (29.7) wystarczy pokazać tylko dla odp. maÃlych ρ. Oznaczmy

Mρ := max
∂K(z0,ρ)

|Re f |, 0 < ρ ≤ R.

Korzystaj
↪
ac z (29.5) i (29.6) dostaniemy

Cr,ρ ≤ Mρ +
16ρ

R
(Cr,R + MR) ≤ Mρ +

16ρ

R
(Cr,ρ + MR), r ≤ ρ ≤ R

2
.

W efekcie
Cr,ρ ≤ 2Mρ + MR, r ≤ ρ ≤ R

32
,

czyli otrzymalísmy (29.7). Pokazalísmy wi
↪
ec, że dla ustalonego ρ ∈ (0, R] ci

↪
ag hr,

0 < r ≤ ρ, jest jednostajnie ograniczony w otoczeniu ∂K(z0, ρ). Dzi
↪
eki Twierdzeniu
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22.10 znajdziemy podci
↪
ag zbieżny jednostajnie na ∂K(z0, ρ), natomiast korzystaj

↪
ac

ponownie z Propozycji 29.1 jest on zbieżny jednostajnie na M \K(z0, ρ). Stosuj
↪
ac

metod
↪
e diagonalizacyjn

↪
a znajdziemy podci

↪
ag zbieżny lokalnie jednostajnie na M \

{z0} do pewnej funkcji harmonicznej h. Przechodz
↪
ac z r do 0 w (29.5) otrzymamy

oszacowanie, z którego wynika (29.1). ¤
Funkcja h z Twierdzenia 29.2 dla f(z) = 1/(z−z0) b

↪
edzie peÃlnić podobn

↪
a rol

↪
e do

funkcji Greena z biegunem w z0 na powierzchniach g-hiperbolicznych. Zauważmy,
w pobliżu z0 mamy

gM (z, z0) = log |z − z0|+ funkcja harmoniczna

oraz
h = Re

1
z − z0

+ funkcja harmoniczna.

Dobrze obrazuje to dowód nast
↪
epnego rezultatu.

Twierdzenie 29.6. Na każdej powierzchni Riemanna istnieje niestaÃla funkcja
meromorficzna.

Dowód. Wybierzmy w, w̃ ∈ M , w 6= w̃. Jeżeli M jest powierzchni
↪
a g-hiperboliczn

↪
a,

to poÃlóżmy F := gz/g̃z, gdzie g = gM (·, w), g̃ = gM (·, w̃). Można wtedy Ãlatwo
pokazać, że definicja F nie zależy od wyboru mapy, a wi

↪
ec F jest funkcj

↪
a holomor-

ficzn
↪
a w M \ {w, w̃}. Co wi

↪
ecej, w pobliżu w mamy

gz =
1

2(z − w)
+ funkcja holomorficzna,

a zatem F ma w w biegun oraz zero w w̃.
Jeżeli M nie jest g-hiperboliczna, to niech h ∈ H(M \ {w}) b

↪
edzie dane przez

Twierdzenie 29.2 dla z0 = w i f(z) = 1/(z − w), natomiast h̃ ∈ H(M \ {w̃}) dla
z0 = w̃ i f̃(z) = 1/(z − w̃). Wtedy F := hz/h̃z jest także globalnie określone,
holomorficzne w M \ {w, w̃}. W pobliżu w mamy

hz = − 1
2(z − w)2

+ funkcja holomorficzna,

a zatem F ma w w biegun rz
↪
edu ≥ 2 oraz zero krotności ≥ 2 w w̃. ¤

Dzi
↪
eki Twierdzeniu 29.2 możemy przede wszystkim scharakteryzować jednospój-

ne powierzchnie, które nie s
↪
a g-hiperboliczne.

Twierdzenie 29.7. Niech M jednospójn
↪
a powierzchni

↪
a Riemanna, która nie jest

g-hiperboliczna. Wtedy albo M ' P (jeżeli M jest zwarta) albo M ' C (w przeciw-
nym wypadku).

Dowód. Ustalmy z0 ∈ M i w otoczeniu z0 poÃlóżmy f(z) := 1/(z − z0). Niech
h ∈ H(M \ {z0}) b

↪
edzie funkcj

↪
a dan

↪
a przez Twierdzenie 29.2. Znajdziemy dysk

D0 zawieraj
↪
acy z0 oraz F0 ∈ O(D0 \ {z0}) takie, że F0 − f jest ograniczona w

pobliżu z0 (a wi
↪
ec F0 ma prosty biegun w z0) oraz h = Re F0 w D0. Korzystaj

↪
ac z

Twierdzenia 27.5 znajdziemy F ∈ O(M \{z0}) takie, że Re F = h. Co wi
↪
ecej, F ma

w z0 biegun prosty, mamy wi
↪
ec F ∈ O(M,P) oraz F jest iniektywne w otoczeniu

z0. W celu zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że F jest iniektywne na M (bo
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P i C to, z dokÃladności
↪
a do biholomorfizmu, jedyne jednospójne obszary w P, które

nie s
↪
a g-hiperboliczne).

Udowodnimy najpierw, że funkcja F jest ograniczona poza dowolnym otocze-
niem z0. Dla f̃(z) := i/(z − z0) niech h̃ ∈ H(M \ {z0}) b

↪
edzie funkcj

↪
a dan

↪
a przez

Twierdzenie 29.2 (h̃ jest wi
↪
ec w szczególności ograniczona poza dowolnym otocze-

niem z0), natomiast F̃ ∈ O(M,P) funkcj
↪
a skonstruowan

↪
a jak poprzednio, tak

↪
a, że

h̃ = Re F̃ . Pokażemy, że funkcja F̃ − iF jest staÃla, sk
↪
ad otrzymamy, że funkcja

Im F + h̃ jest staÃla. Ponieważ funkcja F̃ − f̃ jest ograniczona w pobliżu z0, funkcja
F̃ − iF jest holomorficzna na M . Znajdziemy r > 0 i A > 0 takie, że F i F̃ s

↪
a

iniektywne na K(z0, r) oraz |h| ≤ A, |h̃| ≤ A na M \ K(z0, r). Z wÃlasności f i
f̃ wynika, że istnieje w ∈ K(z0, r) \ {z0} takie, że |h(w)| ≥ 2A i |h̃(w)| ≥ 2A.
Niech G := 1/(F − F (w)) i G̃ := 1/(F̃ − F̃ (w)). Wtedy G, G̃ ∈ O(M,P),
G(z0) = G̃(z0) = 0, G, G̃ maj

↪
a bieguny proste w w. Znajdziemy T ∈ Aut (C)

takie, że G̃− T ◦G jest holomorficzna w pobliżu w i znika w w. Co wi
↪
ecej,

|F (z)− F (w)| ≥ |h(z)− h(w)| ≥ A, z ∈ M \K(z0, r),

a zatem |G| ≤ 1/A, i podobnie |G̃| ≤ 1/A, na M \ K(z0, r). Z tego, że M nie
jest g-hiperboliczna wynika wi

↪
ec, że G̃ = T ◦G (korzystamy z Propozycji 29.1 dla

D = M \{w}), a zatem F̃ = aF +b dla pewnych a ∈ C∗, b ∈ C. Jedyn
↪
a możliwości

↪
a

jest a = i, pokazalísmy wi
↪
ec, że F jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem z0.

Dla dowolnego w ∈ M znaleźlísmy zatem F ∈ O(M,P) takie, że F ma prosty
biegun w w oraz F jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem w. Klas

↪
e takich

odwzorowań oznaczmy przez Aw. Chcemy pokazać, że dla w, w̃ ∈ M

(29.8) F ∈ Aw, F̃ ∈ Aw̃ ⇒ ∃ T ∈ Aut (P) : F̃ = T ◦ F.

Zauważmy najpierw, że z (29.8) Ãlatwo wynika iniektywność F ∈ Aw: jeżeli F (w̃) =
F (ŵ), to wybieraj

↪
ac dowolne F̃ ∈ Aw̃ znajdziemy T ∈ Aut (P) takie, że F̃ = T ◦F .

Wtedy ∞ = F̃ (w̃) = F̃ (ŵ), mamy wi
↪
ec w̃ = ŵ. Do zakończenia dowodu wystarczy

zatem pokazać (29.8).
Dla w, w̃ ∈ M speÃlniaj

↪
acych (29.8) b

↪
edziemy pisać w ∼ w̃. Jest oczywiste, że

relacja ∼ jest symetryczna i przechodnia. Dla F, G ∈ Aw znajdziemy transformacj
↪
e

liniow
↪
a T (a wi

↪
ec T ∈ Aut (C)) tak

↪
a, że funkcja F−T ◦G jest ograniczona w pobliżu

w i znika w w, a st
↪
ad F = T ◦G. Pokazalísmy wi

↪
ec, że ∼ jest relacj

↪
a równoważności.

W celu wykazania (29.8) dla wszystkich w, w̃ wystarczy wykazać, że każda klasa
równoważności wzgl

↪
edem ∼ jest otwartym podzbiorem M (dzi

↪
eki spójności M).

Dla F ∈ Aw znajdziemy obszar U b M , otoczenie w, taki, że dla V := F (U)
mamy F |U ∈ Aut (U, V ) oraz F−1(V ) = U (korzystamy z tego, że F jest ograni-
czona poza dowolnym otoczeniem w). Ze zwrotności ∼ wynika, że U nie zależy
od wyboru F ∈ Aw. Dla w̃ ∈ U oraz F̃ ∈ Aw̃ znajdziemy T ∈ Aut (P) takie, że
T (F (w̃)) = ∞ oraz takie, że funkcja F̃ − T ◦ F jest holomorficzna w otoczeniu w̃ i
znika w w̃. Znajdziemy obszar Ṽ ⊂ V , otoczenie F (w̃), takie, że T (Ṽ ) ⊂ V . Wtedy
Ũ := (T ◦F )−1(Ṽ ) ⊂ U , a st

↪
ad funkcja T ◦F jest ograniczona poza otoczeniem w̃,

a wi
↪
ec T ◦ F ∈ Aw̃. Wnioskujemy, że F̃ = T ◦ F , a zatem w̃ ∼ w. Udowodnilísmy

(29.8) co kończy dowód twierdzenia. ¤
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WykÃlad 26, 7.01.2008

30. Pewne zastosowania

Dzi
↪
eki Twierdzeniom 27.4 i 29.7 otrzymalísmy wi

↪
ec twierdzenie uniformizacyjne.

Twierdzenie 30.1. Jedynymi jednospójnymi powierzchniami Riemanna s
↪
a, z do-

kÃladności
↪
a do biholomorfizmu, ∆, C i P. ¤

Podamy teraz pewne zastosowania tego rezultatu. Natychmiast otrzymujemy
nast

↪
epuj

↪
acy fakt.

Twierdzenie 30.2. Każda powierzchnia Riemanna homeomorficzna z P jest także
biholomorficzna z P. ¤

Innymi sÃlowy, w przeciwieństwie do torusa, na sferze topologicznej istnieje do-
kÃladnie jedna struktura zespolona.

Dzi
↪
eki Twierdzeniu 30.1 wszystkie powierzchnie Riemanna możemy podzielić na

trzy klasy: nakrywane przez ∆ (b
↪
edziemy je nazywać hiperbolicznymi powierzch-

niami Riemanna), przez C (powierzchnie paraboliczne) oraz przez P (eliptyczne).
Wszystkie niehiperboliczne powierzchnie zostaÃly opisane w Twierdzeniu 25.3. Po-
wierzchnie hiperboliczne możemy scharakteryzować nast

↪
epuj

↪
aco.

Twierdzenie 30.3. Powierzchnia Riemanna M jest hiperboliczna wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie funkcje holomorficzne C→ M s

↪
a staÃle.

Dowód. Jeżeli f ∈ O(C,M) zaś p : ∆ → M jest nakryciem, to znajdziemy pod-
niesienie f̃ ∈ O(C,∆) takie, że p ◦ f̃ = f . Z twierdzenia Liouville’a funkcja f̃ jest
staÃla, a wi

↪
ec f jest staÃla. Z drugiej strony, jeżeli nakryciem uniwersalnym M jest

C lub P, to oczywíscie znajdziemy niestaÃle f ∈ O(C,M). ¤
Wniosek 30.4. Każdy obszar na hiperbolicznej powierzchni Riemanna jest także
hiperboliczn

↪
a powierzchni

↪
a Riemanna. ¤

Na powierzchniach niehiperbolicznych (P, C, C∗, torusy) nie istnieje funkcja
Greena, mamy wi

↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy rezultat.

Twierdzenie 30.5. Każda powierzchnia g-hiperboliczna jest hiperboliczna. ¤
Rezultat odwrotny do Twierdzenia 30.5 nie jest prawdziwy, co pokazuje np.

przypadek powierzchni z poniższego twierdzenia.

Twierdzenie 30.6. C \ {0, 1} jest hiperboliczn
↪
a powierzchni

↪
a Riemanna. ¤

Z Twierdzenia 30.6 Ãlatwo wynika twierdzenie Montela oraz Wielkie Twierdzenie
Picarda.

Twierdzenie 30.7. (Montel, 1912) Dla obszaru Ω ⊂ C rodzina O(Ω,C \ {0, 1})
jest normalna (tzn. z każdego ci

↪
agu możemy wybrać podci

↪
ag zbieżny lokalnie jed-

nostajnie albo do funkcji holomorficznej albo do ∞).

Dowód. Można Ãlatwo pokazać, że rezultat jest czysto lokalny, wystarczy wi
↪
ec roz-

patrzyć przypadek Ω = ∆. Wybierzmy ci
↪
ag fn ∈ O(∆,C \ {0, 1}), przechodz

↪
ac w

razie potrzeby do podci
↪
agu, bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że fn(0) → w0 dla

pewnego w0 ∈ P. Przypuśćmy najpierw, że w0 6= 0, 1,∞. Jeżeli p : ∆ → C \ {0, 1}
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jest nakryciem holomorficznym takim, że p(0) = w0, to dla każdego n znajdziemy
podniesienie f̃n ∈ O(Ω, ∆) takie, że fn = p ◦ f̃n i f̃n(0) → 0. Z lematu Mon-
tela i zasady maksimum wynika wtedy, że istnieje podci

↪
ag f̃nk

zbieżny do pewnego
g̃ ∈ O(∆, ∆), a st

↪
ad podci

↪
ag fnk

jest zbieżny do p ◦ g̃.
W przypadku, gdy w0 = 1 znajdziemy gn ∈ O(∆,C \ {0, 1,−1}) takie, że g2

n =
fn (ponieważ fn 6= 0). Zamieniaj

↪
ac ewentualnie gn z −gn możemy zaÃlożyć, że

gn(0) → −1. Korzystaj
↪
ac z poprzedniej cz

↪
eści znajdziemy lokalnie jednostajnie

zbieżny podci
↪
ag gnk

, a wi
↪
ec fnk

jest także lokalnie jednostajnie zbieżny. Jeżeli
w0 = 0 lub w0 = ∞, to znajdziemy T ∈ Aut (P) takie, że T ({0, 1,∞}) = {0, 1,∞}
oraz T (w0) = 1, i możemy powtórzyć poprzednie rozumowanie dla funkcji T◦fn. ¤
Twierdzenie 30.8. (Picard, 1879) Funkcja holomorficzna posiadaj

↪
aca istotn

↪
a oso-

bliwość omija co najwyżej jedn
↪
a wartość.

Dowód. Przypuśćmy, że funkcja holomorficzna f w {0 < |z− z0| < ε}, posiadaj
↪
aca

istotn
↪
a osobliwosść w z0, omija dwie wartości w0 6= w1. SkÃladaj

↪
ac f z odp. funkcj

↪
a

liniow
↪
a możemy zaÃlożyć, że w0 = 0, w1 = 1. Z twierdzenia Montela wynika,

że ci
↪
ag fn(z) := f(z/n) jest rodzin

↪
a normaln

↪
a. Znajdziemy zatem podci

↪
ag fnk

albo jednostajnie zbieżny na okr
↪
egu ∂K(z0, ε/2) albo jednostajnie rozbieżny do

∞ na tym okr
↪
egu. W pierwszym przypadku f byÃloby jednostajnie ograniczone

na okr
↪
egach ∂K(z0, ε/(2nk)), sk

↪
ad (i z zasady maksimum) wynikaÃloby, że funkcja

f jest ograniczona w pobliżu z0. W drugim przypadku podobnie dostalibyśmy
limz→z0 f(z) = ∞. Otrzymalibyśmy wi

↪
ec, że z0 jest albo osobliwości

↪
a usuwaln

↪
a

albo biegunem - sprzeczność. ¤
Możemy też Ãlatwo pokazać nast

↪
epuj

↪
acy fakt.

Twierdzenie 30.9. Każda powierzchnia Riemanna ma przeliczaln
↪
a baz

↪
e topologii.

Dowód. Jeżeli p : M̃ → M jest nakryciem uniwersalnym powierzchni M , to M̃ ma
przeliczaln

↪
a baz

↪
e topologii U . Można wtedy Ãlatwo sprawdzić, że {p(U) : U ∈ U}

jest baz
↪
a topologii M . ¤

PrzykÃlad. Niech M := R× C2/∼, gdzie (t, z) ∼ (t̃, z̃) jeżeli albo (t, z) = (t̃, z̃) albo
t 6= t̃, z1 = z̃1 oraz t + z1z2 = t̃ + z̃1z̃2. Jeżeli p oznacza rzutowanie R× C2 → M ,
dla t ∈ R niech Ut := p({t} × C2) oraz ϕt : Ut 3 [(t, z)] 7−→ z ∈ C2. Wtedy ϕt jest
bijekcj

↪
a oraz

ϕt̃ ◦ ϕ−1
t : C∗ × C 3 z 7−→ (

z1,
t− t̃

z1
+ z2

) ∈ C∗ × C

jest dyfeomorfizmem dla t, t̃ ∈ R, t 6= t̃. Można Ãlatwo sprawdzić, że rodzina
{ϕt}t∈R tworzy atlas na M (oraz definiuje topologi

↪
e, która jest w szczególności

spójna), a wi
↪
ec M jest rozmaitości

↪
a zespolon

↪
a wymiaru 2 (odwzorowania przej́scia

s
↪
a w naszym przypadku w szczególności wymierne). Zbiór p(R × {0}) jest jednak

nieprzeliczalny i dyskretny, a wi
↪
ec M nie może mieć przeliczalnej bazy topologii.

Pokazuje to, że Twierdzenie 30.9 jest bardzo specjaln
↪
a wÃlasności

↪
a jednowymiaro-

wych rozmaitości zespolonych.

31. Elementy geometrii riemannowskiej

ZakÃladamy, że M jest rozmaitości
↪
a rzeczywist

↪
a wymiaru n. Pole wektorowe na

M , czyli odzworowanie X ∈ C∞(M, TM) takie, że X|p ∈ TpM dla p ∈ M , możemy
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identyfikować z odwzorowaniami X : C∞(M) → C∞(M), które s
↪
a R-liniowe i takie,

że
X(fg) = fXg + gXf, f, g ∈ C∞(M)

(robimy to poprzez relacj
↪
e Xf = dXf , gdzie dXf jest pochodn

↪
a kierunkow

↪
a). Pola

wektorowe możemy wi
↪
ec lokalnie zapisywać w postaci X = Xi∂i, gdzie ∂i := ∂/∂xi,

zbiór pól wektorowych na M oznaczamy X (M). Dla X, Y ∈ X (M) mamy [X, Y ] :=
XY − Y X ∈ X (M).

Metryka riemannowska na M to dodatnio określone, symetryczne, 2-liniowe (nad
R) odwzorowanie 〈·, ·〉 : X (M)×X (M) → C∞(M). Innymi sÃlowy, dla każdego p ∈
M określamy iloczyn skalarny na TpM , gÃladko zależny od p. Lokalnie definiujemy
gij := 〈∂i, ∂j〉, wtedy (gij) jest dodatnio określon

↪
a macierz

↪
a symetryczn

↪
a, której

wyrazami s
↪
a funkcje gÃladkie. Lokalnie nasz

↪
a metryk

↪
e możemy wtedy zapisać w

postaci
ds2 = gijdxidxj .

Rozmaitość z metryk
↪
a riemannowsk

↪
a nazywamy rozmaitości

↪
a riemannowsk

↪
a. Od-

wzorowanie f : M → N , gdzie (M, ds2
M ) i (N, ds2

N ) s
↪
a rozmaitościami rieman-

nowskimi, nazywamy izometri
↪
a, jeżeli f jest dyfeomorfizmem takim, że f∗ds2

N =
ds2

M .
Pierwszym podstawowym rezultatem jest twierdzenie o istnieniu koneksji me-

trycznej.

Twierdzenie 31.1. Na rozmaitości riemannowskiej istnieje jednoznacznie wyz-
naczona koneksja metryczna, tj. odwzorowanie

∇ : X (M)×X (M) 3 (X, Y ) 7−→ ∇XY ∈ X (M)

o nast
↪
epuj

↪
acych wÃlasnościach

i) ∇ jest C∞(M)-liniowe wzgl
↪
edem X i R-liniowe wzgl

↪
edem Y ;

ii) ∇Y X −∇XY = [X, Y ], X,Y ∈ X (M);
iii) ∇X(fY ) = Xf Y + f∇XY , f ∈ C∞(M), X, Y ∈ X (M);
iv) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X (M).

Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). ZaÃlóżmy najpierw, że ∇ jest odwzorowaniem speÃl-
niaj

↪
acym ii) oraz iv). Wtedy dla X, Y, Z ∈ X (M) mamy

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,
Y 〈Z, X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇Y X〉,
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.

Sumuj
↪
ac pierwsze dwa równania i odejmuj

↪
ac ostatnie otrzymamy

(31.1)
2〈∇XY, Z〉 =X〈Y,Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X,Y 〉

+ 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y,Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉.
Pokazuje to, że takie odwzorowanie jest jednoznacznie wyznaczone. Co wi

↪
ecej,

(31.1) definiuje ∇ i Ãlatwo sprawdzamy, że speÃlnia one ż
↪
adane wÃlasności. ¤

Przeanalizujemy teraz koneksj
↪
e we wspóÃlrz

↪
ednych lokalnych. Niech X = Xi∂i,

Y = Y i∂i, wtedy

∇XY = Xi(∂iY
k + Y jΓk

ij)∂k = XY + XiY jΓk
ij∂k,
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gdzie Γk
ij to symbole Christoffela zdefiniowane przez relacj

↪
e∇∂i∂j = Γk

ij∂k. Z (31.1)
Ãlatwo pokazujemy, że

Γk
ij =

1
2
gkl(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij),

gdzie (gkl) jest macierz
↪
a odwrotn

↪
a do (gij).

Niech γ ∈ C1((a, b),M). Zauważmy, że jeżeli X jest lokalnym polem wek-
torowym takim, że X ◦ γ = γ̇, to dla Y ∈ X (M) i f ∈ C1(M) na γ mamy

XY =
d

dt
(Y ◦ γ), Xf =

d

dt
(f ◦ γ).

Widać, że dla pola wektorowego Y oraz funkcji f określonych tylko na γ maj
↪
a sens

wyrażenia γ̇Y oraz γ̇f , przy czym pierwsze jest polem wektorowym na γ, a drugie
funkcj

↪
a na γ.

Wnioskujemy st
↪
ad, że jeżeli Y jest polem wektorowym na γ, to ∇γ̇Y jest polem

wektorowym na γ, lokalnie mamy

∇γ̇Y =
d

dt
(Y ◦ γ) + γ̇iY jΓk

ij∂k.

W szczególności, jeżeli γ jest klasy C2,

∇γ̇ γ̇ = γ̈ + Γk
ij γ̇

iγ̇j∂k.

Krzyw
↪
a γ ∈ C2((a, b),M) nazywamy geodezyjn

↪
a, jeżeli ∇γ̇ γ̇ = 0, tzn.

γ̈k + Γk
ij γ̇

iγ̇j = 0, k = 1, . . . , n.

Mamy wtedy w szczególności (ozn. |X|2 := 〈X,X〉)

(31.2)
d

dt
|γ̇|2 = γ̇|γ̇|2 = 2〈γ̇,∇γ̇ γ̇〉 = 0.

Z ogólnej teorii równań różniczkowych zwyczajnych wynika, że dla ustalonego
p ∈ M oraz v ∈ TpM istnieje ε > 0 oraz jednoznacznie wyznaczona geodezyjna
γ : (−ε, ε) → M taka, że γ(0) = p, γ̇(0) = v. Rozwi

↪
azanie to w gÃladki sposób

zależy od warunków pocz
↪
atkowych p i v. Dla a > 0 krzywa γ̃(t) := γ(at) jest także

geodezyjn
↪
a, określon

↪
a na przedziale (−ε/a, ε/a), tak

↪
a, że γ̃(0) = p, ˙̃γ(0) = av.

Oznacza to, że jeżeli v jest odp. blisko 0, to γ jest określone w otoczeniu przedziaÃlu
[−1, 1]. Dla takich v kÃladziemy

expp(v) := γ(1).

Zauważmy, że
expp(tv) := γ(t),

gdy tv jest odp. blisko 0. Odwzorowanie expp jest gÃladkim odwzorowaniem pew-
nego otoczenia 0 w TpM o wartościach w M takim, że expp(0) = p. Mamy także

d0 expp |v =
d

dt
expp(tv)|t=0 = γ̇(0) = v,

czyli d0 expp = idTpM . W szczególności, expp jest dyfeomorfizmem w pewnym
otoczeniu 0.

Dla każdej drogi γ : [a, b] → M możemy zdefiniować jej dÃlugość

l(γ) :=
∫ b

a

|γ̇(t)| dt.
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Twierdzenie 31.2. Przypuśćmy, że expp jest dyfeomorfizmem na K(0, ε). Dla
v ∈ K(0, ε) niech γ(t) := expp(tv), t ∈ [0, 1], natomiast η : [0, 1] → M niech
b

↪
edzie inn

↪
a drog

↪
a tak

↪
a, że η(0) = γ(0), η(1) = γ(1). Wtedy l(η) ≤ l(γ), natomiast

równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy η([0, 1]) = γ([0, 1]).

GÃlównym narz
↪
edziem w dowodzie Twierdzenia 31.2 b

↪
edzie lemat Gaussa (1822).

Lemat 31.3. Niech v ∈ TpM b
↪
edzie takie, że expp jest zdefiniowane w v. Wtedy

dla w ∈ TpM mamy
〈dv expp |v, dv expp |w〉 = 〈v, w〉,

tzn. expp jest radialn
↪
a izometri

↪
a.

Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). Bez straty ogólności możemy zaÃlożyć, że 〈v, w〉 = 0.
Znajdziemy gÃladk

↪
a krzyw

↪
a α w TpM tak

↪
a, że α(0) = v oraz α′(0) = w. PoÃlóżmy

γ(t, s) := expp(tα(s))

(dla s odp. bliskiego 0). Wtedy

(31.3)
∂γ

∂t
(1, 0) = dv expp |v,

∂γ

∂s
(1, 0) = dv expp |w.

Niech X i Y b
↪
ed

↪
a polami wektorowymi na M takimi, że na γ mamy X = ∂γ/∂t,

Y = ∂γ/∂s. Wtedy na γ zachodzi ∇XX = 0 (bo γ(·, s) jest geodezyjn
↪
a), [X, Y ] = 0

oraz

∂

∂t
〈∂γ

∂t
,
∂γ

∂s
〉 = X〈X,Y 〉 = 〈X,∇XY 〉 = 〈X,∇Y X〉 =

1
2
Y |X|2 =

1
2

∂

∂s

∣∣∣∣
∂γ

∂t

∣∣∣∣
2

= 0

(dzi
↪
eki (31.2) i (31.3)). Z drugiej strony

lim
t→0

∂γ

∂s
(t, 0) = lim

t→0
dtv expp |tw = 0,

a wi
↪
ec

〈∂γ

∂t
(t, 0),

∂γ

∂s
(t, 0)〉 = 0. ¤

Jeżeli zÃlożymy exp−1
p z odwzorowaniem ortonormalnym TpM → Rn, to otrzy-

mamy map
↪
e w otoczeniu p. Lemat Gaussa mówi dokÃladnie, że w tej mapie we

wspóÃlrz
↪
ednych biegunowych (tzn. r = |x|) mamy

ds2 = dr2 + ω,

gdzie ω nie zależy od dr. Takie wspóÃlrz
↪
edne w otoczeniu p nazywamy normalnymi.

Jest także jasne, że ω jest dodatnio określon
↪
a form

↪
a na przestrzeni stycznej do sfery.

WykÃlad 27, 14.01.2008

PrzykÃlad. Niech S2 b
↪
edzie sfer

↪
a x2 +y2 +z2 = R2 z metryk

↪
a ds2 indukowan

↪
a z me-

tryki euklidesowej dx2 +dy2 +dz2 w R3. Rozpatruj
↪
ac parametryzacj

↪
e zdefiniowan

↪
a

przy pomocy wspóÃlrz
↪
ednych biegunowych

(31.4) R2 3 r(cos ϕ, sin ϕ) 7−→ R(sin(r/R) cos ϕ, sin(r/R) sin ϕ, cos(r/R)) ∈ S2
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otrzymamy

ds2 = R2

(
cos(r/R) cos ϕ

dr

R
− sin(r/R) sin ϕdϕ

)2

+ R2

(
cos(r/R) sin ϕ

dr

R
+ sin(r/R) cos ϕdϕ

)2

+ sin2(r/R)dr2

= dr2 + R2 sin2(r/R)dϕ2.

W tych wspóÃlrz
↪
ednych drogi postaci γ(t) = tv, v ∈ R2, s

↪
a geodezyjnymi (w tym

celu wystarczy sprawdzić, że Γϕ
rr = Γr

rr = 0). Odwzorowanie (31.4) jest wi
↪
ec równe

exp(0,0,−R). Chcielibyśmy jeszcze zapisać ds2 w postaci F (ρ)(dρ2 + ρ2dϕ2). B
↪
edzie

to możliwe, gdy ρ = f(r), przy czym (d/dr)(log f) = 1/(R sin(r/R)). Otrzymamy
ρ = tan(r/2R), wtedy sin(r/2R) = ρ/

√
1 + ρ2, cos(r/2R) = 1/

√
1 + ρ2 oraz

sin
r

R
=

2ρ

1 + ρ2
, cos

r

R
=

ρ2 − 1
1 + ρ2

, dr =
2Rdρ

1 + ρ2
,

a zatem

dr2 + R2 sin2(r/R)dϕ2 =
4R2(dρ2 + ρ2dϕ2)

(1 + ρ2)2
.

Odwzorowanie (31.4) przyjmuje postać

(31.5) R2 3 ρ(cos ϕ, sin ϕ) 7−→ R

(
2ρ cos ϕ

1 + ρ2
,
2ρ sin ϕ

1 + ρ2
,
ρ2 − 1
1 + ρ2

)
∈ S2 \ {(0, 0, R)},

tj.

R2 3 (x, y) 7−→ R

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1

)
∈ S2 \ {(0, 0, R)}.

Dowód Twierdzenia 31.2 (nie byÃlo na wykÃladzie). ZaÃlożmy najpierw, że η(t) ∈
expp(K(0, ε) \ {p}) dla t ∈ (0, 1]. We wspóÃlrz

↪
ednych normalnych mamy γ(t) = tv,

zaś z lematu Gaussa
|η̇|2 = gij η̇

iη̇j ≥ ṙ2,

gdzie r = |η|. Zatem

l(η) ≥
∫ 1

0

|ṙ(t)|dt ≥
∫ 1

0

ṙ(t)dt = |v| = l(γ).

Dla dowolnego η wystarczy rozpatrzyć tylko t > t0, gdzie t0 jest najwi
↪
eksze takie,

że η(t0) = 0. Jeżeli zaś |η(t)| = ε dla pewnego t, to l(η) ≥ ε > l(γ). Jasna jest
także druga cz

↪
eść tezy. ¤

Twierdzenie 31.4. Dla każdego p ∈ M istnieje otoczenie U oraz δ > 0 takie,
że dla wszystkich q ∈ U odwzorowanie expq jest dyfeomorfizmem na K(0, δ) oraz
U ⊂ expq(K(0, δ)).
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Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). Odwzorowanie F (q, v) := (q, expq(v)), określone
na pewnym otwartym otoczeniu zbioru M × {0} w TM , jest gÃladkie oraz

d(p,0)F =
(

id id
0 id

)
.

Odwzorowanie F jest wi
↪
ec lokalnym dyfeomorfizmem w otoczeniu (p, 0). Oznacza

to, że istnieje otwarte otoczenie V punktu p oraz ε > 0 takie, że F jest dyfeomor-
fizmem na zbiorze V := {(q, v) : q ∈ V, |v| < ε}. Znajdziemy wtedy otoczenie
otwarte U takie, że p ∈ U ⊂ V oraz U × U ⊂ F (V), co jest równoważne temu, że
U ⊂ expq(K(0, ε)), q ∈ U . ¤

OdlegÃlość mi
↪
edzy dwoma punktami p, q ∈ M jest dana formuÃl

↪
a

d(p, q) = inf{l(γ) : γ : [a, b] → M - droga, γ(a) = p, γ(b) = q}.

ÃLatwo sprawdzamy, że d jest istotnie metryk
↪
a na M . Z Twierdzenia 31.2 dla p ∈ M

i odp. maÃlego ε > 0 mamy

d(p, expp(v)) = |v|, v ∈ K(0, ε).

W szczególności, metryka d jest zgodna z topologi
↪
a M , a odwzorowanie d(p, ·) jest

ci
↪
agÃle.

Twierdzenie 31.5. Przypuśćmy, że η : [0, 1] → M jest drog
↪
a tak

↪
a, że l(η) =

d(η(0), η(1)). Wtedy η([0, 1]) = γ([0, 1]) dla pewnej geodezyjnej γ.

Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). Znajdziemy podziaÃl 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1
oraz zbiory otwarte Uj takie jak w Twierdzeniu 31.4, speÃlniaj

↪
ace η([tj−1, tj ] ⊂

Uj , j = 1, . . . ,m. Z Twierdzenia 31.2 istnieje wi
↪
ec droga γ : [0, 1] → M taka,

że |γ̇| = const, η([0, 1]) = γ([0, 1]), oraz istnieje podziaÃl 0 = t̃0 < t̃1 < · · · <

t̃m = 1 taki, że γ|[t̃j−1,t̃j ]
jest geodezyjn

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a η(tj−1) z η(tj). Korzystaj

↪
ac

ponownie z Twierdzenia 31.2 i jednoznaczności geodezyjnych otrzymamy, że γ jest
geodezyjn

↪
a. ¤

Mówimy, że rozmaitość riemannowska M jest zupeÃlna, jeżeli metryka d jest
zupeÃlna. Mamy nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a charakteryzacj

↪
e takich rozmaitości.

Twierdzenie 31.6. (Hopf-Rinow, 1931) Dla ustalonego p ∈ M NWSR
i) M jest zupeÃlna;
ii) Wszystkie geodezyjne przechodz

↪
ace przez p s

↪
a określone na R.

Dowoln
↪
a par

↪
e punktów rozmaitości zupeÃlnej można poÃl

↪
aczyć geodezyjn

↪
a.

Dowód (nie byÃlo na wykÃladzie). i)⇒ii) Niech γ b
↪
edzie geodezyjn

↪
a tak

↪
a, że γ(0) = p,

określon
↪
a na przedziale [0, T ), przy czym T > 0 jest maksymaln

↪
a tak

↪
a liczb

↪
a. Niech

tj > 0 b
↪
edzie ci

↪
agiem rosn

↪
acym do T . Wtedy z (31.2) mamy dla j < k mamy

d(γ(tj), γ(tk)) ≤
∫ tk

tj

|γ̇(t)|dt = c(tk − tj),

a wi
↪
ec γ(tj) jest ci

↪
agiem Cauchy’ego. Znajdziemy q ∈ M takie, że γ(tj) → q.

Niech U , otoczenie q, oraz δ > 0 b
↪
ed

↪
a takie jak w Twierdzeniu 31.2.ii. Dla j odp.
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dużego mamy wi
↪
ec U ⊂ expγ(tj)(K(0, δ)), sk

↪
ad Ãlatwo możemy przedÃlużyć γ poza

T - sprzeczność.
ii)⇒i) Wystarczy pokazać, że dla wszystkich r > 0 zachodzi

(31.6) expp(K(0, r)) = K(p, r)

(bo wtedy kule K(p, r) s
↪
a zwarte, a zatem z każdego ci

↪
agu Cauchy’ego możemy

wybrać podci
↪
ag zbieżny). Zauważmy, że zawsze mamy ⊂ w (31.6) oraz że (31.6)

zachodzi dla odp. maÃlych r. Niech r0 > 0 b
↪
edzie takie, że (31.6) zachodzi dla

r ∈ (0, r0). Dla q ∈ K(p, r0) znajdziemy ci
↪
ag qj ∈ K(p, r0) zbieżny do q (z ci

↪
agÃlości

d(p, ·)). Ponieważ (31.6) zachodzi dla r < r0 znajdziemy vj ∈ K(0, r0) takie, że
expp(vj) = qj . Przechodz

↪
ac do podci

↪
agu możemy zaÃlożyć, że vj → v ∈ K(0, r0), z

ci
↪
agÃlości expp mamy wi

↪
ec expp(v) = q. Pokazalísmy, że (31.6) zachodzi dla r = r0.

Do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że dla pewnego ε > 0 (31.6) zachodzi
dla r ∈ (r0, r0 + ε). Ponieważ kula K(p, r0) jest zwarta, istnieje relatywnie zwarte
otoczenie U ⊃ K(p, r0). Niech ε > 0 b

↪
edzie takie, że każd

↪
a par

↪
e q, q̃ ∈ U speÃlniaj

↪
ac

↪
a

d(q, q̃) ≤ ε możemy poÃl
↪
aczyć geodezyjn

↪
a. Dla r ∈ (r0, r0 + ε), q ∈ K(p, r)\K(p, r0)

i δ > 0 niech γδ b
↪
edzie drog

↪
a tak

↪
a, że γδ(0) = q, γδ(1) = p oraz l(γδ) ≤ d(p, q) + ε.

Znajdziemy tδ > 0, najmniejsz
↪
a liczb

↪
e tak

↪
a, że d(p, γδ(tδ)) = R (znowu korzystamy

z ci
↪
agÃlości d(p, ·)). Niech q̃ b

↪
edzie punktem skupienia γδ(tδ). Wtedy d(p, q̃) = r0

oraz d(p, q) = r0 + d(q̃, q) (dla δ > 0 mamy r0 + d(q̃, q) ≤ l(γδ) ≤ d(p, q) + δ,
przeciwna nierówność wynika z nierówności trójk

↪
ata). Oznacza to, że geodezyjna

postaci t 7→ expp(tv), gdzie expp(v) = q̃, Ãl
↪
acz

↪
ac

↪
a p z q̃, można skleić z geodezyjn

↪
a

Ãl
↪
acz

↪
ac

↪
a q̃ z q, a ewentualnie zmieniaj

↪
ac parametryzacj

↪
e i korzystaj

↪
ac z Twierdzenia

31.5 oraz jednoznaczności geodezyjnych otrzymamy q ∈ expp(K(0, r).
Ostatnia cz

↪
eść tezy wynika z (31.6). ¤

ZaÃlóżmy teraz, że n = 2, tj. M jest powierzchni
↪
a. Krzywizn

↪
e Gaussa definiujemy

wzorem

K :=
〈∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y,X〉

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2 ,

gdzie X, Y s
↪
a polami wektorowymi lokalnie stanowi

↪
acymi baz

↪
e w przestrzeni stycz-

nej. Można sprawdzić, że definicja ta nie zależy od wyboru X, Y .
We wspóÃlrz

↪
ednych normalnych możemy zapisać

ds2 = dr2 + F 2dϕ2,

gdzie F jest gÃladk
↪
a funkcj

↪
a dodatni

↪
a (określon

↪
a poza 0) zależn

↪
a od r i ϕ. Ponieważ

ds2 = Adx2 + 2Bdxdy + Cdy2, gdzie x = r cosϕ, y = r sinϕ oraz A, B,C s
↪
a

funkcjami gÃladkimi w otoczeniu 0 takimi, że A = C = 1, B = 0 w 0, otrzymamy

F 2 = r2(A sin2 ϕ− 2B sinϕ cos ϕ + C cos2 ϕ),

a st
↪
ad

(31.7) F = r(1 + O(r)).

Dla ∂r := ∂/∂r, ∂ϕ = ∂/∂ϕ mamy |∂r| = 1, |∂ϕ| = F , 〈∂r, ∂ϕ〉 = 0 (i oczywíscie
[∂r, ∂ϕ] = 0). Możemy sprawdzić, że

Γr
rr = Γϕ

rr = Γr
rϕ = 0, Γϕ

rϕ = Γϕ
ϕϕ =

∂rF

F
, Γr

ϕϕ = −F ∂rF,
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a st
↪
ad w szczególności

∇∂r
∂r = 0, ∇∂r

∂ϕ = ∇∂ϕ
∂r =

∂rF

F
∂ϕ.

Mamy zatem

(31.8) K = −〈∇∂r∇∂ϕ∂r, ∂ϕ〉
F 2

= −∂r

(∂rF

F

)− (∂rF )2

F 2
= −∂2

rF

F
.

ZaÃlóżmy teraz, że krzywizna K jest staÃla. Z (31.7) i (31.8) wnioskujemy, że
F = F (r) jest rozwi

↪
azaniem problemu

F ′′ + KF = 0, F (0) = 0, F ′(0) = 1.

Otrzymamy

F (r) =





sin(
√

K r)√
K

K > 0,

r K = 0,

sinh(
√
|K| r)√
|K| K < 0.

W pierwszym przypadku mamy wi
↪
ec lokalnie kawaÃlek sfery o promieniu 1/

√
K,

w drugim kawaÃlek pÃlaszczyzny euklidesowej, natomiast w trzecim, podobnie jak
poprzednio po podstawieniu ρ = tanh(r/2R) otrzymamy

(31.9) dr2 + R2 sinh2(r/R)dϕ2 =
4R2(dρ2 + ρ2dϕ2)

(1− ρ2)2
.

Jest to wi
↪
ec, z dokÃladności

↪
a do staÃlej, hiperboliczna metryka Poincarégo w kole.

Dostalísmy wi
↪
ec nast

↪
epuj

↪
acy rezultat.

Twierdzenie 31.7. (Riemann, 1854) Każda rozmaitość riemannowska wymiaru
2 o staÃlej krzywíznie jest lokalnie izometryczna z kawaÃlkiem sfery (jeżeli krzywizna
jest dodatnia), pÃlaszczyzny euklidesowej (jeżeli krzywizna znika) lub koÃla z metryk

↪
a

Poincarégo (jeżeli krzywizna jest ujemna). ¤

32. Zespolone metryki zupeÃlne o staÃlej krzywiźnie

Niech M b
↪
edzie powierzchni

↪
a Riemanna. Zespolon

↪
a metryk

↪
a riemannowsk

↪
a (lub

metryk
↪
a hermitowsk

↪
a) na M nazywamy tensor na M , który lokalnie możemy za-

pisać w postaci g|dz|, gdzie g jest gÃladk
↪
a funkcj

↪
a dodatni

↪
a. Zauważmy, że przy

holomorficznej zmianie zmiennych z = f(ζ) przybiera on postać g ◦ f |f ′||dζ|, (czyli
dodatniość nie zależy od takiej zmiany).
Ćwiczenie Pokazać (korzystaj

↪
ac z Twierdzenia 29.6), że na każdej powierzchni

Riemanna istnieje metryka zespolona. (Fakt ten znacznie wzmocnimy poniżej -
zob. Twierdzenie 32.5.)
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Metryka zespolona g|dz| jest w szczególności metryk
↪
a riemannowsk

↪
a postaci

g2(dx2 + dy2). Mamy wtedy

Γx
xx =

gx

g
, Γy

xx = −gy

g
, Γx

xy =
gy

g
, Γy

xy =
gx

g
, Γx

yy = −gx

g
, Γy

yy =
gy

g
.

Ćwiczenie Pokazać, że równanie geodezyjnej dla metryki zespolonej g|dz| ma
postać 2gz γ̇

2 + gγ̈ = 0

Krzywizna Gaussa metryki zespolonej wyraża si
↪
e wzorem

Kg|dz| =
〈∇∂x

∇∂y
∂y −∇∂y

∇∂x
∂y, ∂x〉

g4
= −∆(log g)

g2
.

Zauważmy, że krzywizna jest niezmiennicza wzgl
↪
edem odwzorowań konforemnych:

Kf∗ω = −∆((log g) ◦ f)
(g ◦ f)2|f ′|2 = − (∆(log g)) ◦ f

(g ◦ f)2
= Kω ◦ f.

PrzykÃlad. Metryka Poincarégo |dz|/(1− |z|2) na ∆ jest metryk
↪
a zespolon

↪
a o krzy-

wiźnie -4.

Naszym celem b
↪
edzie scharakteryzowanie wszystkich zupeÃlnych metryk zespolo-

nych o staÃlej krzywiźnie. Przeanalizujemy najpierw przypadek sfery Riemanna P.
Korzystaj

↪
ac z (31.9) i z tego, że we wspóÃlrz

↪
ednych biegunowych z = reiϕ mamy

|dz|2 = dr2 + r2dϕ2, na C możemy zdefiniować metryk
↪
e 2|dz|/(1 + |z|2). Można

Ãlatwo pokazać, że przedÃluża si
↪
e ona do metryki zespolonej na sferze Riemanna P

o krzywiźnie +1. Metryk
↪
e t

↪
e oznaczamy ωP. Otrzymalísmy j

↪
a z metryki rieman-

nowskiej na sferze jednostkowej S2 w R3 poprzez odwzorowanie (31.5), które daje
utożsamienie sfery Riemanna P z S2.
Ćwiczenie Pokazać, że przy utożsamieniu (31.5) sfery Riemanna P z S2 odwzoro-

wanie 1/z ∈ Aut (P) odpowiada zÃlożeniu dwóch odbić w S2.
Ćwiczenie Pokazać, że obrazy geodezyjnych wzgl

↪
edem metryki ωP w C ⊂ P to

proste przechodz
↪
ace przez 0 oraz okr

↪
egi ∂K(w,

√
|w|2 + 1), w ∈ C, natomiast

obrazy geodezyjnych wzgl
↪
edem metryki Poincarégo w ∆ to proste przechodz

↪
ace

przez 0 oraz okr
↪
egi przecinaj

↪
ace si

↪
e z ∂∆ pod k

↪
atem prostym.

PoÃlóżmy
GP := {f ∈ Aut (P) : f∗ωP = ωP}.

Propozycja 32.1. GP jest tranzytywn
↪
a podgrup

↪
a Aut (P) (tzn. dla dowolnych

z, w ∈ P znajdziemy f ∈ GP takie, że f(z) = w) zawieraj
↪
ac

↪
a obroty wokóÃl 0.

Dowód. Na S2 izometrie zachowuj
↪
ace orientacj

↪
e (czyli grupa SU(R, 3)) tworz

↪
a tak

↪
a

grup
↪
e. Wystarczy zatem skorzystać z utożsamienia (32.1) oraz nast

↪
epuj

↪
acego faktu.

Propozycja 32.2. Niech M, N b
↪
ed

↪
a powierzchniami Riemanna i niech ω b

↪
edzie

metryk
↪
a zespolon

↪
a na N . Przypuśćmy, że f : M → N jest lokalnym dyfeomor-

fizmem takim, że f∗ω jest także metryk
↪
a zespolon

↪
a. Wtedy f jest albo odwzorowa-

niem holomorficznym albo antyholomorficznym.
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Dowód. Lokalnie zapiszmy ω = g|dζ| i f = (u, v). Wtedy

f∗ω = (g ◦ f)2
[
(uxdx + uydy)2 + (vxdx + vydy)2

]

= (g ◦ f)2
[
(u2

x + v2
x)dx2 + 2(uxuy + vxvy)dxdy + (u2

y + v2
y)dy2

]
,

a wi
↪
ec

u2
x + v2

x = u2
y + v2

y, uxuy + vxvy = 0.

To oznacza, że albo ux = vy, uy = −vx (jeżeli uxvy − uyvx > 0) albo ux = −vy,
uy = vx (jeżeli uxvy − uyvx < 0). ¤

Ćwiczenie Pokazać, że

GP =
{

az + b

cz + d
∈ Aut (P) : c = −b, d = a

}
.

Dla pozostaÃlych powierzchni jednospójnych ∆ i C poÃlóżmy

ω∆ =
2|dz|

1− |z|2 , ωC = |dz|.

Wtedy Kω∆ = −1, KωC = 0. Definiuj
↪
ac G∆ i GC podobnie jak GP otrzymamy

G∆ = Aut (∆), GC = {az + b : a, b ∈ C, |a| = 1}.

W szczególności, obie grupy także s
↪
a tranzytywne oraz zawieraj

↪
a obroty wokóÃl 0.

WykÃlad 28, 21.01.2008

Twierdzenie 32.3. Przypuśćmy, że M jest jednospójn
↪
a powierzchni

↪
a Riemanna,

natomiast ω metryk
↪
a zespolon

↪
a na M o krzywíznie K równej -1, 0 lub +1. PoÃlóżmy

M̂ := ∆ (jeżeli K = −1), M̂ := C (jeżeli K = 0) lub M̂ := P (jeżeli K = +1).
Wtedy istnieje lokalnie konforemne odwzorowanie F ∈ O(M, M̂) takie, że ω =
F∗ωM̂

. Jeżeli metryka ω jest zupeÃlna, to F ∈ Aut (M, M̂).

Dowód. Z Twierdzenia 31.7 i Propozycji 32.2 wynika, że dla każdego z ∈ M istnieje
otoczenie Uz takie, że rodzina

Fz := {f ∈ O(Uz, M̂) : f jednokrotne, ω = f∗ωM̂
na Uz}

jest niepusta. Twierdzimy, że

(32.1) f ∈ Fz, w ∈ Uz ∩ Uz̃ ⇒ ∃ f̃ ∈ Fz̃ : f = f̃ w otoczeniu w.

Korzystaj
↪
ac z Propozycji 32.1 (i podobnego faktu dla ∆ i C) dla w ∈ Uz ∩ Uz̃ i

f ∈ Fz, f̂ ∈ Fz̃ znajdziemy ϕ, ϕ̂ ∈ G
M̂

speÃlniaj
↪
ace ϕ(f(w)) = ϕ̂(f̂(w)) = 0 oraz

arg (ϕ ◦ f)′(w) = arg (ϕ̂ ◦ f̂)′(w) (w pewnej mapie). PoÃlóżmy f̃ := ϕ−1 ◦ ϕ̂ ◦ f̂ .
Wtedy f̃ ∈ Fz̃, f̃(w) = f(w), arg f̃ ′(w) = arg f ′(w). Twierdzimy, że f̃ = f w
otoczeniu w. Mamy f ′(w) = f̃ ′(w) i np. dla M̂ = ∆ indukcyjnie pokazujemy,
że jeżeli |f ′|2/(1 − |f |2)2 = h, to ∂nh/∂zn = f (n+1)f ′/(1 − |f |2)2 + R, gdzie R
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jest funkcj
↪
a wymiern

↪
a zmiennych f, f ′, . . . , f (n), f , f ′, . . . , f (n). Wnioskujemy, że

f̃ (n)(w) = f̃ (n)(w) dla wszystkich n. Rozumuj
↪
ac podobnie dla C i P otrzymamy

(32.1). Pierwsza cz
↪
eść tezy wynika teraz z Twierdzenia 27.5.

ZaÃlóżmy teraz dodatkowo, że ω jest zupeÃlna. Dla ustalonego z0 ∈ M i w ∈ M̂
niech γ̂ b

↪
edzie geodezyjn

↪
a Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a F (z0) z w. Wtedy w otoczeniu z0 F−1 ◦ γ̂ jest

geodezyjn
↪
a, któr

↪
a możemy przedÃlużyć na R. St

↪
ad Ãlatwo wnioskujemy, że w ∈

F (M), a wi
↪
ec F jest surjekcj

↪
a. W celu pokazania iniektywności niech γ b

↪
edzie

geodezyjn
↪
a w M Ãl

↪
acz

↪
ac

↪
a z oraz z̃, z 6= z̃. Wtedy F ◦ γ jest geodezyjn

↪
a w M̂ .

Ponieważ w ∆ i C geodezyjne nie przecinaj
↪
a si

↪
e, w tym przypadku mamy F (z) 6=

F (z̃).
Musimy jeszcze pokazać iniektywność F , gdy M̂ = P. Jeżeli z, z′ ∈ M s

↪
a

takie, że F (z) = F (z′) i z 6= z′, to d(z, z′) ≥ 2π. Niech 0 < r < π. Wtedy
K(z, r) ∩ K(z′, r) = ∅ oraz F |K(z,r) → K(F (z), r) jest iniektywne. Podobnie jak
poprzednio pokazujemy także, że to odwzorowanie jest surjekcj

↪
a. Pokazalísmy wi

↪
ec,

że F jest nakryciem, z jednospójności M wnioskujemy, że jest to w rzeczywistości
automorfizm. ¤

Zauważmy, że Twierdzenie 32.3 ma nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a konsekwencj

↪
e dla równania róż-

niczkowego ∆u = ±e2u: każde gÃladkie rozwi
↪
azanie takiego równania lokalnie (a

nawet globalnie w obszarach jednospójnych) jest postaci

u = log
2|f ′|

1∓ |f |2 ,

gdzie f jest funkcj
↪
a holomorficzn

↪
a (bo metryka eu|dz|ma krzywizn

↪
e∓1; analogiczny

fakt dla dla krzywizny 0 wynika natychmiast z Twierdzeń 10.8 i 22.2).
Twierdzenie 32.3 daje charakteryzacj

↪
e metryk zupeÃlnych o staÃlej krzywiźnie na

powierzchniach jednospójnych.

Twierdzenie 32.4. ZaÃlóżmy, że ω jest zupeÃln
↪
a metryk

↪
a zespolon

↪
a o staÃlej krzy-

wíznie K na M . Wtedy
i) Jeżeli M = P, to K > 0 oraz ω = F∗ωP/

√
K dla pewnego F ∈ Aut (P);

ii) Jeżeli M = C, to K = 0 oraz ω = cωC dla pewnej staÃlej c > 0;
iii) Jeżeli M = ∆, to K < 0 oraz ω = ω∆/

√
|K|. ¤

Możemy teraz scharakteryzować zupeÃlne metryki zespolone o staÃlej krzywiźnie
na dowolnej powierzchni Riemanna.

Twierdzenie 32.5. Na danej powierzchni Riemanna M zupeÃlne metryki zespolone
o staÃlej krzywíznie to dokÃladnie metryki postaci p∗ω̃, gdzie p : M̃ → M jest
nakryciem uniwersalnym, zaś ω̃ zupeÃln

↪
a metryk

↪
a zespolon

↪
a o staÃlej krzywíznie na

M̃ . W szczególności, na każdej hiperbolicznej powierzchni Riemanna istnieje do-
kÃladnie jedna zupeÃlna metryka zespolona o krzywíznie -1.

Dowód. Jeżeli ω jest tak
↪
a metryk

↪
a na M , to p∗ω jest metryk

↪
a o takiej samej

krzywiźnie na M̃ . Niech zj b
↪
edzie ci

↪
agiem Cauchy’ego na M̃ , wtedy (p(zj)) jest

ci
↪
agiem Cauchy’ego na M (bo odwzorowanie p nie zwi

↪
eksza odlegÃlości wzgl

↪
edem

tych metryk - wynika to wprost z definicji odlegÃlości), a wi
↪
ec zbieżnym do pewnego

w ∈ M . Z wÃlasności nakrycia wynika, że znajdziemy pÃlat V w M̃ taki, że zj ∈ V dla
j odp. dużego j. Otrzymamy, że zj → (p|V )−1(w), a wi

↪
ec p∗ω jest także zupeÃlna.
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Z drugiej strony, jeżeli ω̃ jest tak
↪
a metryk

↪
a na M̃ , to najpierw musimy pokazać, że

p∗ω̃ jest dobrze zdefiniowane, tj. że ω̃ jest niezmiennicza wzgl
↪
edem automorfizmów

nakrycia. Jeżeli M̃ ' P, to jedynym automorfizmem nakrycia jest identyczność, zaś
gdy M̃ = ∆, to na mocy Twierdzenia 32.4 mamy ω̃ = cω∆, a zatem ω̃ jest niezmi-
ennicza wzgl

↪
edem każdego automorfizmu M̃ . Jeżeli M̃ = C, to dzi

↪
eki Twierdzeniu

25.3.ii musimy tylko rozpatrzyć przypadki p(z) = ez (gdy M ' C∗) oraz rzutowa-
nia p : C → C/Γ, gdzie Γ = α1Z + α2Z, α1, α2 ∈ C s

↪
a liniowo niezależne nad R

(gdy M jest torusem). W pierwszym przypadku automorfizmy nakrycia s
↪
a postaci

z 7→ z + 2kπi, k ∈ Z, natomiast w drugim z 7→ z + kα1 + lα2, k, l ∈ Z, metryka ωC
jest zaś niezmiennicza wzgl

↪
edem wszystkich translacji. Pokazalísmy wi

↪
ec, że me-

tryka p∗ω̃ jest dobrze zdefiniowana. Jest oczywiste, że ma ona tak
↪
a sam

↪
a krzywizn

↪
e

jak ω̃, natomiast zupeÃlność p∗ω̃ wynika natychmiast z zupeÃlności ω̃ oraz twierdzenia
Hopfa-Rinowa. ¤

Ćwiczenie Pokazać, że (eζ)∗(|dζ|) = |dz|/|z|.
Przeanalizujemy teraz dokÃladniej przypadek hiperbolicznych powierzchni Rie-

manna. Przez ωM oznaczamy jedyn
↪
a metryk

↪
e zupeÃln

↪
a o krzywiźnie -1 na M .

Ćwiczenie Pokazać, że
i) ωH = |dz|/y;

ii) ω∆∗ = − 1
|z| log |z| |dz|;

iii) ω{ρ<|z|<1} = − a

|z| sin(a log |z|) |dz|, gdzie a = π/ log ρ.

Propozycja 32.6. Dla ϕ ∈ O(∆,M) mamy ϕ∗ωM ≤ ω∆.

Dowód. Niech p : ∆ → M b
↪
edzie nakryciem. Znajdziemy ψ ∈ O(∆, ∆) takie, że

p ◦ ψ = ϕ. Wtedy
ϕ∗ωM = ψ∗p∗ωM = ψ∗ω∆ ≤ ω∆,

gdzie ostatnia nierówność to dokÃladnie lemat Schwarza-Picka. ¤
ÃLatw

↪
a konsekwencj

↪
a powyższego rezultatu jest nast

↪
epuj

↪
acy fakt.

Propozycja 32.7. Jeżeli w pewnej mapie mamy ωM = g|dz|, gdzie M jest hiper-
boliczn

↪
a powierzchni

↪
a Riemanna, to w tej mapie

g(z) = min
{

2
|ϕ′(0)| : ϕ ∈ O(∆, M), ϕ(0) = z

}
.

Dowód. Z Propozycji 32.6 mamy ≤, natomiast równość mamy dla nakrycia p :
∆ → M takiego, że p(0) = z. ¤
Wniosek 32.8. Jeżeli N ⊂ M , to ωM ≤ ωN na N . ¤
Twierdzenie 32.9. (Bieberbach, 1916) Niech Ω b

↪
edzie ograniczonym obszarem w

C. Wtedy istnieje rozwi
↪
azanie problemu

(32.2)





u ∈ C∞(Ω)
∆u = e2u

lim
z→∂Ω

u(z) = +∞.
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Dowód. Niech g ∈ C∞(Ω) b
↪
edzie takie, że ωΩ = g|dz|. PoÃlóżmy u := log g. Wtedy

K = −1 oznacza dokÃladnie, że ∆u = e2u. W celu pokazania warunku brzegowego
weźmy z0 ∈ ∂Ω oraz R > 0 takie, że Ω ⊂ K(z0, R). Wtedy ωΩ ≥ ωK(z0,R)\{z0}, co
oznacza, że

u(z) ≥ − log |z − z0| − log log(R/|z − z0|). ¤

Propozycja 32.10. Jeżeli Ω = ∆, to funkcja

u(z) = log
2

1− |z|2
jest jedynym rozwi

↪
azaniem problemu (32.2).

Dowód. Musimy tylko pokazać jednoznaczność (32.2). Niech v b
↪
edzie rozwi

↪
aza-

niem (32.2) i dla r < 1 poÃlóżmy vr(z) = v(z/r) − log r. Wtedy vr ∈ C∞(K(0, r))
speÃlnia ∆vr = e2vr oraz lim|z|→r vr(z) = +∞. Przypuśćmy, że zbiór {vr < u} jest
niepusty. Jest on relatywnie zwarty w K(0, r), znajdziemy zatem z0 w tym zbiorze
takie, że vr − u ma minimum w z0. Wtedy w z0 mamy 0 ≤ ∆vr −∆u = e2vr − e2u

- sprzeczność. Otrzymalísmy zatem u ≤ vr, a st
↪
ad u ≤ v. Zamieniaj

↪
ac u z v

otrzymamy równość. ¤

33. Iteracja funkcji wymiernych (nie byÃlo na wykÃladzie)

B
↪
edziemy teraz stale zakÃladać, że R = P/Q jest funkcj

↪
a wymiern

↪
a (któr

↪
a traktu-

jemy jako odwzorowanie holomorficzne P→ P), gdzie P, Q s
↪
a wielomianami zespolo-

nymi bez wspólnych zer. ZakÃladamy także, że d = deg R := max{deg P, deg Q} ≥ 2.
Oznacza to, że dla w spoza skończonego podzbioru P zbiór R−1(w) jest dokÃladnie
d-elementowy. Przez Rn = R ◦ · · · ◦R oznaczamy n-t

↪
a iteracj

↪
e odwzorowania R.

Zbiór Fatou F funkcji R definiujemy jako zbiór wszystkich z ∈ P takich, że ci
↪
ag

Rn jest rodzin
↪
a normaln

↪
a w pewnym otoczeniu z. (Normalność rodziny funkcji wy-

miernych, a nawet meromorficznych, oznacza dokÃladnie, że z każdego ci
↪
agu możemy

wybrać podci
↪
ag zbieżny jednostajnie w metryce sferycznej na P.) DopeÃlnienie

zbioru Fatou J := P \ F to zbiór Julii funkcji R. Oczywście F jest otwarty,
zaś J jest zwarty. Zbiory te zostaÃly zdefiniowane niezależnie przez tych dwóch
matematyków w 1918 r.

Udowodnimy teraz podstawowe wÃlasności zbioru Julii.

Propozycja 33.1. J 6= ∅.
Dowód. Przypuśćmy, że J = ∅. Wtedy {Rn} jest rodzin

↪
a normaln

↪
a na P, a wi

↪
ec

istnieje podci
↪
ag Rnk jednostajnie zbieżny do pewnej funkcji f ∈ O(P,P), czyli do

funkcji wymiernej. Jeżeli f jest staÃla, to dla n odp. dużego Rn nie byÃloby surjekcj
↪
a

- sprzeczność. Jeżeli f nie jest staÃla, to f ma skończon
↪
a liczb

↪
e zer. Z twierdzenia

Rouchégo (rozpatruj
↪
ac odp. maÃle koÃla o środkach w tych zerach) Ãlatwo dostaniemy,

że dla k odp. dużego Rnk ma tyle samo zer liczonych z krotnościami co f . Oz-
naczaÃloby to, że deg Rnk jest ograniczony, ale deg Rnk = dnk - sprzeczność. ¤
Propozycja 33.2. R−1(J ) = J .

Dowód. Jeżeli rodzina {Rn} jest normalna na zbiorze otwartym U , to jest również
normalna na zbiorach otwartych R−1(U) oraz R(U). St

↪
ad oraz z surjektywności R

otrzymamy R−1(F) = F , a wi
↪
ec także R−1(J ) = J . ¤
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Propozycja 33.3. Zbiór Julii odwzorowania RN , N ≥ 1, jest taki sam jak zbiór
Julii R.

Dowód. Jeżeli {Rn} jest rodzin
↪
a normaln

↪
a na pewnym zbiorze otwartym, to jest

oczywiste, że również {RnN} jest rodzin
↪
a normaln

↪
a. Z drugiej strony, jeżeli {RnN}

jest normalna i Rnk jest ci
↪
agiem w {Rn}, to, ewentualnie zamieniaj

↪
ac go z podci

↪
a-

giem, możemy zaÃlożyć, że ci
↪
ag R[nk/N ]N jest jednostajnie zbieżny do pewnej funkcji

f . Znajdziemy wtedy N0 = 0, 1, . . . , N − 1 oraz podci
↪
ag nkl

taki, że Rnkl
−N0 → f ,

czyli Rnkl → f ◦RN0 . ¤
Twierdzenie 33.4. Jeżeli J ma niepuste wn

↪
etrze, to J = P.

Dowód. Niech U ⊂ J b
↪
edzie zbiorem otwartym. Rozważmy zbiór

⋃
n≥1 Rn(U).

Z Propozycji 33.2 jest on zawarty w J , natomiast z twierdzenia Montela wynika,
że jego dopeÃlnienie jest co najwyżej dwuelementowe (bo ci

↪
ag Rn nie jest rodzin

↪
a

normaln
↪
a na U). Z domkni

↪
etości J dostaniemy tez

↪
e. ¤

Propozycja 33.5. Jeżeli R jest wielomianem, to ∞ /∈ J .

Dowód. Znajdziemy r > 0 i λ > 1 takie, że |R(z)| ≥ λ|z|, gdy |z| ≥ r, a zatem
|Rn(z)| ≥ λn|z|, gdy |z| ≥ r i n ≥ 1. Wynika st

↪
ad, że P \K(0, r) ⊂ F . ¤

Poniższe twierdzenie może być użyte do komputerowego wyznaczania zbioru
Julii.

Twierdzenie 33.6. Dla każdego z0 ∈ J zbiór
⋃

n≥1 R−n(z0) jest g
↪
esty w J .

Dowód. Przypuśćmy, że nie jest to prawda. Znajdziemy wtedy zbiór otwarty U
taki, że U ∩ J 6= ∅ oraz U ∩⋃

n≥1 R−n(z0) = ∅. Oznacza to, że z0 /∈ ⋃
n≥1 Rn(U).

Ponieważ {Rn} nie jest rodzin
↪
a normaln

↪
a na U (bo U ∩ J 6= ∅), to z twierdzenia

Montela zbiór E := P\⋃n≥1 Rn(U) jest co najwyżej dwuelementowy. Mamy wtedy
z0 ∈ E i w celu zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że E ⊂ F .

Jeżeli R(z) ∈ E, to R(z) /∈ Rn(U) dla każdego n, a st
↪
ad z ∈ E, czyli R−1(E) ⊂

E. Ponieważ zbiór E jest skończony, R|E jest bijekcj
↪
a E → E. W przypadku, gdy E

jest jednoelementowy, to zmieniaj
↪
ac zmienne w P przy pomocy homografii możemy

zaÃlożyć, że E = {∞}. Ale wtedy R−1(∞) = {∞}, a wi
↪
ec R jest wielomianem i

korzystamy z Propozycji 33.5.
Jeżeli natomiast E jest dwuelementowy, to znowu zmieniaj

↪
ac zmienne możemy

zaÃlożyć, że E = {0,∞}. Wtedy albo R(0) = 0, R(∞) = ∞ albo R(0) = ∞,
R(∞) = 0. W pierwszym przypadku R jest postaci Czd, a w drugim Cz−d. W
obydwu E ⊂ F ( Ćwiczenie ). ¤
Twierdzenie 33.7. J jest zbiorem doskonaÃlym, tzn. nie zawiera punktów izolo-
wanych.

Dowód. Niech U b
↪
edzie otoczeniem z0 ∈ J . ZaÃlóżmy najpierw, że Rn(z0) 6= z0

dla wszystkich n ≥ 1 (tzn. z0 nie jest punktem okresowym). Wybierzmy z1 takie,
że R(z1) = z0. Wtedy z1 ∈ J (Propozycja 33.2) i z Twierdzenia 33.6 znajdziemy
ζ ∈ J ∩ U oraz m ≥ 1 takie, że Rm(ζ) = z1 i ζ 6= z0 (inaczej z0 byÃlby punktem
okresowym).

Niech z kolei Rn0(z0) = z0 dla pewnego n0 ≥ 1 i niech n0 b
↪
edzie najmniejsz

↪
a

tak
↪
a liczb

↪
a. Jeżeli z0 byÃloby jedynym rozwi

↪
azaniem równania Rn0(z) = z0, to z

Propozycji 33.3 i 33.5 otrzymalibyśmy z0 /∈ J (bo po konforemnej zmianie zmien-
nych, tak że z0 = ∞, Rn0 byÃloby wielomianem) - sprzeczność. Niech wi

↪
ec z2 ∈ J ,
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z2 6= z0, b
↪
edzie takie, że Rn0(z2) = z0. Jeżeli teraz Rj(z0) = z2 dla pewnego j ≥ 1,

to z okresowości zachodziÃloby to dla pewnego j = 1, . . . , n0−1, ale z drugiej strony
z0 = Rn0(z2) = Rn0+j(z0) = Rj(z0), co przeczy minimalności n0. Post

↪
epujemy

teraz tak samo jak poprzednio. ¤
Przypuśćmy teraz, że R = P jest wielomianem (stopnia d ≥ 2). Dzi

↪
eki Propo-

zycji 33.5 wiemy, że zbiór Julii J jest zwarty w C.

Twierdzenie 33.8. Dla wielomianu P poÃlóżmy

K := {z ∈ C : ci
↪
ag Pn(z) jest ograniczony}.

Wtedy ∂K = J oraz K jest wypeÃlnionym zbiorem Julii, tzn. K = J ∪ U , gdzie U
jest sum

↪
a skÃladowych ograniczonych C \ J .

Dowód. Niech λ,R b
↪
ed

↪
a takie jak w dowodzie Propozycji 33.5. Wtedy

(33.1) C \ K =
⋃

n≥1

P−n({|z| > r}).

W szczególności, K jest zwarty. Zauważmy, że z ∈ P (K) ⇔ z ∈ K, tzn. P−1(K) =
K. Z kolei P (z) ∈ ∂K oznacza, że P (z) ∈ K oraz istnieje ci

↪
ag wk ∈ C\K zbieżny do

z. Np. dzi
↪
eki otwartości P jest to równoważne istnieniu ci

↪
agu zkl

∈ C\K zbieżnego
do z i takiego, że P (zkl

) = wkl
. Mamy wi

↪
ec P−1(∂K) = ∂K.

Jeżeli z ∈ ∂K, to ci
↪
ag Pn(z) jest ograniczony, ale z (33.1) mamy Pn →∞ lokalnie

jednostajnie na C\K, a wi
↪
ec na żadnym otoczeniu punktu z ci

↪
ag Pn nie jest rodzin

↪
a

normaln
↪
a, czyli ∂K ⊂ J . Ponieważ C \K ⊂ F , to J ⊂ K i, dzi

↪
eki Propozycji 33.1,

K 6= ∅. Niech z0 ∈ ∂K. Z Twierdzenia 33.6 wynika, że zbiór
⋃

n≥1 P−n(z0) jest
g

↪
esty w J . Zbiór ten jest jednak zawarty w ∂K (bo P−1(∂K) = ∂K), a wi

↪
ec ∂K

jest g
↪
esty w J . St

↪
ad ∂K = J .

Mamy ∂U ⊂ K, wi
↪
ec z zasady maksimum i dzi

↪
eki temu, że P (K) ⊂ K dostaniemy

U ⊂ K. Pokazalísmy, że ∂K ∪ U ⊂ K i że U jest sum
↪
a skÃladowych ograniczonych

C \∂K. Ponieważ skÃladowa nieograniczona C \∂K nie ma punktów wspólnych z K,
mamy ∂K ∪ U = K. ¤
PrzykÃlady. i) Dla P (z) = z2 mamy J = ∂∆.

ii) Niech P (z) = z2 − 2. Można pokazać Ćwiczenie , że funkcja f(ζ) = ζ + 1/ζ

odwzorowuje konforemnie obszar {|ζ| > 1} na C \ [−2, 2]. Mamy także (f−1 ◦ P ◦
f)(ζ) = ζ2. Wynika st

↪
ad, że Pn →∞ na C \ [−2, 2]. Z drugiej strony P ([−2, 2]) ⊂

[−2, 2], a wi
↪
ec z Twierdzenia 33.8 J = K = [−2, 2].

W ogólnym przypadku jednak dynamika wielomianu kwadratowego Pc(z) :=
z2 + c, c ∈ C, jest bardzo skomplikowana i zbiory Julii Jc wielomianu Pc maj

↪
a

zwykle struktur
↪
e fraktali. Zbiór Mandelbrota (Brook, Matelski, 1978, Mandelbrot,

1980) M to zbiór tych c ∈ C, dla których ci
↪
ag Pn

c (0) jest ograniczony.
Ćwiczenie Pokazać nast

↪
epuj

↪
ace wÃlasności zbioru Mandelbrota

i) |Pn
c (0)| ≥ |c|(|c| − 1)2

n−1
, |c| ≥ 2, n ≥ 1;

ii) M⊂ K(0, 2);
iii) M =

⋂

n≥1

{c ∈ C : |Pn
c (0)| ≤ 2};

iv) M∩ R = [−2, 1/4].
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Można udowodnić (zob. np. [3]), że M jest spójny i jednospójny, ale otwartym
problemem pozostaje lokalna spójność M. Można także pokazać, że jeżeli c ∈ M,
to Jc jest spójny, natomiast dla c /∈ M zbiór Jc jest caÃlkowicie niespójny (tzn.
wszystkie skÃladowe spójne Jc s

↪
a jednopunktowe).
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