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WvyKiAD 1, 26.02.2007

1. Podstawowe wlasnosci liczb zespolonych

Liczba zespolona nazywamy pare liczb rzeczywistych, zbiér liczb zespolonych C

to zatem doktadnie zbiér R?. Element z = (x,y) € C zapisujemy w postaci x + iy.
Na zbiorze C wprowadzamy mnozenie (zgodnie z regula i2 = —1):

(x1 +iy1) (22 + iy2) = 122 — Y1y2 + i(T2y1 + T1Y2).

Mozna latwo pokazaé , ze C 7z dodawaniem wektorowym w R? oraz

tak wprowadzonym mnozeniem jest cialem. Jezeli z = x + iy, to & nazywamy
czescia rzeczywista, natomiast y czescia urojona liczby z; ozn. x = Rez, y = Im 2.
Kazda liczbe zespolona z mozemy rowiez zapisaé¢ przy pomocy wspolrzednych bie-
gunowych:

z =r(cosp +isingp),

gdzie r = |z| = /2% +y?, za$ @ jest katem pomiedzy odcinkami [0,1] i [0, z]
(gdy z # 0) - nazywamy go argumentem liczby z. Zachodzi oczywiscie nieréwnosé
trojkata

|z +w| < |z|+ |w|, z,weC,

mozna rowniez tatwo pokazaé , ze

lzw| = |z||w|, =z,we C.

Chcemy teraz zdefiniowaé zespolona funkcje wykladnicza exp : C — C. Dla
2z = x + iy € C oczekujemy, ze e* = e%e¥, czyli wystarczy okredli¢ e'* dla t € R.
Chcemy by funkcja ta spetniata

&6
a wiec (oznaczajac e = A+iB) A’ = —B, B' = A, A(0) = 1, B(0) = 0. Jedynym
rozwiazaniem tego ukladu sa funkcje A = cost, B = sint. Funkcje wykladnicza

definiujemy zatem nastepujaco:

z

e :=e"(cosy +isiny), z=x+1iyecC.

Mozna tatwo pokazaé jej nastepujace wlasnosci

et = e%e",  zweC,

d
—e* =ze*, teR, zeC.

dt
Z faktu, ze |e*| = e® oraz dzieki temu, ze y jest argumentem liczby e* wynika, ze
funkcja wyktadnicza proste pionowe x = xy odwzorowuje na okregi o promieniu e,
natomiast proste poziome y = yg na pdélproste otwarte o poczatku w 0 o argumencie

Yo-
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Wracajac do wspdéhrzednych biegunowych, mozemy je teraz zapisa¢ w postaci
z =re'®. Dla z # 0 przez arg z oznaczamy zbiér argumentéw liczby z, tzn.

argz := {p € R: z = |z[e'*}.
Poniewaz (127 = ¢i¢ dla dowolnego ¢ € arg z mamy
argz = {@o + 2km : k € Z}.

Dla kazdego z € C,(:= C\ {0}) znajdziemy dokladnie jeden element arg z nalezacy
do przedziatu [—m, 7). Nazywamy go argumentem gléwnym liczby z i oznaczamy
Arg z. Funkcja Arg, okreslona na C,, jest nieciagta na pélprostej (—oo,0).

Mozemy teraz podaé¢ geometryczna interpretacje mnozenia w C: jezeli z = re'®,
w = pe'¥, to zw = rpePt¥); czyli mnozymy dlugosci, a dodajemy argumenty.
Mozemy stad réwniez wywnioskowaé wzér de Moivre’a: z tego, ze (e'¥)" = ¥
otrzymamy

(cosp +isinp)™ = cos(np) +isin(ny), ¢ €R, neN.
Dla danego z € C oraz n € N przez pierwiastek z stopnia n rozumiemy zbiér
Vzi={weC:uw" =z}
Zapisujac z i w we wspoélrzednych biegunowych:
z=re¥, w=pe",
otrzymamy warunki

2k
pzrl/n’ ¢:u7 ke,
n

Poniewaz €' = ¢/(¥*27) dla k =0,1,...,n — 1 otrzymamy wszystkie rozwiazania.
Zatem '
Yz = {|z|/reiet2m/n = 0,1, ,n—1}.

W szczegdlnosci, pierwiastek stopnia n z liczby niezerowej jest zawsze zbiorem n
elementowym.

Udowodnié, ze rozwiazaniem réwnania kwadratowego w C:
az’ +bz+c=0,

gdzie a € C,, b,c € C, jest
—b+ VA
1= —-
2a
gdzie A = b? — 4ac, przy czym VA jest zbiorem dwuelementowym jezeli A # 0 - w
tym przypadku zawsze otrzymamy dwa rozwiazania (jedno jezeli A = 0).

W przypadku wielomianéw dowolnego stopnia mamy rezultat niekonstruktywny,
tzw. zasadnicze twierdzenie algebry.

Twierdzenie 1.1. KaZdy niestaty wielomian zespolony ma pierwiastek.
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Powyzszy rezultat mozna udowodni¢ w sposdb elementarny przy pomocy lematu
d’Alemberta (oryginalny dowéd z 1746 r. zawieral luke).

Lemat 1.2. Zalozmy, zZe P jest niestatym wielomianem zespolonym oraz, Ze dla
pewnego zg € C mamy P(z9) # 0. Wtedy dla kazdego otoczenia U punktu zo
znajdziemy z € U takie, Ze |P(2)| < |P(20)].

Dowdd. (Argand, 1806) Niech
P(z)=ap+ar1z+ -+ apz".
Wtedy
P(zo+h)=ap+ai1(zo+h)+ -+ an(z0+h)" = P(z0) + Ath+---+ A,h",

gdzie wspélczynniki A; zaleza tylko od P i zp. Ktérys z nich na pewno nie znika,
gdyz w przeciwnym wypadku wielomian P bylby staly. Niech j bedzie najmniej-
szym indeksem, dla ktérego A; # 0. Mamy zatem

P(20 + h) = P(z) + A;h? + R(h),
gdzie 4
|R(h)| < |A;R7],

gdy |h| jest odp. male, h # 0. Mozemy znalezé h o dowolnie matym |h|, dla ktérego
Ajh7 ma argument przeciwny do argumentu P(zg). Wtedy

|P(20 + h)| < [P(20) + A7 + [R()] = | P(20)| = |A;77| + |R(R)| < |P(20)]. O

Dowod Twierdzenia 1.1. Oznaczajac P jak w dowodzie Lematu 1.2 i zakladajac,
ze an # 0, mamy

|P()] = lan| |2]" = |ao + arz + - + ap-12"7"|

’n z‘nfl'

> lan| 2" = lao| = |aa| |z = --- = |an-]]|

Mozemy w szczegélnosci znalezé R > 0 takie, ze |P(z)| > |P(0)], gdy |z| = R.
Funkcja |P| jest ciagla na C (bo oczywiste jest, ze mnozenie jest odwzorowaniem
ciaglym), znajdziemy zatem zo € K (0, R) takie, ze

|P(z0)] = min |P]|.
K(0,R)

Jezeli P(zy) # 0, to dzieki Lematowi 1.2 znajdziemy z € K (0, R) takie, ze |P(2)| <
|P(z0)| - sprzecznosé. O

Dla z € C,. definiujemy
logz:={weC:e¥ =z}
(dla z = 0 ten zbidr jest oczywiscie pusty). Jezeli zapiszemy w = 1 + i€, z = re'®,
to otrzymamy réwnanie e’e’® = re®. Zatem n = logr = log|z|, natomiast & =

¢ + 2k7, k € Z. Ostatecznie

log z = log |z| + iarg z.
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Liczbe
Log z :=log |z| + tArg z

nazywamy logarytmem gléwnym z.
Przy pomocy logarytmu mozemy zdefiniowaé potegi zespolone: dla z € C,,
w € C kltadziemy

LW — eu}logz‘

Zauwazmy, ze

. arg z
p 1/n617n ’

1/n _ 6%(10g|z|+iargz) _ ‘

z|

czyli otrzymamy to samo, co przy definicji pierwiastka.

Oblicayé
Przypomnijmy, ze ‘
e =cosp+ising, @€R.

Zespolone funkcje trygonometryczne mozna tatwo wyprowadzi¢ ze wzoréow FEulera:

e'”” = cosz +isin z,

¥

e " =cosz—1sinz.
Stad
eiz +e—zz
Cos z := —s
eiz _ e—iz
sin z := -
21

Mamy réwniez
cosh z := cos(iz) =
sinh z := —isin(iz) =

Pokazaé, ze arccos z = —ilog(z + V22 — 1).
Dla liczby zespolonej z = x + iy definiujemy jej sprzezenie: zZ := x — ¢y. Natych-
miast otrzymujemy, ze

Pokazaé, ze (zw) = ZW oraz €% = €.

2. Ré6zniczkowanie funkcji zespolonych

Oczywiscie kazde odwzorowanie liniowe C — C jest postaci
(2.1) Coz+—azeC

dla pewnego a € C. Poniewaz C = R?, mozemy réwniez rozpatrywaé réwnania
liniowe w sensie rzeczywistym - beda one postaci

C=R?32z+— A2z>5R?*=C,
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gdzie

(2.2) Az(i 3), D, q,s,t € R.

Takie odwzorowania C — C bedziemy nazywaé¢ R-liniowymi, natomiast odwzorowa-
nia postaci (2.1) C-liniowymi. Mozna tatwo sprawdzié, ze kazde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe, przy czym A jest postaci

_ (o =6
(5 )
gdzie a = o + 1. Z drugiej strony, dane odwzorowanie R-liniowe jest C-liniowe

wtedy i tylko wtedy, gdy p=1tiqg=—s w (2.2) ()

Niech f bedzie funkcja o wartosciach zespolonych okreslona w pewnym otoczeniu
punktu zy € C. Analogicznie jak w przypadku rzeczywistym powiemy, ze f jest
C-rézniczkowalna w punkcie zg, jezeli istnieje granica

L 1) = £0)

Z—20 Z— 20

e C.

Granice te nazywamy pochodna zespolona funkcji f w zg i oznaczamy przez f'(zo).
Jest oczywiste, ze kazda funkcja C-rézniczkowalna w zg jest w ciagta w z9. W
podobny sposéb jak w przypadku rzeczywistym dowodzimy podstawowych wias-
noéci funkeji C-rézniczkowalnych.

Propozycja 2.1. Jezeli funkcje f,g sa C-rozniczkowalne w zgy, to funkcje f + g,
fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, ze g(zo) # 0) sa C-rdiniczkowalne w zg
oraz w zy mamy

I'g — fg’.

(]
g2

(fxg9)=f %4, (f9)=f9g+/[d, <£> =

Propozycja 2.2. Jezeli f jest C-rdzniczkowalna w zg, zas g jest C-rozniczkowalna
w f(20), to go f jest C-rdzniczkowalna w zy oraz

(90 /) (20) = g'(f(20)) f'(20). O

Przypomnijmy, ze funkcja zespolona f jest rézniczkowalna w zy w klasycznym
sensie (bedziemy wtedy méwié, ze jest ona R-rézniczkowalna), jezeli istnieje odwzo-
rowanie R-liniowe A takie, ze

L L) = S(z0) = Az = 20)

z— 20 |z — 2o

=0.

Jezeli f = u + iv, gdzie u, v sa funkcjami rzeczywistymi, to

A (wAZM 1@(%))

vz(20)  vy(20)
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(ozn. u, = Ou/0x, u, = Ou/dy). Zauwazmy, ze kazda funkcja C-rézniczkowalna
jest R-rézniczkowalna, przy czym

_ (Ref'(20) —Im f'(z0)
A= <Imf’(zo) Re f'(20) ) ’

Przyktad. Funkcja f(z) =z, z € C, jest R-rézniczkowalna w kazdym punkcie (jest
nawet R-liniowa), ale nigdzie nie jest C-rézniczkowalna: zauwazmy, ze dla t € R
mamy

Z— 2o 1, jezeli z = zp + t,
z— 2 { —1, jezeli z = 2y + it,
czyli odpowiednia granica nie istnieje.
Zatézmy, ze f = u + iv jest R-rézniczkowalna w zg. Oznaczajac f, = uz + v,
fy = uy + 1vy, mamy

f(2) = f(20) + fa(20)(z = 20) + f(20)(y — yo) + o(|z = 20)-

Poniewaz
z+z z—Z
(2.3) T=—p Y= 5
otrzymamy
f(Z) — f(ZO) + fz(ZO) _2ny(20) (Z o ZO) + f:v(ZO) ‘;ify(ZO) (Z — ZO) + O(|Z N ZO|)'

Dla funkcji R-rézniczkowalnej definiujemy pochodne formalne

Her =y (i),

0z ox Z@y
24) of .. _1(df .of

WYKEAD 2, 5.03.2007

Pochodne czastkowe 0/0z i 0/0Z prowadzi¢ mozemy réwniez przy pomocy formy
df: mamy

fzdx + fydy = df = f.dz + fzdz = f.(dzx + idy) + fz(dz — idy),
a stad

(2.5) { fw:fz+f27

fy =i(fz = f2),

skad tatwo dostaniemy (2.4).
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Pokazaé, ze dla dowolnej funkcji R-rézniczkowalnej f mamy

of\y_of (of\_of
(5) -5 ()5

Obliczy¢ f, oraz fz, gdzie f(z) = |z|*Re (28).

Dla funkcji R-rézniczkowalnej w zp mamy wiec
f(z) = f(20) + f2(20)(z — 20) + f2(20)(Z — Z0) + o(|z — 20])

oraz, dla z # z,
zZ—%Zo o]z — zo|)

TRV TGO ) 4 o) =20 -

Z— 20 zZ— 20 Z — 20

Wspdlnie z ostatnim przyktadem daje to nastepujaca charakteryzacje funkcji C-
rézniczkowalnych.

Propozycja 2.3. Funkcja zespolona f = u + v jest C-rozniczkowalna w punkcie
zo wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest R-rézniczkowalna w zg oraz fz(zo) = 0, tzn. w 2o
spetnione sq réwnania Cauchy’ego-Riemanna:

{ Uy = Uy,
Uy = —Vy.

W takiej sytuacji f'(z0) = f.(z0). O

Powiemy, ze funkcja f : Q — C, gdzie Q jest zbiorem otwartym w C, jest
holomorficzna, jezeli jest ona C-rézniczkowalna w kazdym punkcie. Zbiér wszyst-
kich funkcji holomorficznych w © oznaczamy przez O(§2), natomiast przez O, ()
zbior nigdzie nieznikajacych funkcji holomorficznych. Z Propozycji 2.1 1 2.2 wynika,
ze suma, iloczyn, iloraz i ztozenie funkcji holomorficznych sa funkcjami holomor-
ficznymi. Jezeli f = u + v jest R-rézniczkowalna, to f jest holomorficzna wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnania Cauchy’ego-Riemanna.

Pokazaé, ze e” jest jedyna funkcja z O(C) taka, ze f/ = f oraz f(0) = 1.

Pokazaé, ze cos, sin, cosh, sinh € O(C) oraz obliczy¢ pochodne zespolo-

ne tych funkcji.

Propozycja 2.4. Zatéimy, ze f jest holomorficzna i klasy C' w pewnym otoczeniu
z0 € C oraz f'(z0) # 0. Wtedy istnieje U - otwarte otoczenie zy oraz V' - otwarte
otoczenie f(z), t.ze f:U — V jest bijekcja, f~1 jest holomorficzna oraz

(2.6) (f)(f(2) = zel.

Dowdd. Jezeli zapiszemy f = u + iv, to rzeczywista rézniczka f ma postaé

Uy U U U
A= T = v Y
Vg Uy —Uy Uy
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dzieki réwnaniom Cauchy’ego-Riemanna. 7 drugiej strony, wprost z definicji C-
rézniczkowalnosci
= fo = uy — iuy,.
Mamy wiec
2 2 2

det A = ug +uy = |f'[°.
Dzieki temu, ze f'(z) # 0, z rzeczywistego twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie
wynika, Ze istnieja odp. otoczenia U iV, t.ze f : U — V jest bijekcja klasy C' oraz
f~1 jest réwniez klasy C'. Zapiszmy f~! = a + i3. Rézniczka f~! jest réwna

az Qy\ _ a1 1 Up  —Uy

ﬂa: ﬁy u% =+ ug Uy Uy )
W szczegélnodei o, = By, ay = —fBy, czyli f~! jest holomorficzna. Formule (2.6)
dostaniemy rézniczkujac wzor

Y f(z) =2 =z€U 0O

Pokazaé, ze Log z € O(C \ (—o0,0]) oraz (Log z)' =1/z.

Podamy teraz formule na rézniczkowanie ztozenia funkcji zespolonej z krzywa.
Zatézmy, ze funkcje f : Q@ — C oraz v = (71,72) : (a,b) — Q sa rézniczkowalne
(w klasycznym sensie). Wtedy, korzystajac z (rzeczywistej) formuty na pochodna
zlozenia oraz z (2.3), (2.5), otrzymamy

%f(v(t)) = fo(y ) @) + fy(v(1)) 72 (2)
= f(0®) 7' (t) + £ (1) (D)

(2.7)

3. Calkowanie funkcji zespolonych

Niech a,b € R, a < b. Funkcje v : [a,b] — C nazywamy droga, jezeli v jest
ciagla oraz v jest kawatkami klasy C!, tzn. istnieja a = tg < t; < --- < t, = b
takie, ze v € C([tj,tj41]), 7 = 0,1,...,n — 1. Punkt v(a) nazywamy poczatkiem
za$ y(b) konicem drogi . Obraz v bedziemy oznaczaé¢ v*. Jezeli y(a) = v(b), to v
nazywamy droga zamknieta.

Zatézmy, ze f: y([a,b]) — C jest funkcja ciagla. Definiujemy

b
/ﬂmu:/fwwwww

(Powyzsza definicje otrzymamy takze rozpatrujac cze$¢ rzeczywista i urojona formy
rézniczkowej fdz = (u + v)(dx + idy).) Zauwazmy, ze funkcja pod calka jest
catkowalna w sensie Riemanna niezaleznie od tego jakie wartosci przyjmuje w punk-
tach t;. Ponadto, jezeli ¢ : [c,d] — [a,b] jest dyfeomorfizmem, to 7 := v o ¢ jest
droga taka, ze ¥* = v* oraz

fv f(2)dz, jezeli ¢’ > 0;

d
Aﬂmuzlfwmmww@wwmz{_hﬂﬁm i o <0,
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Zatem, jezeli 7|(qp) jest iniekcja, to f7 f(2)dz zalezy tylko od obrazu « oraz od
kierunku, w ktérym catkujemy, tzn. od orientacji. W takiej sytuacji bedziemy
czesto utozsamiaé drogi z ich obrazem oraz odpowiednia orientacja.

W szczegdlnosci, jezeli D jest obszarem, ktérego brzeg mozna iniektywnie spara-
metryzowaé droga zamknieta, to mozemy méwié o dodatniej orientacji 0D - bedzie
nia dowolna parametryzacja o kierunku odwrotnym do ruchu wskazéwek zegara.
Calka |, op f(2)dz ma wéwczas sens, gdyz nie zalezy od wyboru takiej parametryza-
cji (i jest ona zgodna z calka z formy po krzywej gladkiej). Bedziemy uzywaé tego
oznaczenia przede wszystkim, gdy D jest kolem lub wnetrzem tréjkata.

Jezeli f jest okreslone w pewnym otoczeniu obrazu drogi v i ma tam funkcje
pierwotna, tzn. istnieje funkcja holomorficzna F' taka, ze F' = f, to z (2.7) otrzy-
mamy

b
(31) [ #Gds= [ S PO =FO®) - Fo@).

W szczegblnosci, jezeli 7 jest droga zamknieta, to f7 f(z)dz =0.

Pokazac, ze jezeli funkcja f = u + iv ma pierwotna, to pole wektorowe

(v,u) jest potencjalne, tzn. (v,u) = Vy dla pewnej funkcji y.
Przyklad. Dlan € Z, zg € C oraz r > 0 obliczymy

/ (z — 2z0)"dz.
OK (z0,T)

Odpowiednia parametryzacja tego okregu bedzie
Y(t) = 2o +re, 0<t<2m
Wtedy +/(t) = rie® oraz

(3.2) / (Z — Zo)"dz — /27r r”+1i€(n+1)itdt _ { 0, jezeli n 75 —1;
AK (z0,r) 0 2mi, jezelin = —1.

Zauwazmy, ze dlan # —1 wynika to réwniez z (3.1), gdyz wtedy funkcja (z—z()" ma
pierwotna okreslona w otoczeniu 0K (zp,r). Pokazuje to takze, ze funkcja 1/(z—zp)
nie ma pierwotnej w zadnym pierécieniu o $rodku w zg.

Jezeli z,w € C, to przez [z,w] oznaczamy droge dana przez parametryzacje
Y(t) =1 —t)z+tw, t €[0,1].

Obliczy¢ / Log = d=.

[1,4]
Pokazaé, ze
d
/ ¢ =2mi, z¢€ K(zo,r),
0K (z0,r) C -z

trzema sposobami:
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i) wprost z definicji, korzystajac z faktu, ze sinus jest funkcja nieparzysta, a
cosinus parzysta, wyprowadzi¢

¢ " 14+ acost
=22 5 dt,
0K (20,7) (—=z o 1+2acost+a
gdzie a = |z — zg|/r < 1 i obliczy¢ odp. calke nieoznaczona,
i) udowodnié, ze dla kazdej pdlprostej P o poczatku w z funkcja ¢ — 1/(¢ — 2)

ma pierwotna w C\ P oraz uzy¢ (3.1), (3.2);
iii) pokazaéd, ze

oo

Ciz - Z(C(Z__Zj;r):l’ z € K(z0,7), ¢ € 0K(z0,7),

przy czym zbieznos¢ jest jednostajna dla ¢ € 0K (zg,r), 1 uzyé (3.2).

Zauwazmy, ze
/ f(2)dz
.

n=0

b
(3-3) S/ f Oy @] Y (B)lde < I(y) max|f],

gdzie \
1) = [ o)l

jest dlugodcia ~.

WvykiAD 3, 12.03.2007

4. Twierdzenie catkowe Cauchy’ego

Podstawowa wlasnoscia geometryczna funkcji holomorficznych jest twierdzenie
catkowe Cauchy’ego. Latwo wynika ono ze wzoru Greena w nastepujacym przy-
padku (Cauchy, 1825): zalézmy, ze f jest funkcja holomorficzna klasy C! w ob-
szarze {2, natomiast v jest droga zamknieta w €2, ktora parametryzuje brzeg klasy
C" obszaru D € 2. Wtedy

Af(z)dZZLjd(fdz):/szdz/\dz:o.

Gléwnym problemem w uogdlnieniu tego faktu jest pozbycie sie zalozenia, ze f jest
klasy C!. Zostalo to dokonane przez Goursata w 1900 r. Podstawowym krokiem
w dowodzie ogdlnej wersji twierdzenia catkowego Cauchy’ego bylo wykazanie jego
wzmocnionej wersji dla brzegu tréjkata (sam Goursat rozpatrywal czworokaty, jak
jednak wkrotce zauwazy! Pringsheim, naturalnym obiektami metody Goursata byty
tréjkaty).

Twierdzenie 4.1. Zaloimy, ze f € O\ {20}) N C(Q), gdzie Q jest otwartym
podzbiorem C, zas zy € Q. Wtedy dla dowolnego trojkata T C Q (czyli otoczki
wypuktej trzech niewspotliniowych punktow) mamy

f(z)dz = 0.
orT
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Dowdd. Zatézmy najpierw, ze zo ¢ T. Przez z1, 22,23 oznaczmy wierzchotki 7'

Rozpatrujac punkty (z; +2x)/2, j, k = 1,2, 3, dzielimy tréjkat T" na cztery tréjkaty
T, ..., T*. Mamy wtedy

4
- f(z)dz = Z f(2)dz.

— Jori

Wybierajac jako T; odpowiedni z tréjkatéw T, ..., T otrzymamy

f(2)dz

orT

<4

f(2)dz

0T

Zauwazmy takze, ze [(0Ty) = 1(0T)/2. W ten sam sposéb wybieramy indukcyjnie
tréojkaty T,,, n =1,2,..., tak, ze

/8Tn1 f(z)dz

oraz [(0T,) = (0T, -1)/2. Otrzymalismy zatem zstepujacy ciag tréjkatow T,, taki,
7e

<4 f(z)dz

oT,

(4.1) f(z)dz| <4 f(2)dz
oT OT,
oraz
. (0T, (or
(4.2) diam(7;,) < ( 5 ) = 2(n+1).
7 twierdzenia Cantora wynika, ze
m T, ={z}
n=1

dla pewnego z € T'. Z C-rézniczkowalnosci f w z mamy

f2)=fE)+ (F'(3) +e(2)) (2 - 2),

gdzie
lim e(z) = 0.

z2—2Z

Poniewaz funkcja f(2) + f/(2)(z — 2) ma pierwotna, z (3.1) i (3.3) wynika, ze

f(2)dz| =

oT,

/8Tn e(z)(z — 2)dz

< (0T,,)diam(T},) max le].

Korzystajac z (4.1) i (4.2) otrzymamy dla kazdego n

(U0T))?
Fzaz| < S

max |e|,
ar Tn
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czyli twierdzenie zachodzi przy zalozeniu, ze zp ¢ T'.

Jezeli zp € T, to dzielac T na trzy (lub dwa) mniejsze tréjkaty, ktérych wierz-
chotkiem jest zy widzimy, ze bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze zg jest jednym
z wierzcholkéw T'. Jezeli teraz podzielimy T na tréjkat 7)) o wierzchotku w zg oraz
czworokat @, tak, ze [(T)) dazy do 0, to z poprzedniej czesci wnioskujemy, ze

f(z)dz =0,
Qn

zatem

f(z)dz

<UT)) max|f|. O
aTy, T

n

f(z)dz
orT

Przyklady. i) Niech f(z) = e=* idla R > 0 niech Tx bedzie tréjkatem o wierz-
chotkach 0, R, R + iR. Z Twierdzenia 4.1 mamy

f(z)dz=0.
OTr

Wywnioskowaé stad, ze

/ costht:/ sint2dt = /.
0 0 8

ii) Calkujac funkcje e po brzegu prostokata o wierzchotkach

0, R, R + \i, \i (poniewaz kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na skonczona liczbe
tréojkatéw, jest jasne, ze Twierdzenie 4.1 zachodzi w przypadku, gdy T jest dowol-
nym wielokatem) pokazaé, ze

/ e cos(2A\z)dr = ﬁe_v, AeR.
0

Nastepnym krokiem jest pokazanie zwiazku twierdzenia catkowego Cauchy’ego z
istnieniem funkcji pierwotnej.

Twierdzenie 4.2. Niech ) bedzie obszarem w C, natomiast f funkcja ciaglta w 2.
Wtedy nastepujace warunki sq rownowazne
i) Istnieje F' € O(Q)) takie, ze F' = f;

ii) / f(2)dz =0 dla kazdej drogi zamknietej v w §Q.
v
Jezeli Q) jest obszarem gwiaZdzistym, to powyzsze warunki sq réwnowazne nastepu-
jacej wtasnosci
iii) / f(2)dz =0 dla kazdego trogkata T C €.
T
Dowdd. Implikacja i)=-ii) wynika natychmiast z (3.1). W celu pokazania implikacji

przeciwnej ustalmy zo € 2. Dla z € Q niech v bedzie dowolna droga taczaca zg
oraz z. Kladziemy

F(z) = / F(Q)dc.
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Dzieki i) widaé, ze definicja F' nie zalezy od wyboru 7. Dla odp. malych h mamy
(43) Feem-FE) = [ 0
z,2+

a stad, dzieki (3.3),

F(z+h) — F(2)
1)

- < sup [f(Q) = f(2)I-

C€[z,2+h]

W CCREOL

7 ciaglosci f w z wynika, ze ostatnie wyrazenie dazy do 0. Otrzymalismy zatem,
ze F e O(Q) oraz F' = f.

Jezeli Q jest gwiazdzisty, to implikacja ii)=-iii) jest trywialna, natomiast, zakla-
dajac, ze zachodzi iii) i ze €2 jest gwiazdzisty wzgledem z, ktadziemy

F(z):= / f(z)dz, =ze€q.
[20721
Z iii) wynika, ze zachodzi (4.3) i identycznie jak poprzednio dowodzimy, ze F' =

f. O

Z Twierdzen 4.1 i 4.2 wynika wersja twierdzenia Cauchy’ego dla zbioréow gwiaz-
dzistych.

Whiosek 4.3. Jezeli obszar Q jest gwiaZdzisty i f € O(Q\{z0})NC(Q) dla pewnego

zo € Q, to
/ f(z)dz=0
v

dla kazdej drogi zamknietej v w 2. [

5. Wzér catkowy Cauchy’ego

Podstawowa wilasnoscia funkcji holomorficznych jest wzor catkowy Cauchy’ego
(1831), ktéry odtwarza dana funkcje wewnatrz kola z jej wartosci na brzegu.

Twierdzenie 5.1. Jezeli f jest funkcja holomorficzng w otoczeniu kota K(zq,7),
to

(5.1) f(z) = % S Cf(—ozdc’ z € K(zo,r1).

Co wiecej, f jest C-rdzniczkowalna dowolng ilosé razy oraz

211

|
f(n)(z):n/aK(Zoyr)@ff))anC, z € K(z9,7), n=1,2,...

Dowéd. Niech §2 bedzie gwiazdzistym otoczeniem K (zg,7), w ktérym funkcja f jest
okreslona. Dla ¢ € Q zdefiniujmy

OPIC)

9(¢) = -z
f/(Z, C:Z‘
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Wtedy g € O(Q\ {z}) N C (), zatem Wniosek 3.3 implikuje, ze

£(0) |
= ¢ = ——=d¢ — 27 .
0 /mo,ﬂg““ /SK(W)C_Z ¢~ 2rif(2)

Otrzymali$my zatem (5.1). Druga cze$é¢ tezy wynika z faktu, ze mozemy teraz
rézniczkowaé pod znakiem calki, zauwazmy, ze

<582>: (C 1 z> =
<§z> <<iz> g ©

Druga czes¢ Twierdzenia 5.1 jest specjalnym przypadkiem ogoélnego rezulatu o
holomorficznosci funkcji danej wzorem catkowym dla dowolnej drogi (nazywanego
lematem o produkcji funkcji holomorficznych).

Lemat 5.2. Zaloimy, zZe v jest dowolna droga w C, natomiast g funkcja ciagta na
~v* . Polézimy

f(2) ::/Cg(_oqu, ze C\~".

Wtedy f € O(C\ ~*), f jest C-réziniczkowalna dowolna ilosé razy oraz dla n =
1,2,... mamy

f(”)(z):n!/(c_z)nﬂdg, ze€C\~*. O
2l

—Zz

. . , €
Obliczyé [

——=dz
oK (0,2) (2 +1)2
Jezeli rozpatrzymy wzér Cauchy’ego dla z = zy oraz parametryzacje ( = zo+re't,
0 <t < 2m, otrzymamy twierdzenie o wartosci sredniej.

Wniosek 5.3. (Poisson, 1823) Jezeli f jest funkcja holomorficzna w otoczeniu kota

K(zo,71), to
1 271'

f(zo):% ; f(zo +ret)dt. O

Bezposrednia konsekwecja wzoru Cauchy’ego jest takze nieréwnosé Cauchy’ego
(1835).

Twierdzenie 5.4. Niech f € O(K(zp,r)) bedzie taka, ze |f| < M dla pewnej
statej M. Wtedy
n! M

rn

[f™(20)] <

n=12...

Dowdd. Wystarczy zastosowaé wzér Cauchy’ego w kole K (zg,p) dla p < r oraz
(3.3), a nastepnie skorzysta¢ z dowolnosci p. O
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6. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych

Udowodnimy teraz szereg wlasnosci funkcji holomorficznych wynikajacych ze
wzoru Cauchy’ego. PokazaliSmy, ze kazda funkcja holomorficzna jest C-réznicz-
kowalna dowolna ilo§é razy. W szczegdlnosci, kazda funkcja, ktora lokalnie ma
pierwotna jest holomorficzna. Z Twierdzenia 4.2 wynika zatem rezultat odwrotny
do twierdzenia catkowego Cauchy’ego.

Twierdzenie 6.1. (Morera, 1886) Zalézimy, ze funkcja f € C(2) (2 otwarty w C)
spetnia

f(z)dz=0
orT

dla kazdego trdjkata T C Q. Wtedy f € O(Q2). O

Pokazaé, 7e jezeli f € C(C) N O(C\R), to f € O(C).

Przypomnimy teraz regularyzacje funkcji przez splot, ktéra jest przydatna w
rozwiazaniu nastepnego ¢wiczenia. Niech p € C*°(C) bedzie takie, ze suppp = A
(ozn. A := K(0,1)), p > 0, p(z) zalezy tylko od |z| oraz [.pdA = 1. Dla e >0
potézmy p.(z) := e ?p(z/e), wtedy suppp. = K(0,¢) oraz [.p.d\ = 1. Dla
JELL.(Q)iweQ ={ze€Q: K(z,e) CQ} kladziemy

fo(w) = (f % pe) (w) = /K ) = /A f(w — e2)p(2)dA(2).

Wtedy f. € C™(Qe) (przy czym D f. = f* D), fo — f w Lj,.(?), gdy € — 0,
natomiast jezeli f jest ciagle, to zbieznos¢ jest lokalnie jednostajna.

Udowodnié twierdzenie Morery dla kék: jezeli dla f € C(9) zachodzi
faK(zo » [ (2) dz = 0 dla kazdego kota K(z0,7) CQ, to f € O(Q).

Funkcje holomorficzna okreslona na C nazywamy catkowita.

Twierdzenie 6.2. (Liouville, 1847, Cauchy, 1844) KaZda ograniczona funkcja
catkowita jest stata.

Dowdd. Jezeli |f| < M na C, to z nier6wnosci Cauchy’ego wynika, ze |f'(z)| < M/r
dla kazdego z € C i r > 0. Jezeli wiec r — oo, to dostaniemy, ze f' = 0 na C. Ale
to oznacza, ze réwniez pochodna rzeczywista f wszedzie znika. [

WvYKLAD 4, 19.03.2007

Pokazaé, ze jezeli funkcja f € O(C) jest taka, ze Re f < M dla pewnej
stalej M, to f jest stala.
Pokazac, ze jezeli funkcja catkowita f spelnia

[f(2)] < Clz]", gdy |2 > R,

dla pewnych C, R > 0, to f musi by¢ wielomianem stopnia < n.
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7 twierdzenia Liouville’a w latwy sposob wynika zasadnicze twierdzenie algebry.
Bo jezeli niestaly wielomian P nie mialby pierwiastka, to f := 1/P byloby funkcja
calkowita. Co wiecej

lim |f(z)| = 0.

|z]—o0
W szczegdlnosci, f bytaby funkcja ograniczona, a wiec na mocy twierdzenia Liou-
ville’a otrzymalibysmy, ze P jest staly.
Nastepnym rezulatem jest zasada maksimum dla funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 6.3. Jezeli [ jest funkcja holomorficzna w obszarze  taka, Ze |f|
ostaga maksimum w 2, to f jest stata.

Dowéd. Dla K (zg,7) C  z twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze

2m
FGol < 5 [ 1ften + e

Jesli zatem |f| < |f(z0)| na 0K (z0,7), to z ciaglodci |f| wynika, ze |f| = |f(20)]
na 0K (zg,r), a wobec dowolnosci r, takze w K(zo,r). Twierdzimy, ze jezeli |f| =
|f(z0)| w K(z0,7), to wtedy f = f(z0) w K(zo,7). Jezeli f(z9) = 0, to jest to
oczywiste, mozemy wiec zalozyé, ze f # 0 w K(zg,r). Mamy

0= (’f’2)z = fz?"i_ (f?)f = f,?’

a zatem f' =0, wiec f = f(z0) w K(z0,7). Pokazaliémy wiec, ze jezeli max |f| =

K(207T)
|f(20)], to f = f(z0) w K(z0,7).
Jezeli teraz | f| osiaga maksimum w z € €, to kladziemy

O = {2 € Qi f(2) = [(20)).
Zbiér ten jest oczywiscie domkniety, natomiast z pierwszej czesci dowodu wynika,
ze jest on réwniez otwarty, co oznacza, ze Q' = Q. [

Twierdzenie 6.3 to staba zasada maksimum (zakladamy, ze maksimum jest glo-
balne), niedlugo pokazemy wzmocnienie Twierdzenia 6.3 (przy zalozeniu, ze mak-
simum jest lokalne).

Niech wielomian P(z) = ag+a12+---+a,2" bedzie taki, ze |P(z)| < 1,

gdy |z| = 1. Pokazaé, ze |aj| <1,j=1,...,n.
Niech f bedzie funkcja holomorficzna w otoczeniu pierscienia {1 <
|z| < 3} taka, ze |f| < 1, gdy |2| = 1 oraz |f| < 9, gdy |z2| = 3. Pokazaé, ze
|f(2)] <4, gdy |2 = 2.

Przy pomocy wzoru Cauchy’ego mozemy tez tatwo udowodnié¢ dwa twierdzenia
dotyczace ciagéw funkcji holomorficznych.

Twierdzenie 6.4. (Weierstrass, 1841) Jezeli f, jest ciagiem funkcji holomor-
ficznych w Q) zbieznym lokalnie jednostajnie do funkcji f, to [ jest funkcja holomor-
ficznag oraz dla kazdego k = 1,2,... mamy lokalnie jednostajnag zbieino$c f,gk) —
&),

Dowdd. Niech K (zp,7) C 2. Funkcje f, speliaja wzér Cauchy’ego (3.6), zatem
spelia go réwniez f. Z Lematu 4.2 wynika, ze f jest holomorficzna w K (zp,r). Co
wiecej, z nieréwnosci Cauchy’ego dostaniemy

|

max |fF) — f®)] < max |f, — f]. O
K(20,7/2) (r/2)F R (20,r/2)
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Twierdzenie 6.5. (Montel, 1911) Jezeli f, jest lokalnie jednostajnie ograniczo-
nym ciagiem funkcji holomorficznych na obszarze Q0 w C, to istnieje podciag f,
zbiezny lokalnie jednostajnie w 2.

Dowdd. Jezeli K (zo,7) C , to z wzoru Cauchy’ego mamy

|fn(z) - fn(Z0)| =

z— 2 fa(Q) Mo
_JInS) 4 _ Y
2mi /(9K(z0,r) (C - Z)(C - ZO) ‘= T(T - 5),

gdzie |z — 29| < & oraz |f,| < M w K(z,7). Wynika stad, ze rodzina {f,} jest
jednakowo ciagla, tzn.

V2o € QVe>036>0Vn: |z—20 <= |fulz) = fulz0)] <e.

Teza twierdzenia wynika teraz z twierdzenia Arzeli-Ascoliego. [J

Korzystajac z twierdzenia Baire’a pokazaé, ze jezeli f, € O(Q) jest
ciagiem zbieznym punktowo w €2, to istnieje otwarty, gesty podzbiéw Q' w Q, gdzie
ciag f, jest lokalnie jednostajnie ograniczony, skad wynika, ze lim f,, € O().

7.Szeregi potegowe

Wyrazenie

(7.1) Zan(z—zo)", zeC
n=0

nazywamy szeregiem potegowym o srodku w zg € C i wspdlczynnikach a,, € C,
n=201,....

Przyktad. Szereg geometryczny Z 2™ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1.

n=0
Wynika to ze wzoru
1— Zn—i—l
Idz+-+2"=——, z#1L
1—-2
Mozemy zatem zapisaé
(7.2) iz” = L, |z| < 1.
o 1—2

Twierdzenie 7.1. (Cauchy, 1821, Hadamard, 1892) Polézimy

1

Ri=———.
limsup V/|a,|

n—oo

(7.3)

Wtedy szereg (7.1) jest bezwzglednie i lokalnie jednostajnie zbieiny w kole K(zg, R)
oraz rozbieiny dla kaidego z € C\ K (2o, R).
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Dowdéd. Dla z € K(zp, R) niech 7 i A beda takie, ze |z — zo| <7 < R oraz r/R <
A < 1. Wtedy dla n odp. duzego mamy i/|a,| < A/r, zatem

N2 N2 oo )\Nl
DREERNI E SIS P e
TL=N1 n:N1 n=N1

gdy N1 — co. Z warunku Cauchy’ego zbieznosci otrzymaliSémy zatem bezwzgledna
i jednostajna zbieznoéé szeregu na K (zg, 7).

Z drugiej strony, jezeli |z — zp| > R, to istnieje podciag ay, taki, ze "{/|an,| >
1/]z — 20|, co oznacza, ze |an, (2 — 29)™*| > 1, nie jest zatem spelniony warunek
konieczny zbieznosci szeregu. [

Koto K(zp, R) z Twierdzenia 7.1 nazywamy kolem zbieznosci, zas R promieniem
zbieznodci szeregu (7.1). Formula (7.3) na promieni zbieznosci szeregu potegowego
nosi nazwe wzoru Cauchy’ego-Hadamarda. Zauwazmy, ze promien zbieznosci sze-
regu (7.1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje M > 0 takie, ze dla n odp.
duzego mamy |a,| < M™ - wtedy R > 1/M.

Twierdzenie 7.1 nie rozstrzyga zbieznosci szeregu potegowego na brzegu kola
zbieznoci.

Przyktady. Kolem zbieznoéci kazdego z szeregéw Z Z Z Jest K(0,1).

n=0 n=1
i) Szereg > 2™ jest rozbiezny we wszystkich punktach z brzegu kola zbieznosci.

ii) Szereg > 2™ /n? jest zbiezny bezwzglednie na brzegu.

iii) Szereg ) 2"/n jest rozbiezny w 1 i zbiezny warunkowo na 0K (0,1) \ {1}
( Ewiczenie ).

iv) Pokazaé, ze istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych p,, oraz geste

podzbiory Ay, A_ C 0K (0,1) takie, ze 2P» = £1 dlaz € Ay. Stad szereg > 2" /n
jest rozbiezny w A, i zbiezny warunkowo w A_.

Istotna wlasnoscia szeregdéw potegowych jest jednoznaczno$é¢ ich wspdtczynni-
kéw.

Propozycja 7.2. Zaléimy, zZe szeregi potegowe > an(z — z0)™ oraz > bp(z — z0)"
sq zbiezne do tych samych warto$ci na zbiorze A takim, Ze zg jest punktem skupienia
A. Wtedy a,, = b, dla wszystkich n.

Dowdd. Bez straty ogoélnosci mozemy zalozy¢, ze b, = 0 dla wszystkich n. Przy-
puséémy, ze a,, # 0 dla pewnego m i wybierzmy najmniejsze takie m. Wtedy

o0
Zan(z—zo) (z — 20) ZGnerZ—Zo), z # 2.
n=0

Szereg > 7 antm(z—20)"™, zbiezny do pewnej funkcji ciaglej w otoczeniu zq (dzieki
Twierdzeniu 7.1), znika dla z € A, zatem znika réwniez w zg, czyli a,, = 0 -
sprzecznos¢. [

Przyktad. Rozpatrzmy ciag Fibonacciego (1202):

ap=0, a1 =1, ap=an 2+an_1, n=2,3,...
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Pokazaé, ze w pewnym (rzeczywistym) otoczeniu 0 mamy

> T

E anxnziz
l—xz—2x

n=0

oraz, rozwijajac prawa strone w szereg potegowy, ze
n n
1 5 1—+/5
( +2\[> - ( 2\f> ] (de Moivre, 1730).

Nastepujacy rezultat jest bezposrednia konsekwencja Twierdzenia 6.4 (mozna go
zreszta udowodni¢ w bardziej elementarny sposéb).

1
Ay = ——

V5

Twierdzenie 7.3. Suma szeregu potegowego jest funkcja holomorficzng w kole
zbieznosci. Szereg potegowy mozna réiniczkowaé wyraz po wyrazie. [

Whniosek 7.4. Jezeli -
f2) =Y anlz - z20)"
n=0

dla z w pewnym otoczeniu zg, to

(n)
an =10 o,
n!
Dowdd. 7 Twierdzenia 7.3 mamy
fm(z) = Z nn—1)...(n—m+1)ay(z — z)" ™

i dla z = 2y otrzymujemy zadany wynik. [

Otrzymujemy teraz natychmiast nieréwno$¢ Cauchy’ego dla szeregéw potego-
wych.

Whniosek 7.5. Przypusémy, ze
oo
f(z) = an(z = 20)"
n=0

spetnia |f(2)| < M dla z € K(zo,7). Wtedy

rn’

lan| < n=0,1,... O

8. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych, cd.

Udowodnimy najpierw, ze kazda funkcja holomorficzna w kole jest granica sze-
regu potegowego, czyli wynik odwrotny do T'wierdzenia 7.3.

Twierdzenie 8.1. Zaléimy, ze f € O(Q). Wtedy dla kazdego zo € Q funkcja f
rozwija sie w szereg Taylora w kole K (2o, dist(zo,052)), tzn.

O f£(n)
f(z) = Z fn(‘ZO)(z —20)", |z — 20| < dist(z0,09).
n=0 ’
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Dowdéd. Niech r bedzie takie, ze |z — zo| < 7 < dist(zg,9). Skorzystamy ze wzoru
Cauchy’ego (5.1). Dla ¢ € 0K (z¢,r) dzieki (7.2) mamy

11 1 (z—20)"
(-2 (—2zl—22 _Z(C—Zo)”H’

¢—=20 n=0

przy czym zbiezno$¢ jest jednostajna dla ¢ € 0K (zp,r). Zatem

=g [ T

2w Sk (so) € — 2
Ly f(Q)
= 5 - z—20)" — 7 d
211 n:(]( 0) /aK(zo,r) (C — z9)" 11 ¢

> f(n)
= Z 7']( n('z()) (Z — Z())n. O
n=0 ’

Pokazalismy zatem, ze funkcje holomorficzne to dokladnie te funkcje, ktére
mozna lokalnie rozwinaé w szereg potegowy (bedacy réwnoczesnie szeregiem Tay-
lora tej funkcji). Co wiecej, szereg Taylora funkcji holomorficznej w danym punkcie
jest zbiezny w kazdym kole o Srodku w tym punkcie, w ktérym funkcja ta jest
okreslona.

Zasade identycznosci dla funkcji holomorficznych latwo teraz wynika z zasady
identycznosci dla szeregéw potegowych (Propozycja 7.2).

Twierdzenie 8.2. Niech f,g bedag funkcjami holomorficznymi w obszarze ). Za-
toimy, ze f = g na zbiorze A C Q posiadajacym punkt skupienia w Q2. Wtedy f = g
w €.

Dowdd. Jezeli zq jest punktem skupienia zbioru A, to z Twierdzenia 7.6 i Propozycji
7.2 wynika, ze f = g w dowolnym kole K (zp,7) C . Zatem zbiér Q' = {z € Q :
f = g w pewnym otoczeniu z} jest domkniety w . Poniewaz jest on réwniez
oczywiscie otwarty, otrzymujemy ' = Q. [0
i) Czy istnieje f € O(K(0,1)) takie, ze f(1/n) = n/(n+ 1), n =
2,3,...7

ii) Czy istnieje f € O(K(0,1)) takie, ze f(1/n) =n/(n+2),n=2,3,...7

iii) Czy istnieje f € O(K(0,1)) takie, ze f(1/n)=e", n=2,3,...7

7 Twierdzen 6.3 i 8.2 wynika natychmiast mocna zasada maksimum dla funkcji
holomorficznych.

Twierdzenie 8.3. Jezeli [ jest funkcja holomorficzna w obszarze Q0 taka, ze |f|
ostaga maksimum lokalne w ), to f jest stata. [

WYKLAD 5, 26.03.2007

Korzystajac z zasady identycznosci oraz zasady maksimum mozna udowodnié
twierdzenie o odwzorowaniu otwartym.

Twierdzenie 8.4. Niestate funkcje holomorficzne okreslone na obszarze w C sq
odwzorowaniami otwartymi.
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Dowdd. Trzeba pokazaé, ze jezeli f jest funkcja holomorficzna w otoczeniu kota
K(z,7), to istnieje § > 0 takie, ze f(K(z0,7)) D K(wog,d), gdzie wy = f(z0).
Wybieramy ¢ € (0,r) tak, ze wo ¢ f(0K(z0,€)). Gdyby takie € nie istnialo, to
dla kazdego odp. malego ¢ > 0 znalezlibySmy punkty z. takie, ze |z9 — 2| = ¢
oraz f(z:.) = wo. Dzieki zasadzie identycznosci staloby to w sprzecznosci z tym, ze
funkcja f nie jest stala. Kladziemy teraz

1

0= — i — wp.
3 ceqmin |f(¢) — wo|

Z definicji € wynika, ze § > 0. Dla w € K (wy, d) musimy teraz znalezé¢ z € K(zg,¢)
takie, ze f(z) = w. Przypusémy, ze takie z nie istnieje. Z definicji § mamy

1£(¢) —w[ = [f(¢) —wo| — |wo —w| >0, (€ dK(2,¢).

Funkcja 2z — 1/(f(z) — w) jest wiec holomorficzna w otoczeniu K (zo,¢), zatem z
zasady maksimum wynika, ze
1 < 1
———— < max —————
|/(2) = w| = ¢eorzo) | F(C) — w]

Dla z = zp otrzymamy |wg — w| > § - sprzecznosé¢. [

<=, z€K(z¢).

SolN

Zauwazmy, ze w przypadku rzeczywistym nawet wielomiany nie musza by¢ od-

wzorowaniami otwartymi, np. f(z) = z2.

Pokazaé, ze z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym tatwo wynika staba
zasada maksimum (Twierdzenie 6.3) oraz lemat d’Alemberta (Lemat 1.2).

9. Funkcje analityczne

Funkcje f : (a,b) — R nazywamy analityczna, jezeli dla kazdego zo € (a,b)
istnieje r > 0 takie, ze f jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale (xg—r, zo+7).
Korzystajac z wlasnosci szeregéw potegowych mozna elementarnie pokazaé naste-
pujacy fakt.

Propozycja 9.1. Jezeli funkcje f, g sa funkcjami analitycznymi, to réwniez funk-
cje f g, fg oraz f/g (ta ostatnia pod warunkiem, ze g # 0) sa analityczne.

Przyktad. Funkcja 1/(1 + 2?) jest analityczna na R dzieki Propozycji 9.1. Szereg
Taylora w 0 ma postaé¢ (korzystamy z (7.2))

[ee]

L 2
1+2° Z(—l)”x "

n=0

Szereg ten jest zbiezny tylko w przedziale (—1,1), a wiec, w przeciwienistwie do
przypadku zespolonego, funkcji analitycznej nie mozna zawsze rozwinaé w szereg
Taylora w maksymalnym przedziale, w ktérym funkcja jest okreslona.

Funkcje analityczne sa $cisle zwiazane z funkcjami holomorficznymi dzieki naste-
pujacej charakteryzacji.

Propozycja 9.2. KaZda funkcja analityczna na (a,b) jest zaciesnieniem pewnej
funkcji holomorficznej okreslonej w pewnym otoczeniu (a,b) w C.
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Dowdd. Jezeli dla a € (a,b) mamy
f(z) = Zan(:z —a)", re(a—roa+ry),
n=0

to jest oczywiste (dzieki Twierdzeniu 7.1), ze zespolony szereg » . an(z — a)™
jest zbiezny do funkcji holomorficznej f, w kole K(a,r,). Co wiecej, z zasady
identycznosci wynika, ze fo = fg w K(o,ro) N K(B,73). Na obszarze

U K(a,ry) CC

a€(a,b)

mozemy wiec dobrze zdefiniowaé funkcje holomorficzna f:: fo na K(a,ry). O

Zauwazmy, ze Propozycja 9.1 wynika z Propozycji 9.2 1 wlasnosci funkceji holo-
morficznych. To, ze promieni zbieznosci szeregu Taylora funkcji 1/(1 + 2?) w 0
wynosi 1 wynika z tego, ze jej jednoznacznie okreslone zespolone przedtuzenie, czyli
funkcja 1/(1 + 22), ma osobliwodci w =-i.

Przyktad. Funkcja e=1/* (0 dla = = 0) jest klasy C™ w R oraz f(™(0) = 0 dla
kazdego n. Szereg Taylora funkcji f w 0 znika zatem tozsamosciowo, czyli nie jest
zbiezny do f w zadnym otoczeniu 0. Funkcja f nie jest wiec analityczna na R.

1/22

Wynika to réwniez z faktu, ze funkcja e™ , holomorficzna na C,, nie przedluza

sie do funkcji catkowitej (poniewaz np. e~ 1/(1)” = e1/t* _ o0, gdy t — 0).

Znalez¢ promien zbiezno$ci szeregu Taylora w 0 funkcji
—1
& n
x x
ew—l_(z(n—i—l)!) )

n=0

Uwaga. Funkcje analityczne na otwartym podzbiorze R” definiuje sie w identyczny
sposéb jak poprzednio: sa to dokladnie funkcje lokalnie rozwijalne w szereg Taylora.
Nieréwnosé Lojasiewicza (1958) méwi, ze jezeli f jest funkcja analityczna w 2 C R™,
to dla kazdego zwartego K C {2 istnieja stale M, > 0 takie, ze

|f(x)] > %(dist(a:, {f=0})*, zekK.

Jezeli f jest wielomianem, to mozna znalez¢ state M, o niezalezne od K.

10. Globalne twierdzenie catkowe Cauchy’ego

Bedziemy chcieli uogélni¢ twierdzenie catkowe Cauchy’ego (zob. Wniosek 4.3)
na szersza klase obszaréow i drég zamknietych. Pokazemy najpierw, ze jezeli D € C
jest obszarem o brzegu klasy C! (a nawet kawatkami klasy C'), to dla funkcji
holomorficznej f w otoczeniu D mamy

(10.1) o= [ 19

27 oD C — %

d¢, z€D.
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Wiynika to z nastepujacej konsekwencji wzoru Greena (1828).

Twierdzenie 10.1. Zalézmy, ze D jest ograniczonym obszarem w C o brzegu klasy
Cl. Wtedy dla f € C1(Q) mamy

2mif(2) :/@ 1) d¢ + =9 d¢ NdC, z€D.

pC—=2 pC—=2

Dowdd. Dla e > 0 oznaczmy D, = D \ K(z,¢). Ze wzoru Greena mamy

[ L[ Ho g
5]

DEC—Z DEC_Z

7 drugiej strony

fQ [ _ Q) . 7 it
/emsg—zdc_/tm /(‘)K(z,s)_/tBDC—ZdC ' 0 flz et

Gdy € — 0 otrzymamy teze (korzystajac przy okazji z tego, ze 1/¢ € L}, .(C)
[ Ewiczenie ). O

Zauwazmy, ze dz N\ dz = —2idx N dy, a stad

7o(0) = — /C %C(O A\, ¢ e C2(C).

Oznacza to, ze w sensie dystrybucyjnym

0 (1
(1) =

tzn. funkcja 1/(7z) jest rozwiazaniem fundamentalnym dla operatora 0/0z.

W celu uogdlnienia wzoru (10.1) wprowadzimy pojecie indeksu drogi zamkniete;
w C.

Propozycja 10.2. Dla drogi zamknietej v : [a,b] — C poldimy

1o

T 2 L C—=2

Ind, (2) ze C\ "

Wtedy Ind., jest funkcja o wartosciach catkowitych, statq na kazdej sktadowej spéjnej
zbioru C\ ~v*, znikajaca na sktadowej nieograniczonej C \ v*. Liczba Ind, (z) jest
réwna liczbie obrotéw (w kierunku odwrotnym do ruchu wskazéwek zegara) wektora
o poczatku w z i koricu w y(t), a <t <b, dookola z.

Dowéd. Niech 7 : [a,b] — C bedzie funkcja kawaltkami klasy C!. Dla funkcji

cy=o ([ 20 ). e
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mamy ¢ = ¢y /(v — 2), a stad (p/(y — 2)) = 0 (tam, gdzie v jest klasy C1).
Stad wynika, ze funkcja ¢/(y — z) jest stala. Korzystajac z faktu, ze p(a) = 1,

otrzymujemy .
exp </ 7<'L)(“”_)zczs> _ z((;)):zz t e [a,b).

Dla t = b oznacza to, ze exp(2milnd,(z)) = 1, co jest réwnowazne temu, ze
Ind,(z) € Z. Poniewaz Ind, jest funkcja ciagla na C\ 7* (a dzieki lematowi o
produkcji funkeji holomorficznych mamy nawet Ind, € O(C \ v*)), Ind, jest wiec
stala na kazdej sktadowej C \ 7. Z definicji Ind, latwo otrzymujemy takze, ze

lim Ind,(z) =0,

|z| =00
skad wnioskujemy, ze Ind, = 0 na skladowej nieograniczonej C \ ~*.
Przez A(t), t € |a,b], oznaczymy catkowity przyrost argumentu wektora v(s) — z,
gdy s rosnie od a do t. Znajdziemy podzial a = tg < t; < --- < t,, = b taki, ze

Y([tj—1,t]) jest zawarte w kole niezawierajacym z, j = 1,...,n. Dla danego j
mozemy wtedy wybra¢ logarytm tak, by byl ciaglty na v([t;—1,t;]). Otrzymamy

2rilnd, () = 3 /t V(’g(t_)zdt
= Z (]og(’y(tj) —z)— log(’y(tj—l) - 2))

N o | () =2
2 (e | =
—i(A(D) - A(@)). O

Fi(A(Ly) - A(tj_m)

W dalszym ciagu wygodnie bedzie catkowaé funkcje zespolone po skonczonej
sumie drég (np. po brzegu gladkiego obszaru wielospdjnego). Niech 71, ..., v, beda
drogami w C. Tworza one tancuch, ktéry zapisujemy I' = 1 + - - 4+ ;. Obrazem
taricucha I' jest I'* =~ U - - - U yg*x. Mamy wtedy

k

(10.2) /Ff(z)dz = Z/ f(2)dz, feC(T*),

Jj=1

przy czym prawa strone mozemy traktowaé¢ jako formalna definicje lancucha T,
tzn. jako funkcjonat liniowy okreslony na C'(I'*). Zauwazmy, ze tak naprawde do
tej pory dla danej drogi v interesowal nas wlasciwie tylko funkcjonat

Cy)s fw— / f(z)dz € C.

Dlatego tez sume 1 +- - -4y nalezy rozumie¢ jako sume odpowiednich funkcjonaléw
(a oczywiscie nie jako sume algebraiczna funkcji 1, ..., vk, ktéra zreszta nie mia-
taby w ogdlnym przypadku sensu). W oczywisty sposéb definiujemy sume i réznice
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dwéch tancuchéw. Diugoscia tancucha I' = y1 +- - -+ jest I(T) = I(y1)+- - - +1(Vk)-
Jest oczywiste (dzieki (3.3)), ze norma funkcjonatu (10.2) nie przekracza ().

Jezeli wszystkie drogi v1,...,7 sa zamkniete, to lancuch I' = v + -+ + v
nazywamy cyklem. Na cykle mozemy rozszerzy¢ pojecie indeksu:

% FC—Z

k
Indr(z) :== Zlnd,yj (z) = 1 / ij ZzeC\ T
j=1

Lemat 10.3. Zatoimy, ze K jest zwartym podzbiorem zbioru otwartego U C C.
Wtedy istnieje cykl T taki, zeT* C U\ K, Indr =1 na K oraz Indr =0 na C\ K.

Dowadd. Pokryjmy C siatka przystajacych szesciokatéw foremnych o érednicy nie
wiekszej niz polowa odleglosci K od C\ Q. Niech Qq,...,Q,, beda szeSciokatami
majacymi niepuste przeciecie z K. Z 6m-elementowego zbioru odcinkéw zorien-
towanych bedacych bokami tych sze$ciokatéw usuwamy te odcinki, dla ktérych
odcinki z przeciwna orientacja réwniez naleza do tego zbioru. Otrzymany zbiér
odcinkéw zorientowanych oznaczmy przez Y. Zauwazmy, ze dla kazdego v € X
mamy v* C Q\ K oraz istnieje dokladnie jedno ¥ € ¥ o poczatku réwnym koricowi
~v. Wynika stad latwo, ze wszystkie elementy 3, odp. uporzadkowane, tworza
cykl ' € Q\ K. Poniewaz Indpg, = 1 we wnetrzu Q; oraz Indsg, = 0 poza
Qj, 3 =1,...,m, wnioskujemy stad, ze Indr = 1 we wnetrzu Q1 U---U Q,, oraz
Indr =0 poza Q1 U---UQy,. O

Lemat 10.3 wynika tez natychmiast z nastepujacego, intuicyjnie oczywistego

faktu z analizy rézniczkowej, z ktorego jednak nie bedziemy korzystac:

Dla obszaru D € C o brzegu kawalkami klasy C*
istnieje cykl I' taki, ze I'" = 9D oraz Indr(z) =1, z € D.

WYKLAD 6, 2.04.2007

Ponizsze twierdzenie precyzyjnie charakteryzuje cykle, dla ktérych zachodzi
twierdzenie catkowe oraz wzér catkowy Cauchy’ego.

Twierdzenie 10.4. Dlia cyklu I' w obszarze 0 NWSR
1
i) Indr(z) f(z) = ,/f(odg“, z € Q\T, f e OWQ) (wzdr catkowy
2me Jp ¢ — 2

Cauchy’ego);

ii) / f(z)dz=0, feO(Q) (twierdzenie catkowe Cauchy’ego);

r
iii) Indp(z) =0, ze€C\Q.

Dowdd. (Dixon, 1971) i)=+i) Dla f € O(Q) i z € Q\ I" niech h(¢) := (¢ — 2) f(Q).
Wtedy korzystajac z i) mamy

0= Tndr(=) (=) = 5 / F(Q)dc.

ii)=1ii) Dla z € C\ Q funkcja f(¢) := 1/(¢ — #) jest holomorficzna w .



26 ZBIGNIEW BLOCKI

iii)=-1) Niech f € O(). Dla z,w € € polézmy

fO=fw) 4y,
g(z,w) := e
f'(2), z=w.

Twierdzimy, ze g € C(Q x Q). Jest oczywiste, ze funkcja g jest ciagla na A =
{(z,w) € AxQ:z=w}orazna Q x Q\ A. Dla z,w € K(a,r), 2 # w, gdzie r > 0
jest takie ze K (a,r) C 2, ze wzoru Cauchy’ego dla kota otrzymamy

a1 oo 2 (27 C50) -

6(z,w) — glaa) = } ¢

1 1 1
-1 ¢ ( - ) dc.
271 Jorctar? O\ w) ~ C—ap?
Wyrazenie w nawiasie dazy do 0 jednostajnie na 0K (a,r), gdy (z,w) — (a,a), a
wiec g € C(Q x Q). Zdefiniujmy
o |otcardc zeo
27_‘_7: r g 7Z ) z 9

i)
21t Jp ¢ —

h(z) =
d(, zeC\ Q.

Zauwazmy, ze

(103)  h(z) = —— / (¢, 2)de = 1/ SO g6 tndr(2) £(2), 2 Q\T.

2mi 2mt Jr (— 2

7 ciaglodci g wynika, ze h jest ciagta w €. Dla trdjkata T C 2 z twierdzenia

Fubiniego mamy
/ zdz—// ((,2)dzd¢ =0
or 21i Jr Jor

(dzieki Wnioskowi 4.3), z twierdzenia Morery otrzymamy zatem holomorficznosé
h w Q. Dla a € 9Q niech r > 0 bedzie takie, ze K(a,r) NT = 0. Z iii) mamy
Indr(a) = 0, a wiec takze Indr(z) = 0 dla z € K(a,r). Wtedy z (10.3) wynika,
ze definicja h jest wiec zgodna w otoczeniu 0f). 7 lematu o produkcji funkcji
holomorficznych wnioskujemy teraz, ze h jest funkcja catkowita. Co wiecej

lim h(z) =0,

|z| =00

z twierdzenia Liouville’a mamy zatem h = 0. Z (10.3) otrzymujemy i). O

Droge zamknieta v w obszarze 2 C C nazywamy homologiczna zeru w €2, jezeli
Ind, (z) = 0 dla kazdego z € C\ Q. Przypomnijmy, ze v jest homotopijna zeru w
), jezeli istnieje ciagle odwzorowanie H : [0, 1] X [a,b] — Q takie, ze dla kazdego
s € [0,1] krzywa H (s, -) jest zamknieta, H(0,-) =~ oraz H(1,-) jest stale (czyli v
mozna Sciagna¢ w 2 do punktu).
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Propozycja 10.5. KaZda droga zamknieta v w obszarze €, ktora jest homotopijna
zeru w §2 jest réowniez homologiczna zeru w €.

Rezultat odwrotny do Propozycji 10.5 nie jest prawdziwy (rys. ...).

W celu udowodnienia Propozycji 10.5 rozszerzymy definicje indeksu na krzywe
zamkniete (przypomnijmy, ze krzywe w C, to ciagle odwzorowania ~ : [a,b] — C,
gdzie [a, b] jest przedzialem zwartym; sa one zamkniete, jezeli v(a) = ~(b); podobnie
jak w przypadku drég obraz krzywej v réwniez oznaczamy ~v*).

Propozycja 10.6. Dia dowolnej krzywej zamknietej v : [a,b] — C i z € C\
v* mozna jednoznacznie zdefiniowaé liczbe catkowitq Ind.(2) tak, Ze definicja ta
pokrywa sie z definicja indeksu, gdy v jest droga, oraz jezeli v, : [a,b] — C jest
ciagiem krzywych zamknietych jednostajnie zbieznym do ~y, to dla odp. duzego n
mamy Ind,, (2) = Ind, (2).
Dowdéd. Oznaczmy d := dist(z,~y). Niech v1,72 : [a,b] — C beda drogami zamknie-
tymi takimi, ze ||y1 — || := max, ) |71 — 7] < d/4, |[v2 — 7|| < d/4 (takie drogi
istnieja dzieki temu, ze funkcje ciagle na zbiorach zwartych mozemy jednostajnie
aproksymowa¢ funkcjami klasy C'°°). Potézmy
~ M=%
=

t € [a,bl.

Wtedy

=t =l 2
Y=zl =le-n =3
a wiec 7 jest droga zamknieta zawarta w K(1,2/3). Mamy

Ind,, (=) — Indo, () = /a” (Ji(t) A0 )dt

" 2mi (t)—2z 7(t)—=z
_ 1A

C 2w ), A(t) at

= Ind5(0)

=0.

¥ -1 <

PokazaliSsmy zatem, ze indeks kazdej drogi zamknietej, ktora jest odpowiednio blisko
krzywej v jest taki sam. W ten sposéb mozemy zdefiniowaé¢ indeks krzywej ~.
7 powyzszego rozumowania wynika takze, ze jezeli § : [a,b] — C jest krzywa
zamknieta taka, ze || — || < d/4, to Indg(z) = Ind,(z), skad wnioskujemy druga
czesé tezy. O

Dowdéd Propozycji 10.5. Z Propozycji 10.6 wynika, ze dla z € C\ Q funkcja
[0,1] 5 s +— Indg(s,.)(2) € Z
jest ciagla, a wiec stala, a stad Ind,(2) = Indg(1,.y(2) =0. O

7. Twierdzenia 10.4 i Propozycji 10.5 otrzymujemy natychmiast nastepujacy
rezultat.

Whniosek 10.7. JeZeli v jest droga zamknieta, homotopijna zeru w obszarze ) C C,
za$ f funkcja holomorficzng w €2, to

Af(z)dz ~0. O
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Mozemy teraz takze scharakteryzowaé obszary, w ktérych wszystkie funkcje holo-
morficzne maja pierwotna.

Twierdzenie 10.8. Dla obszaru Q w C NWSR
i) Dla kazdego f € O(RQ) istnieje F' € O(Q) takie, ze F' = f;
i) Dla kazdego f € O.(Q) istnieje g € O(Q) takie, ze e9 = f;
i) Dla kaidego f € O.(Q) istnieje g € O.(Q) takie, ze g*> = f;
i) Kazda droga zamknieta w Q jest homologiczna zeru w ;
v) Zbior P\ Q jest spdjny, gdzie P = CU {oo} jest uzwarceniem C.

Dowdd. 1)=i) Rézniczkujac réwnanie e9 = f otrzymamy ¢’ = f’/f, ktére ma
rozwiazanie w O(Q2) dzieki i). Dla ustalonego zy € 2 mozemy wybraé g tak, ze
e9(0) = f(z9). Wtedy (e9/f) =0, a wicc e = f.

ii)=iii) e9 = (e9/2)2.

WYKLAD 7, 16.04.2007

iii)=ii) Jezeli pokazemy, ze funkcja f’/f (nazywamy ja pochodna logarytmiczna
funkcji f) ma pierwotna w Q, to z dowodu implikacji i)=-ii) wynika, ze ¢4 = f dla
pewnego g € O(2). Dzieki Twierdzeniu 4.2 wystarczy zatem pokazaé, ze

[ L9050

f(<)
dla kazdej drogi zamknietej v C €. Zauwazmy, ze
1P

3 ) 7O d¢ = Ind o+ (0).

Z iii) wynika, ze dla kazdego k = 1,2,... istnieje g € O(Q) takie, ze gik = f.
Wtedy otrzymamy
Ind o (0) = 2% Indy, o (0).

Liczba catkowita Indf.~(0) jest zatem podzielna przez kazda liczbe postaci 2k a
wiec jest rowna 0.

ii)=iv) Dla z € C\ Q niech g € O(Q) bedzie takie, ze ( — z = €9, ¢ €
Q. Roézniczkujac otrzymamy 1 = ¢'(¢)(¢ — 2), a wiec funkcja ¢ — 1/(¢ — z) ma
pierwotna w (2, zatem Ind,(z) = 0 dla kazdej drogi zamknietej v w €.

iv)=v) Niech P\ Q2 = AU B, gdzie A, B sa domkniete w PP, rozlaczne i co € A.
Wtedy B jest zbiorem zwartym w C, natomiast Q:=QUB=P \ A jest zbiorem
otwartym. Korzystajac z Lematu 10.3 znajdziemy cykl I' C Q\B taki, ze Indp(2) =
1dla z € B, astad B = 0.

v)=-1v) Niech I' bedzie dowolnym cyklem w €2 i niech z € C\ €. Poniewaz P\
jest spéjny, z nalezy do skltadowej nieograniczonej zbioru C\I'*, a wiec Indr(z) = 0.

iv)=1) Wynika natychmiast z Twierdzen 10.4i 4.2. O

Przypomnijmy, ze obszar () nazywamy jednospéjnym, jezeli kazda krzywa zam-
knieta w € jest homotopijna zeru w 2. 7Z Propozycji 10.5 wynika, ze obszary
jednospdéjne speliaja warunek iv) w Twierdzeniu 10.8. Udowodnimy pézniej (przy
okazji twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym), ze w rzeczywistosci
warunki w Twierdzeniu 10.8 sa réwnowazne jednospdjnoéci obszaru §2.
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Pokazaé, ze nie istnieje funkcja holomorficzna (a nawet ciagla) na

pierdcieniu {1/2 < |z| < 2} taka, ze g(2)? = 2.

11. Szeregi Laurenta

Pokazalismy, ze kazda funkcje holomorficzna w kole mozna przedstawi¢ jako sume
szeregu potegowego. Pokazemy teraz, ze funkcje okreslone w pierscieniu

P(z0,m,R) :={2€C:7<|z— 2] < R} = K(20,R) \ K(20,7)

rozwijaja sie w uogolniony szereg potegowy zawierajacy réwniez potegi ujemne.

Twierdzenie 11.1. (Laurent, 1843, Weierstrass, 1841) Jezeli f € O(P(zo,7, R)),
gdzie 0 <r < R < 00, to dla z € P(zg,r, R) mamy

f(z) = Z an(z — 2zo)" Zanz—zo —i—Za k(2 — 20) k,

n=—oo

(tzn. oba szeregi sq zbieine), gdzie dla dowolnego p € (r, R)

_ b O
(11.1) apn = 5] /aB(zo,p) (€= 2g)n T d¢, n€Z.

Dowdd. Niech ', R' beda takie, ze r < ' < R’ < R. Wtedy 0P(z,r’,R') jest
cyklem (orientacja dodatnia wzgledem wnetrza, czyli zgodnie z kierunkiem ruchu
wskazéwek zegara na 0K (zo,r’) i z kierunkiem odwrotnym na 0K (zo, R’)) takim,
ze _

0, zeC\P(z,,R),

Indop(eo v,y (2) = { 1, z€P(z,r, R).

Speliony jest wiec warunek iii) w Twierdzeniu 10.4 (z Q = P(zp,7, R)). Dzieki
réwnowaznemu warunkowi ii) dostaniemy teraz niezaleznosé prawej strony (11.1)
od p (bo funkcja podcatkowa jest holomorficzna w P(zp,r, R)). Z i) otrzymamy
natomiast dla z € P(z, ", R')

1 f(Q) 1
= ¢ = — - .
f(Z) 2mi OP(zop,r,R) C_ z C 2mi </8K(ZO»R) /BK(ZO:T))

Rozumujemy teraz jak w dowodzie Twierdzenia 8.1. Z (7.2) otrzymamy

o0

Z—Zo
1 z:: ZO n+17 CE@K(Zo,R),
(—z: 0 ¢ — 20)k1
0K
kz Z—Z k ) CG (207T)7

przy czym zbieznosé jest jednostajna wzgledem ( na, odpowiednio, 0K (zg, R) i
0K (zo,7). O
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Szereg postaci

o0

(11.2) > an(z = z0)"

n=—oo

nazywamy szeregiem Laurenta. Jest on suma dwéch szeregdw: czedci regularnej

Zan(z—zo)":ao—l—al(z—zo)—f—...,
n>0

oraz czesci osobliwej

a_q a_9

Z an(z — 20) :Z_Zo—i—(z_zo)z—f—...

Moéwimy, ze szereg Laurenta (11.2) jest zbiezny w z, jezeli w z zbiezna jest jego
czesé regularna oraz czes¢ osobliwa.

Twierdzenie 11.2. Czes¢ reqularna szeregu Laurenta (11.2) jest zbiezna bezwzgled-
nie i lokalnie jednostajnie w kole K (zo, R), rozbieina dla kazdego z € C\ K (29, R),
gdzie

B 1
lim sup |a, |/
n—oo
Czesé osobliwa szeregu Laurenta (11.2) jest zbiezna bezwzglednie i lokalnie jedno-

stajnie w C \ K(29,7), rozbieina dla kazdego z € K (zg,r), gdzie

1
r=limsupla_gx|"/F=—" .
kﬂoop la—] lim sup |a,, |*/™

n——oo

Jezeli r < R, to szereg Laurenta (11.2) jest zbieiny bezwzglednie i lokalnie jedno-
stagnie w pierscieniu P(zg,r, R), rozbiezny dla kazdego z € C\ P(zp,r, R).

Dowdd. Pierwsza czesé to doktadnie T'wierdzenie 7.1. Po podstawieniu

czé$¢ osobliwa bedzie miala postaé
o0
n k
E an(z — 2z0)" = E a_pw”,
n<—1 k=1

a promieni zbieznosci tego szeregu jest réwny 1/r. Stad wynika druga cze$é¢ twier-
dzenia, za$ trzecia jest natychmiastowa konsekwencja pierwszych dwoéch. [

Mamy nastepujaca zasade identycznosci dla szeregéw Laurenta.
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Twierdzenie 11.3. Jezeli szeregi Laurenta Z an(z — 20)", Z bn(z — 20)"
n=—oo n=—oo

sq jednostagnie zbiezne do tej samej granicy na okregu 0K (2¢, p) dla pewnego p > 0,

to a, = b, dla kazdego n € Z.

Dowdd. Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozyé, ze b, = 0, n € Z. Zalozenie oznacza,
ze mamy jednostajna zbieznosé

(11.3) D anpe™ =0, te0,2n].
n=—oo

Zbieznoéé jednostajna implikuje zbieznoéé w L2([0,27]). Dla n,m € Z mamy

2m
(et eimty — / pi(n—mt gy { 0, n#m,
0

2r, n=m.

Mnozac skalarnie obie strony (11.3) przez e!™ otrzymamy a,, =0, m € Z. O

Rozwinaé¢ funkcje 1/(2% — z) w szeregi Laurenta w pierécieniach {0 <

|z| < 1} oraz {1 < |z]| < oo}.

12. Osobliwosci funkcji holomorficznych

Mowimy, ze funkcja holomorficzna f ma osobliwos¢ izolowana w punkcie zg, jezeli
f€0OU\{z20}), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu zo w C. Z Twierdzenia
11.1 (dla r = 0 oraz R takiego, ze K(z9, R) C U) wynika, Ze w otoczeniu 2 funkcje
f mozemy rozwinaé¢ w szereg Laurenta

[e.o]

(12.1) f2)= " anlz—20)",

n=—oo

gdzie wspétczynniki a,, sa wyznaczone jednoznacznie (dzieki Twierdzeniu 11.3; sa
one dane przez (11.1)). Jezeli a, = 0 dlan = —1,-2,..., to méwimy, ze f ma
osobliwosé pozorna w zg. Jezeli istnieje m > 1 takie, ze a_,, # 0 oraz a, = 0
dla n < —m, to méwimy, ze f ma biegun rzedu m w zy (jezeli m = 1, to biegun
nazywamy prostym). W pozostatych przypadkach (tzn., gdy istnieje nieskoriczenie
wiele n < 0 takich, ze a,, # 0) méwimy, ze f ma istotna osobliwosé¢ w zy.

Jest jasne, ze funkcja holomorficzna ma pozorna osobliwosé w zy wtedy i tylko
wtedy, gdy przedtuza sie do funkcji holomorficznej w otoczeniu zy (z tego powodu
osobliwosci pozorne sa réwniez nazywane usuwalnymi). Jezeli f ma biegun rzedu
m w zg, to

(12.2) fo) = —em_ Gemir B

(z—20)™ (2 —2)"" (z—z0)™’

gdzie h jest funkcja holomorficzna w otoczeniu zq taka, ze h(zg) = a—,, # 0.
Z drugiej strony, jezeli g jest holomorficzna w otoczeniu zg, g Z 01 g(z0) = 0, to

9(2) = b (2 — 20)™ 4 bng1(z — 20)" T+ - = (2 — 20)™h(2),
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gdzie m > 1, zas h jest funkcja holomorficzna w otoczeniu zq taka, ze ﬁ(zo) =am #
0. Takie m nazywamy krotnoscia zera funkcji g w zg. Jest to réwnowazne temu, ze

9(20) = g'(20) = -+ = g™V (20) =0, ¢"™)(29) #0

(dzieki wzorowi Taylora).
7 powyzszych rozwazan widac, ze dla funkcji holomorficznej f w otoczeniu zg
mamy

f ma w zy zero krotnosci m < 1/f ma w zy biegun rzedu m.

Ogdlniej, jezeli f,g sa holomorficzne w otoczeniu zg i maja w zg zera krotnosci,
odpowiednio, m i k, to f/g ma w zy zero krotnosci m — k, jezeli m > k, oraz
biegun rzedu k —m, jezeli m < k. (Jezeli m = k, to f/g jest funkcja holomorficzna
w otoczeniu zy nieznikajaca w zp). W szczegdlnosei, funkcja f/g nie moze mieé
istotnej osobliwosci.

Przyktad. Funkcja
o0 1
1/z __
e = Z JAP
k=0

ma istotna osobliwosé¢ w 0.

WYKLAD 8, 23.04.2007

Jak wynika z poprzednich rezultatéw (z Twierdzen 4.1 i 6.1), kazda funkcja
holomorficzna posiadajaca osobliwos$¢ izolowana w zg, ktéra mozna przedtuzy¢ do
funkcji ciaglej w zg, ma w zg osobliwo$¢ pozorna. Ten fakt udowodnit Riemann
w 1851 r. Ponizszy, ogdlniejszy rezultat jest nazywany twierdzeniem Riemanna o
usuwaniu osobliwosci.

Twierdzenie 12.1. Przypusémy, ze funkcja holomorficzna f ma w zg osobliwo$é
izolowang oraz jest ograniczona w otoczeniu zo. Wtedy f ma osobliwo$¢ pozorng w
20-

Dowdd. Niech h(z) := (z — 2z9) f(z). Wtedy dla pewnego otoczeniu U punktu z
mamy h € OU \ {z}) N C(U), a stad h € O(U). Poniewaz h ma w zy zero
krotnosci > 1, a z — zg zero krotnosci 1, to f(z) = h(2)/(z — zp) ma w zy osobliwosé
pozorna. [

Poda¢ inny dowdd Twierdzenia 12.1: pokazaé, ze przy takich zaloze-

niach wspétczynniki a,, w Twierdzeniu 11.1 znikaja dla n < 0.

Pokazad, 7e jeieli

x
f(Z) = z (Ln(Z - zO)n € O(P(Zo,’l“, R))7
n=—oo

gdzie 0 <r < R < o0, to

1 R2n+2 o T2n+2 R

S PG = Y Tl 4 2log | o

T JP(z0,rR) e n—+1 r
Wywnioskowaé stad nastepujace wzmocnienie twierdzenia Riemanna: jezeli f €
ONL2(U\{z0}), gdzie U jest otwartym otoczeniem zg, to f ma pozorna osobliwo$é
w zg. Pokazaé, ze wykladnika 2 nie mozna poprawic.
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Twierdzenie 12.2. (Casorati, 1868, Weierstrass, 1876, Sochocki, 1873) Jezeli
funkcja holomorficzna f ma w zg istotng osobliwosé, to dla kazdego odp. malego
otwartego otoczenia V. punktu zg, zbior f(V \ {z0}) jest gesty w C.

Dowdd. Przypusémy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe, tzn. istnieje wg € C oraz
e > 0 takie, ze K(wg,e) N f(V\{z0}) = 0. Oznacza to, ze |f —wo| > e w V \ {20}
Funkcja g := 1/(f —wp) jest wiec ograniczona w V' \{zo}, z Twierdzenia 12.1 wynika
zatem, ze ma w zg pozorng osobliwosé. Czyli funkcja f = wg + 1/g nie moze mieé
W zg istotnej osobliwodci - sprzecznosé. [J

Uwaga. Znacznie mocniejsze (ale i trudniejsze do udowodnienia) niz Twierdzenie
12.2 jest tzw. wielkie twierdzenie Picarda (1879): przy zalozeniach Twierdzenia
12.2 zbiér f(V \ {z0}) omija co najwyzej jedna wartosé¢ w C.

Zweryfikowaé wielkie twierdzenie Picarda w nastepujacych przypad-
kach: e!/# (omija jedna warto$é), cos(1/z) (nie omija zadnej wartosci).

Podobnie jak w Twierdzeniu 10.8.v przez P = C U {oco} oznaczamy uzwarcenie
Aleksandrowa plaszczyzny zespolonej C. Oznacza to, ze otwarte otoczenia punktu
oo to zbiory postaci P\ K, gdzie K jest zwartym podzbiorem C. Ciag z; € C
jest zbiezny do oo, jezeli lim;_. |2;| = co. Uwaga: w przeciwenstwie do prostej
rzeczywistej nie rozrézniamy tutaj pomiedzy —oo i 400.

Pokazaé, ze P jest homeomorficzna ze sfera w R3.

Mozemy teraz skojarzy¢ rodzaje osobliwosci izolowanych z istnieniem odpowied-
nich granic.

Twierdzenie 12.3. Zaloimy, ze funkcja holomorficzna f ma osobliwo$é izolowang
w zg. Wtedy

i) f ma pozorna osobliwo$é w zy < istnieje lim f(z) € C;
zZ—2Z20

ii) f ma biegun w zp < lim f(z) = oo;
zZ—20

iii) f ma istotna osobliwosé w zy < nie istnieje lim f(z) € P.

zZ—ZzZ0

Dowdd. i) Natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia 12.1 (a nawet Twierdzen 4.1
i 6.1).

ii) Z (12.2) wynika =, natomiast < wnioskujemy z i) (f nie ma pozornej oso-
bliwosci) i Twierdzenia 12.2 (f nie ma istotnej osobliwosci).

iii) Natychmiastowa konsekwencja i) oraz ii). [

Przestrzen P ma strukture jednowymiarowej rozmaitosci zespolonej: odwzoro-
wania

1
1 1= idc, ¢2:P\{0}9z|—>;€C

sa homeomorfizmami takimi, ze ¢ 0 ;' @0 0 o7t € O(C,). Wraz z powyzsza
struktura P nazywamy sfera Riemanna.

Niech 1, Qs beda otwartymi podzbiorami P. Funkcje f : Q7 — Q5 nazywamy
holomorficzna (piszemy f € O(Q1,Q)), jezeli funkcje ¢; o fop; ' sa holomorficzne
dla 4,7 = 1,2 (tam, gdzie sa okreslone). Latwo sprawdzié, ze pojecie holomor-
ficznosci na sferze Riemanna jest wlasnoscia czysto lokalna. Jezeli wiec f(zo) = wo,
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to holomorficznos¢ f w otoczeniu zg mozemy scharakteryzowaé nastepujaco

i) Jezeli zp, wp € C, to f jest holomorficzna w zwyklym sensie;

ii) Jezeli zp = oo, wg € C, to f(1/() jest holomorficzna w otoczeniu 0;

iii) Jezeli zp € C, wg = o0, to 1/f jest holomorficzna;

iv) Jezeli zg = wo = o0, to 1/f(1/() jest holomorficzna w otoczeniu 0.

Niech f € O(Q,P), gdzie Q2 C C jest obszarem. Jezeli f # oo, to zbiér biegunéw
f1(o0) jest dyskretny. Taka funkcje nazywamy meromorficzna. Innymi stowy sa
to wiec funkcje holomorficzne poza zbiorem dyskretnym, przy czym zadna osobli-
wo$¢ nie jest istotna. Funkcje meromorficzne lokalnie mozna zapisa¢ w postaci
g/h, gdzie g, h sa holomorficzne, przy czym h # 0. Pokazemy pézniej (Twierdze-
nie 15.7), ze takie g i h mozna znalezé réwniez globalnie. Funkcje meromorficzne
sa zatem podobnym uogolnieniem funkcji holomorficznych jak funkcje wymierne
wielomiandow.

Pokazaé, ze funkcja catkowita przedtuza sie do funkcji z O(P, P) wtedy
i tylko wtedy, gdy jest ona wielomianem.

Udowodni¢, ze O(P,P) \ {oco} to doktadnie zbiér funkeji wymiernych.

Propozycja 12.4. i) O(C) n O(P,P) = {wielomiany};
ii) O(P,P) \ {00} = {funkcje wymierne}.

Dowdd. i) Jedli funkcja catkowita ma nie jest wielomianem, to w oo ma istotna
osobliwos¢.

ii) Niech f = P/Q bedzie funkcja wymierna, gdzie P,Q sa wielomianami bez
wspdlnego dzielnika (czyli ich zbiory zer sa rozlaczne). Jest oczywiste, ze f[c\g-1(0)
jest funkcja holomorficzna, przedtuzajaca sie do odwzorowania ciagtego P — P. Z
twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwosci wynika wiec, ze f € O(P,P).

Zatézmy z kolei, ze f € O(P,P), f # const. Wtedy zbiér f~1(c0) jest skoficzony
(bo gdyby nie byl, to ze zwartoéci P mialby punkt skupienia, wiec z zasady iden-
tycznosci wynikaloby, ze f = const). Stosujac zmiane zmiennych w P postaci
2 = 1/(z — 20), gdzie zg ¢ f~'(c0), bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze
zbiér f~1(o0) = {z1,...,2,} nie zawiera co. Wtedy funkcja flevge,. 2y Jest
holomorficzna oraz z ciagtoéci f na P oczywiscie mamy zlLII;_ f(2z) = o0, czyli f ma

J

bieguny w 21, ..., 2,. Istnieja zatem liczby naturalne mg, ..., m, takie, ze
P(z)=(z—z1)"™ ...(2—zp)™ f(2) € O(C).

Co wiecej, lim P(z) = oo (bo f(o0) # 00), czyli P jest wielomianem. [

13. Twierdzenie o residuach

Niech f bedzie funkcja holomorficzna posiadajaca osobliwo$é izolowana w zg.
W pewnym otoczeniu zp mamy rozwiniecie f w szereg Laurenta (12.1), ktéry jest
jednostajnie zbiezny na 0K (zp,r) dla 7 > 0 odp. matego. Mamy wtedy

(13.1) / f(z)dz = Z an/ (z — 20)"dz = 2mia_;.
OK (z0,T) n——00 0K (20,7)

Liczbe a_1 z rozwiniecia (12.1) nazywamy residuum funkcji f w punkcie zg i oz-
naczamy res ., f.
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Skonstruowaé funkcje f € O(C\ {0,1}) majaca istotna osobliwo$é¢ w

0, biegun rzedu 2 w 1 oraz taka, ze res; f = 3.
Przypusémy, ze f ma w zg biegun rzedu m. Wtedy
A_m a_mi1 h(z)

f(z) = + — 4+ ... =

(z—=20)" (2 —20)" ! (z —20)™

gdzie funkcja
h(z)=a—m+ a—mi1(z—20) + ...

jest holomorficzna w otoczeniu zg. Ze wzoru Taylora otrzymamy

h(k)
am%:k(,z‘)), k=0,1,...

Dla £ = m — 1 dostaniemy nastepujacy rezultat, ktéry jest podstawowym narze-
dziem przy obliczaniu residuéw w przypadku biegunéw:

Propozycja 13.1. Jezeli funkcja holomorficzna f ma biequn rzedu m w zq, to

1 d\"! m
res ,, f = 1) <dz> ((z = 20)"f(2)) . O

zZ=Zz0

Sformutujemy teraz i udowodnimy twierdzenie o residuach.

Twierdzenie 13.2. Niech Q) bedzie obszarem w C, zas I' cyklem homologicznym
zeru w Q. Zatoimy, Ze z1,...,z € Q\T (zj # 2z dla j #1) i ze f € O\
{z1,...,2}). Wtedy

k
/ f(z)dz = 2mi Z Indr(z;) res 2 f
r =

Dowdd. Zmajdziemy r > 0 takie, ze K (z;,7)NK(z,7) =0 dla j # l oraz K(z;,7)N
=0,751=1,..., k. Zastosujemy Twierdzenie 10.4 dla cyklu

ndp (zj) OK(zj,7)

||M??‘

i obszaru Q\ {z1,..., 2x}. Speliony jest warunek iii), zatem z ii)

0= /F F(2)dz = /F f(z)dz—jZi:lIndp(zj) /8 e fE

i wystarczy skorzysta¢ z (13.1). O

13a. Obliczanie pewnych calek rzeczywistych (nie bylo na wyktadzie)

Twierdzenie o residuach pozwala obliczy¢ wiele rzeczywistych calek okreslonych.
Ponizej przedstawimy kilka rodzajow takich calek. Bedzie to stuzylo przede wszyst-
kim zaprezentowaniu mozliwych metod zastosowania twierdzenia o residuach, z cata
pewnoscia ponizsza lista nie wyczerpuje przypadkéw, gdzie mozna je uzyc¢.
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I) Calki postaci
2m
/ R(cost,sint)dt,
0

gdzie R jest funkcja wymierna (czyli R = P/Q, gdzie P i ) sa wielomianami dwéch
zmiennych; wielomian () w tym przypadku nie moze mieé zer na rzeczywistym
okregu jednostkowym). Podstawiajac z = e otrzymamy
z+z z+1/z
cost =Rez = =
2 2
z—z z-1/z

sint=Imz = = =
24 21

oraz dz = ie''dt = izdt. Mamy wiec

27
1 -1 d ~
/ R(cost,sint)dt:/ R<Z+ /Z,Z /Z>Z:/ R(2)dz,
0 9K (0,1) 2 2 1z K (0,1)

gdzie R jest funkcja wymierna, nie majaca osobliwosci na 0K (0, 1).
27 2
p ) t
Pokazaé, e / st g T
o ©-+4cost 4

IT) Calki postaci

gdzie P, sa wielomianami rzeczywistymi takimi, ze Q # 0 na R oraz deg@ >
deg P + 2 (mamy wtedy pewnosé, ze funkcja P/Q jest sumowalna na R). Dla
R > 0 przez Cf; == {z € OK(0,R) : Imz > 0} oznaczmy gérna polowe okregu
0K (0, R) (o poczatku w R i koricu w —R). Dla R odp. duzego wielomian Q(z) nie
ma zer na 0K (0, R) oraz

P(z)
Q) ™

P(Z) dz| < CRdegP—degQﬂ_R_)O,
ct Q(z)
gdy R — oc0. Z twierdzenia o residuach mamy wiec
© P P P
/ (z) dr = lim (2) dz = 2mi Z reswﬁ.
—oo Q) R—00 JI_R,R]+C} Q(z) (2)
Q(w)=0
Im w>0
Pokaat, e [ A 7
III) Calki postaci
> P(z)cosz /°° P(x)sinx
13.2 / P P e,
132 QW QW

gdzie P, ) sa wielomianami rzeczywistymi. Jezeli (Q # 0 na R oraz deg @@ > deg P+
2, to funkcje podcatkowe w (13.2) sa sumowalne. Zauwazmy, ze catki (13.2) sa,
odpowiednio, czescia rzeczywista i urojona catki

[
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W dodatku, dzieki temu, ze |e?*| < 1, gdy Im z > 0, mamy

P iz
Pz)e

< CRdegP—degQﬂ_R =0
ot (2)

(13.3)

(zauwazmy, ze nie mogliby$my powtérzy¢ tego rozumowania, gdybys$my zamiast e*
wzieli funkcje, odpowiednio, cos z i sin z). Z twierdzenia o residuach dostaniemy

(13.4) /Oop(x)emdxzzm' > resww.

oo
p ) 3
Pokazad, e / w0s(32) g T
o x?+4 4e6
Jezeli wielomiany P, () sa takie, ze ) # 0 na R i deg@ = deg P + 1, to mozna
pokazaé , ze funkcje podcatkowe w (13.2) nie sa sumowalne na R.

Pokazemy jednak, ze w tym wypadku istnieja wartosci gtéwne calek (13.2) (jezeli
istnieje granica

to nazywamy ja wartoscia gtéwna caltki f; f(z)dz i oznaczamy takze f; f(z)dz).
Powtarzamy poprzednie rozumowanie korzystajac z nastepujacego lematu Jordana;
dostaniemy ponownie formule (13.4).

Lemat 13.3. JezZeli wielomiany P, Q sa takie ze deg @ > deg P + 1, to

P 12z
lim (2)e

dz = 0.
R—oo Joi Q(z)

Dowdd. Bedziemy szacowaé troche dokladniej niz w (13.3). Dla 2z = z + iy € C}
i R odp. duzego mamy |P(2)/Q(z)| < C/R oraz |e¢"*| = e~¥. Parametryzujac C};
przez Re' t € [0, 7], otrzymamy

P(z)e*

o (2)

(13.5) dz

< C/Tr efRsintdt.
0

Teza lematu wynika teraz np. z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczo-
nej. O

Udowodnié¢ zbieznosé prawej strony (13.5) do 0 bez stosowania twier-
dzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej: korzystajac z tego, ze —sint < —2t/w
dla t € [0, 7/2], pokazaé, ze

/ﬂ- e—Rblntdt S 7T1 - e_R
0 R

Mozemy obliczy¢ wartosci gtéwne catek (13.2) dla wielomianéw rzeczywistych
P, Q takich, ze deg(@) > deg P 4+ 1 dopuszczajac dodatkowo mozliwosé zerowania
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sie wielomianu @) na R (przez wartos¢ gléwna takiej catki rozumiemy granice calek
po skoniczonej sumie odpowiednich przedziatéw zwartych). Mozemy to zrobi¢ w
przypadku, gdy funkcja Q(z) ma pojedyncze zera na R. Wynika to z nastepujacego
lematu.

Lemat 13.4. Zalozmy, Ze funkcja holomorficzna f ma prosty bieqgun w zg i Ze
0<a<B<2nr. Dlar >0 niech v,.(t) := zg +ret, a <t < 3. Wtedy

rli%l+ / f(z)dz = i(0 — a)res 4, f.

r

Dowdd. Zmajdziemy funkcje holomorficzna g w otoczeniu zg taka, ze

ay

)= " 42,

Z — 20

Wtedy dla r > 0 odp. malego mamy
f(2)dz =i(B — a)a_y + g(zo + 7€) — g(z0 + re'®)
’YT'

i przy r — 0 dostaniemy to co trzeba. [

Na przyktadzie funkcji (z — zo) ~2 pokazaé, ze zalozenie w Lemacie 13.4,

ze biegun jest prosty, jest konieczne.

o .
. P ir 1s T sin(2z
Pokazaé, ze (wartosé¢ gtéwna) / 2(1) dx = 7 cos 2.
x —_—

— 00
IV) Calki postaci

(13.6) /OOO xf&i) dx,

gdzie 0 < a < 1, za§ P,@Q sa wielomianami rzeczywistymi takimi, ze deg@ >
deg P + 1 oraz @ # 0 na [0,00). Przy takich zalozeniach funkcja podcatkowa jest
sumowalna na (0, 00). Rozpatrzmy funkcje
g(z) = 0 — ealogz _ ea(log|z|+iargz) _ ‘Z‘aeiaargz.
Wybieramy argument z z przedziatu (0,27), tak, ze ¢ € O(C\ [0,00)). Dla z €
(0, 00) mamy
gt(z) : = lim g(x +iy) = 2%,
y—0+
2rai ,.a

g (x):= lirgl g(x +iy) = ez
y—0-

Mozna pokazaé , ze przy powyzszych zalozeniach mamy

P P
lim (2) dz = lim / (2) dz = 0.
R—oco JoK (z,r) 2°Q(2) r—0+ JoK (z0,r) 2*Q(2)
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Mamy wtedy (rys. ..., pamietajac o ujemnej orientacji na przedziale [r, R] dla
funkcji g7)

orain [ P(x) , P(z2)
1 — g 2mat dr = 2m E res oy ——~.
( € )/0 22Q () 4 ZQ(w):O es 2Q(2)

[o@)
. , . X e
Polasac, 7e [ VI e T
0 V2

x?+1
Podobnie jak poprzednio, korzystajac z Lematu 13.4, mozemy takze policzy¢
wartosé gtéwna calki (13.6), jezeli @ ma pojedyncze zera na (0,00).

o0
- , . T T
Cwiczenie | Pokazaé, ze \Fl dx = 5
0 _

22
Przy pomocy twierdzenia o residuach mozna policzy¢ wiele innych rodzajéw
calek okreslonych.

Catkujac po odpowiednio zmodyfikowanym brzegu pétkola K (0, R) N

{Re z > 0} pokazaé, ze
0 1 2
[ oz o
o z¢—1 4

Calkujac funkcje e** /(1 + €*) po brzegu prostokata o wierzchotkach w

+R, =R + 27i pokazaé, ze

o axr
/ ¢ dx = W , O<ax<l.

U sin(am)

Pokazac, 7e

oo ea:v
/ dx = mcot(ar), 0<a<]l.
oo 1 — €7

Catkujac funkcje 1/(1+ 23) po brzegu zbioru {pe’ : 0 <t < 27/3, 0 <

p < R} pokazaé, ze

1423 9

/OO dz 23
0

14. Lokalizowanie zer funkcji holomorficznych

Przedstawimy teraz pewne ogdlne wiasnosci funkcji holomorficznych, ktére moz-
na udowodnié przy pomocy twierdzenia o residuach. Pierwsza z nich bedzie zasada
argumentu, ktora pozwala lokalizowaé zera oraz bieguny funkcji holomorficznych.
Przed jej sformutowaniem jedna uwaga techniczna: jezeli I' = v 4+ - -+ + 7% jest
tancuchem, a f funkcja holomorficzna w otoczeniu I'*, to przez f o I' rozumiemy
tanicuch f oy 4+ -+ 4+ f ovyg. Jest oczywiste, ze jezeli I' jest cyklem, to jest nim
takze fol.

Twierdzenie 14.1. Zaléimy, ze D jest ograniczonym obszarem w C takim, Ze
0D = T* dla pewnego cyklu takiego, ze Indr(z) = 1 dla z € D. Niech f bedzie
funkcja meromorficzng w otoczeniu D nie majacq zer ani bieqgundw na 0D. Wtedy

Indor(0) = Z — B,
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gdzie Z oznacza liczbe zer funkcji f w D liczonych razem z krotnosciami, natomiast
B sume rzedow wszystkich bieqgunow funkcji f w D.

Dowdd. Zauwazmy, ze (podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 10.8)

Indfor 27‘1’2/ f

Do obliczenia tej catki wykorzystamy twierdzenie o residuach. Zauwazmy, ze funk-
cja podcatkowa f’/f ma osobliwosci doktadnie tam, gdzie f ma zera lub bieguny.
Jezeli f ma w zo zero krotnosci m, to, zapisujac f(z) = (z — 29)""h(z), gdzie
h(zo) # 0, mamy

) m W)

fz) 2=z R(2)’

a zatem res ., (f'/f) = m. Powyzsze rozumowanie dziala takze, gdy m jest ujemna
liczba catkowita. Oznacza to, ze jezeli f ma w 2o biegun rzedu k, to res ., (f'/f) =
—k. Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia o residuach. [

Znalez¢ liczbe pierwiastkéw wielomianu 24 + 223 + 322 + 2 + 2 w

péiplaszczyznie {Re z > 0}.

WvykiAD 9, 7.05.2007

Twierdzenie 14.2. (Rouché, 1862) Niech D bedzie ograniczonym obszarem w C.
Zalozimy, Ze f,g sa funkcjami holomorficznymi w D, ciaglymi na D i takimi, Ze
lg| < |f| na dD. Wtedy f i f+ g maja tyle samo zer w D liczonych z krotnosciams.

Dowdd. Dzieki Lematowi 10.3 mozemy zalozy¢, ze D jest jak w Twierdzeniu 14.1,
natomiast f i g sa holomorficzne w otoczeniu D. Dla ¢ € [0, 1] na I'* = D mamy
f +tg] > If] — tlg| > 0. Funkcja

f'(Q) +tg'( )
[0, 1] S5t+— Ind(ng)op 27‘(2 / + tg C S Z,

jest wiec ciagta, musi by¢ zatem stata. Dla t = 0 it = 1 z zasady argumentu
dostaniemy teze. [

Pokazaé, ze warunek |g| < |f| w twierdzeniu Rouchégo mozna ostabi¢
do |g| < |f|+[f + gl
Znalezé liczbe pierwiastkéw wielomianu 2¢ + 422 — 1 w kole K (0, 1).

Korzystajac z twierdzenia Rouchégo mozna podaé¢ kolejny dowdd zasadniczego
twierdzenia algebry: jezeli P(z) = ap+a1z+- - -+a, 2", an, # 0,n > 1, jest wielomia-
nem zespolonym, to znajdziemy R > 0 takie, ze |ag+a1z+- - -+an,_12""1 < |a,|R"
dla z € 0K (0,R). Wnioskujemy, ze P ma w K(0,R) tyle samo zer liczonych z
krotnosciami co a,z", czyli n.

Mozemy teraz opisa¢ topologiczne zachowanie sie funkcji holomorficznych w
poblizu zera krotnosci m.

Twierdzenie 14.3. JeZeli funkcja holomorficzna f ma w zg zero krotnosci m, to
istnieje otoczeniu U punktu zoy takie, ze odwzorowanie f jest m-krotne na U\ {zo}
(tzn. dla kaidego w € f(U)\ {0}) zbidr f~1(w) N (U \ {20}) jest m-elementowy).
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Dowdéd. Zapiszmy f(z) = am(z — 20)™ + g(2), gdzie a,, # 0, zas g jest funkcja
holomorficzna w otoczeniu zp taka, ze |g(z)| < Clz — z|™*!. Dla r > 0 odp.
malego mamy p := |a,,|r™ — Cr™*! > 0. Dla w € K(0, p) mamy

19(2) = w] < Cr™* 4 p = [ap (2 — 20)™], = € OK (20,7),

a wiec z twierdzenia Rouchégo wynika, ze funkcja f — w ma w K(zg,7) m zer
liczonych z krotnos$ciami. Jezeli ktére§ z tych zer nie jest pojedyncze, to mamy
w nim f’ = 0. Dla r > 0 odp. malego mamy jednak f’ # 0 na K(zo,7) \ {20}
(bo inaczej z zasady identycznosci funkcja f bylaby stala, co jest niemozliwe w
naszym przypadku), czyli tam wszystkie zera musza by¢ pojedyncze. Bierzemy
wtedy U := f~1(K(0,p)) N K(z0,7). O

7, Twierdzenia Rouchégo mozemy takze wywnioskowaé, ze przy jednostajnej
zbieznosci funkceji holomorficznych liczba zer liczonych z krotno$ciami stabilizuje
sie od pewnego momentu.

Twierdzenie 14.4. (Hurwitz, 1889) Niech f, € O(Q) bedzie ciagiem zbieznym
lokalnie jednostajnie w Q2 do f € O(Q). Zatézmy, ze U € §) jest zbiorem otwartym
takim, zZe f # 0 na OU. Wtedy dla odp. duzego n liczba zer liczonych z krotnosciami
funkcji fr, i f wU jest taka sama.

Dowdd. 7 zasady identycznosci wynika, ze liczba zer f w U jest skoniczona. Znaj-
dziemy wiec otwarte kota D1, ..., D,, € U takie, ze D;,ND; =0, i # j, oraz f #0
w U\ (D;U---UD,,). Wtedy réwniez f,, # 0 w tym zbiorze dla n odp. duzego,
czyli bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé¢, ze U jest kotem. Dla n odp. duzego
mamy |f, — f| < |f| na U i wystarczy zastosowaé twierdzenie Rouchégo. O

Mowimy, ze funkcja holomorficzna jest jednokrotna, jezeli jest ona iniektywna.

Whniosek 14.5. Zalozimy, ze f, jest ciagiem funkcji holomorficznych jednokrotnych
w obszarze Q) zbieznym lokalnie jednostajnie do niestalej funkcji f. Wtedy f jest
funkcjq iniektywnag.

Dowdd. Przypusémy, ze f(z1) = f(z2) =: a dla pewnych z1, 20 € Q, 21 # 29. Niech
D; € ) beda kolami otwartymi zawierajacymi z;, i = 1,2, takimi, ze D; N Dy = 0.
7 twierdzenia Hurwitza wynika, ze dla n odp. duzego f,, — a ma zero zaréwno w
Dy jak i w Dgy - sprzeczno$é z jednokrotnoscia f,,. U

15. Iloczyny nieskonczone

W 1734 r. Euler jako pierwszy podat wzor

o0

(15.1) 12%:%.

n=1
Zastosowal nastepujace rozumowanie: funkcja

sin 2 22 2t 26

12422
. TR
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jest catkowita, zeruje sie w punktach kw, k € Z,, wszystkie zera sa pojedyncze.
Funkcja catkowita

w o w? wd
(f(z) = siny/x/y/x dla x > 0) zeruje sie doktadnie w punktach k*m2 k=1,2,... i
wszystkie zera sa pojedyncze. Jezeli z1, ..., z, sa pojedynczymi zerami wielomianu

14+a1z+---+a,z™, to

L4 arz+ 4 anz” =an(z—21)... (2 — 2n) = (1—z>...<1—z>

oraz
1 1

— 4+t — = —a.

Z1 Zn
Jezeli teraz analogicznie byloby w przypadku szeregéw potegowych, to otrzymali-
bysSmy

w w w w w w
(152 1-gt g mto=(1-5) (1) (L)
oraz
1 1 1 1
(15.3) =+ s+ =
T 2272 3272 3!

czyli wlagnie (15.1). Iloczyn nieskoriczony wystepujacy po prawej stronie (15.2)
rozumiemy jako granice odpowiednich iloczynéw skoriczonych. Jezeli wiedzielibys-
my, ze (15.2) rzeczywiscie zachodzi i ze zbieznosé jest lokalnie jednostajna, to (15.3)
tatwo wynika z Twierdzenia 6.4.

Powyzsze rozumowanie ma jednak nastepujaca luke: nieprawdziwe jest ogdlne
stwierdzenie, ze jezeli wszystkie zera 21, 2o, ... funkcji catkowitej f sa pojedyncze i
f(0) =1, to

(15.4) f(z) = n]j (1 - ;) .

(Zauwazmy, ze funkcja e?f(z) ma te same i takie same zera oraz warto$¢ w 0 co
funkcja f.) Pokazemy jednak, ze (15.4) zachodzi dla funkcji sin z/z, a dzieki temu
otrzymamy takze (15.2).

Zajmiemy sie najpierw ogdélnymi wilasnosciami iloczynéw nieskonczonych. Dla
ciagu a,, € C méwimy, ze iloczyn [[°—;(1+ a,,) jest zbiezny, jezeli istnieje granica
limy o0 Hi:le(l + a,) € C. Granice te ozn. [[>7 (1 + a,). Zbieznosé iloczynu
[[(1+a,) ma zwiazek ze zbieznoscia szeregu » _ a,,. Np. jezeli a,, > 0 dla wszystkich
n, to

l+a+--+ay<(1+ay)...(1+ay) <emrtton

(korzystajac z tego, ze 1 + x < e* dla € R), czyli w tym przypadku zbieznosci te
sa rownowazne.
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W ogélnym przypadku mamy nastepujacy rezultat dotyczacy zbieznosci iloczy-
now nieskonczonych.

Twierdzenie 15.1. Zaldimy, Ze szereq Y a,, jest bezwzglednie zbieiny. Wtedy
i) iloczyn [[(1 4 an) jest zbiezny;
i) [[(1+a,) =0 & 1+ a,, =0 dla pewnego ng.

Dowdd. i) Oznaczmy py = Hﬁzl(l + an). Zbieznosé ciagu py jest réwnowazna
zbieznosci szeregu > (pny — pn—1) (bo sumy czesciowe tego szeregu to dokladnie
ciag pn). Mamy

Py —pnal = lan| oy -1 <fan|(T+a]) ... (1 + |an—a])

< |aN|e|a1|+~~~+|aN71|

< Janlexp (3 Jan).
n=1

Dostaniemy bezwzgledna zbieznosé¢ szeregu > (pn — pn—1).
ii) Implikacja < jest oczywista, natomiast w celu udowodnienia = pokazemy, ze
jezeli m jest takie, ze |a,| < 1 dlan > m, to

(15.5)

m
H:=]]0+a) =0,

n=1
skad wynika, ze a,, + 1 = 0 dla pewnego ng < m. Takie m istnieje, gdyz w
szczegoblnosei a,, — 0. Mamy wtedy nawet |a,| < A < 1dlan>m. Dla N >m

N
pvl=1H] [ 11+ aal.
n=m-+1
Z kolei dlan >m
1+ an| > 1= |an| > et

gdzie b := —A"llog(1 — \) > 0 (z wypuklodci funkcji e=** dostajemy 1 — z > e=%*
dla z € [0, A]). Otrzymamy

ol = Hlexp (=6 > Jaal).

n=m-+1

7 zalozenia mamy py — 0, skad wnioskujemy, ze H =0. O

Pokazac, ze jezeli 0 < a, < 1, to
[[a+a) <o = [[Q-an)>0 <= D> an<oo.

WYKLAD 10, 14.05.2007

Twierdzenie 15.2. Niech f, bedzie ciagiem funkcji holomorficznych w obszarze
Q takim, ze szereg Y |fn| jest lokalnie ograniczony w 2 (to znaczy, Ze szereq . fn
jest lokalnie bezwzglednie jednostajnie zbiezny). Wtedy
i) I:=[[(1+ fn) € O(Q) (zbieinosé lokalnie jednostajna);
ii) I(z0) =0 < fn,(20) +1 =0 dla pewnego ngy;
/ /

1
iii) 7= Z 1 _{"fn na Q\ I71(0) (2bieinoéé lokalnie jednostajna).
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Dowdd. i) Oznaczmy Iy := Hszl(l + fn). Z (15.5) wynika, ze szereg > |In —
In_1] jest lokalnie jednostajnie zbiezny w €2, a zatem ciag Iy jest zbiezny lokalnie
jednostajnie w 2. Z Twierdzenia 4.8 wnioskujemy, ze jego granica jest funkcja
holomorficzna.

ii) Wynika natychmiast z Twierdzenia 15.1.

iii) Mamy
Iy B .L’

Iy < Iy = I+ [ [N = 1]
In 1

- |INT|

Lokalnie jednostajna zbieznosé Iy /In — I'/I na Q\ I71(0) wynika teraz z lokalnie
jednostajnych zbieznosci Iy — I oraz Iy — I'. O

Mozemy teraz pokazaé, ze (15.2) rzeczywiscie zachodzi.

. oo 2
sin z z
:H L=—=
z n2m
n=1

Dowdd. Oznaczmy lewa strone przez f a prawa przez I. Z Twierdzenia 15.2 wynika,
ze I jest funkcja catkowita oraz, ze

Propozycja 15.3.

I'(z) 2z = 1
I(z)_nz:lzz—n%ﬂ_ ; z—nm
Wt

rzy czym teraz ostatni szereg rozumiemy jako granice limpy_. oo N ; szeregi
przy czy g y n=—N
Y >0 1 Doneo Sa rozbiezne). Z drugiej strony,

1
=cotz — —.

f(z) z

Jezeli wiec wykazemy réwnosé pochodnych logarytmicznych f/'/f = I’ /I, to dosta-
niemy (f/I)" = 0. Poniewaz funkcja f/I jest calkowita (ma pozorne osobliwosci w
zerach funkcji I) oraz ma warto$¢ 1 w 0, to f = [. Wystarczy zatem pokazaé, ze
f'/f =1T1'/I, to znaczy, ze

o

(15.6) cotz = Z !

zZ—Nnm
n=-—oo

Niech Ry := (N +1/2)7r, N = 1,2,... Dla ustalonego z € C \ 7Z rozpatrzmy
nastepujaca catke

cot ¢ cot ¢ cot ¢
d¢ = d ——dC.
/8K(O,RN) ¢(—=z ¢ /8K(0,RN) ¢ t Z/BK(O,RN) C(¢ —2) ¢

Pierwsza z calek po prawej stronie znika (z parzystosci funkcji podcaltkowej), dla
drugiej mamy (dla N odp. duzego)

cot ¢
——d
/BK(O,RN) C(C—2) ¢

< ZTFRN | tz\
P ——— max CO .
~ Rn(Rn — |z]) 0K (0,RN)
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Skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 15.4. Istnieje ¢ > 0 takie, ze dla N = 1,2,... mamy
le* = 1| > ¢, |z| = (2N + 1)7.

Dowdd. Oznaczajac z = x + iy mamy

le* —1] > |e* —1| > 1—e Il
(boe®—1>1—e " dlaz>0). Niech ¢/ > 0 bedzie takie, ze

le* =1 >, |z| <7/2, ly+ (2N + 1)n| < 7/2,
(takie ¢’ istnieje, bo €* # 1, gdy |z| < 7/2, |y — 7| < m/2 oraz e*T2™ =2, 2 € C).
Mozemy wiec wziaé¢ ¢ = min(c¢/,1 —e~™/2). O
Koniec dowodu Propozycji 15.5. Mamy
el 4=tz 9%
cotz:zm:z—m,

z Lematu 15.4 otrzymamy zatem

|cotz| < C, ze€0dK(0,Rn),
gdzie C jest stala niezalezna od N. Stad

lim cot ¢

N—co Jor(0,rRy) C — #

7 drugiej strony, z twierdzania o residuach dla N odp. duzego mamy

¢ = 0.

N

N

1 t t t 1
— €0 CalC:resZﬂ—k g resm%:cotz— g ,
211 Jor0,ry) C — 2 C—z = (—=z z—nm

czyli otrzymujemy (15.6). O

Tloczyny nieskoniczone mozna wykorzysta¢ do konstrukeji funkcji holomorficz-
nych o z géry zadanych zerach. Z zasady identycznoéci wynika, ze zera te nie moga
mie¢ punktu skupienia. Okazuje sie, ze jest to jedyne ograniczenie.

Twierdzenie 15.5. (Weierstrass, 1876) Niech Q2 bedzie obszarem w C i niech zy,
bedzie ciagiem roéznych punktow z Q bez punktow skupienia w 2. Niech m,, bedzie
dowolnym ciagiem liczb naturalnych. Wtedy istnieje funkcja f € O(Q) taka, Ze
21,22, ... Sa wszystkimi zerami funkcji f o krotnosciach, odpowiednio, my, mo, . ..

Jezeli np. Q@ =C, z, #0, 2z, — oo (tzn. ciag z, nie ma punktéw skupienia), to
dzieki Twierdzeniu 15.2 iloczyn nieskonczony

()

n=1
definiuje funkcje catkowita pod warunkiem, ze
o0
1
— < o0,

czyli jezeli ciag z, dazy odp. szybko do co. W celu pozbycia sie tego dodatkowego
zalozenia trzeba zamieni¢ wyrazenie 1—z/z, na wyrazenie, ktére takze znika dla z =
zn, ale ktére jest blizej 1 dla z w poblizu z,. Postuza do tego czynniki Weierstrassa

Bo(z) = (1= 2)exp (24 2 4t 2
n(2) = (1 —2)ex — 4+ — .
P 2 n
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Lemat 15.6. Dla 2 € K(0,1) orazn =1,2,... mamy

|Bu(z) = 1] < |2,

Dowdd. Mamy

2 n e
El(2) = —2"exp <z+ % +--+ 2) = —z”chZ],
j=0

gdzie ¢; > 0. Stad wynika, ze funkcja 1 — F,, ma w 0 zero rzedu n + 1 oraz
1-En.(2) & »
fe)=—r7—= > a2,
§=0

gdzie a; = ¢;/(j+n+1) > 0 dla wszystkich j. Wnioskujemy, ze |f(2)| < f(1) =1,
gdy |z| <1. O

Wracajac teraz do problemu konstrukcji funkcji catkowitej o zadanych zerach
Zn — 00, zp # 0, mozemy zdefiniowad

Wtedy z Lematu 15.6 mamy |E,, (z/2,) — 1| < |2/2,|" ™, z Twierdzenia 15.2 wynika
wiec, ze powyzszy iloczyn nieskonczony jest lokalnie jednostajnie zbiezny na C oraz,
ze zeruje sie doktadnie w punktach z,, przy czym krotnos¢ zera jest taka ile razy
dany punkt pojawia sie w ciagu z,.

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ takze w ogélnym przypadku.

Dowdéd Twierdzenia 15.5. Stosujac zmiane zmiennych w P postaci 2’ = 1/(z — 2p),

gdzie zg € Q\ {21, 22, ... } jest ustalone, bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze €2
jest obszarem w P zawierajacym oo, przy czym z, # oo, n = 1,2, ... Niech z,, bedzie
ciagiem postaci z1,..., 21, 22,..., 29, ..., gdzie kazdy z punktéw z, powtarza sie m,,

razy. Niech a,, € 0Q beda takie, ze dist (z,,0) = |z, — a,|. Ciag z, ma punkty
skupienia tylko na 0%, ktéry jest zbiorem zwartym w C, a zatem |z, — a,| — 0.

Kladziemy
s Zn —Q
f(z) = H E, (fn) .
ot Zn — 2

Z Lematu 15.6 mamy

= (3=3)- s
Zn — %

Z Twierdzenia 15.2 otrzymamy wiec lokalnie jednostajna zbiezno$¢ powyzszego

iloczynu nieskoriczonego w Q2 \ {oo}. Co wiecej, f jest ograniczone w poblizu oo,

a wiec przedtuza sie do funkcji holomorficznej w 2. 7 Twierdzenia 15.2 wynika

ponadto, ze f nie ma zer poza ciagiem z,, jest takze jasne, ze ich krotnosé jest
réowna m,,. O

~ n+1
Zn — Gn

Zn — 2
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Definiujac zbior funkcji meromorficznych na danym obszarze pokazaliSmy, ze
jest on lokalnie cialem utamkoéw pierscienia funkeji holomorficznych. Korzystajac z
twierdzenia Weierstrassa mozna tatwo pokazaé, ze jest on w istocie cialem utamkow.

Twierdzenie 15.7. Kazda funkcje meromorficzna w obszarze ) mozna zapisaé w
postaci f /g, gdzie f,g € O(Q).

Dowdd. Niech h bedzie funkcja meromorficzna w €2. Z Twierdzenia 15.5 wynika,
ze istnieje funkcja g € O(Q) taka, ze zbidr zer funkcji g jest taki sam jak zbiér
biegunéw funkcji h, przy czym krotnosci zer sa takie same jak rzedy biegundw.
Jest jasne, ze wtedy funkcja f := gh ma tylko pozorne osobliwosci. [

16. Funkcja I' Eulera

Funkcja I' zostala zdefiniowana przez FEulera w 1729 r. (oznaczenia I' jako pier-
wszy uzyl Legendre w 1814 r.)

(16.1) I'(s) ::/ ¥ te "dx, s>0.
0

Twierdzenie 16.1. i) I'(s+ 1) = sI'(s), s> 0;
ii) T(n+1)=nl, n=0,1,2,...,
iit) log T’ jest funkcja wypukta na (0, 00).
Co wiecej, funkcja T' jest jednoznacznie wyznaczona przez powyzsze wtasnosci.

Dowdd. i) Calkowanie przez czesci.
ii) I'(1) = 1 i korzystamy z i).
iii) Z nieréwnosci Holdera mamy

D((1 —t)sy +tsg) <T(s1)' 7T (s2)!, 0<t<1, s1,8 >0.

WvyKEAD 11, 21.05.2007

Niech f bedzie funkcja wypukta na (0,00) taka, ze f(s+ 1) = f(s) + logs dla
s > 0 oraz f(1) = 0. Wystarczy pokazaé, ze f jest jednoznacznie wyznaczona na
(0,1). Jezeli0 < s <1in=1,2,..., to z wypuklosci f mamy

fs+n+1)— f(n+1)

fln+1) = f(n) < <fn+2)—f(n+1)

oraz

f(s+n+1)=f(s)+1log[s(s+1)...(s+n),
f(n+1) =lognl.

Stad dostaniemy

n!ns

1
ng(s)_10g5(5+l)...(s+n) SSIOg<1+n>’
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czyli funkcja f jest jednoznacznie wyznaczona na przedziale (0,1). O

Calka definiujaca funkcje I' w (16.1) jest zbiezna takze dla s = o + it € C, pod
warunkiem, ze o > 0 (bo |z°7!| = 2°7! dla # > 0). Funkcje I' mozna dobrze
zdefiniowaé takze dla innych s € C. Zauwazmy najpierw, ze z dowodu Twierdzenia
16.1 wynika, ze dla s € (0,1) mamy I'(s) = Jim hn(s), gdzie

Dla wszystkich s > 0
hn(s+1) ns

= —
b (s) s+n+1

S,

gdy n — oo, skad i z Twierdzenia 16.1.i tatwo wnioskujemy, ze I'(s) = lim h,(s)
n—oo
dla wszystkich s > 0. Mamy takze

n n

hnl(s) =sn~*° ﬁ (1 + 2) = sexp (SZ; — slogn) H [(1 + %) e—s/k} ‘

k=1 j=1 k=1

Zauwazmy tez, ze

n

1
lim E - —logn | =vy=0577215...,
Jj=1

jest stala Eulera, oraz, ze, z Lematu 15.6 dlan =1,
(1 +w)e™ — 1] < |w]?, |w| < 1.

Stad, z Twierdzenia 15.2 oraz zasady identycznosci mozna wywnioskowaé nastepu-
jace wlasnosci funkcji I'.

Twierdzenie 16.2. Funkcje ' Eulera mozna (jednoznacznie) przedtuzyé do nigdzie
nie znikajacej funkcji meromorficznej na C, kidrej wszystkie biequny sa proste i

znajduja sie w punktach 0,—1,—2,... Na C mamy lokalnie jednostajna zbiezZnosé
1 oo
— = se® H [(1 + f) e_s/"] (Newman, 1848, Weierstrass, 1856),
I'(s) oot n
oraz -
r 1) =sT Ls)r(1—s) = .
(s 1) =sl(s), T()T(-5) = o

Dowdd. Pokazalidmy wszystko poza ostatnia tozsamoscia. Korzystajac z pier-
wszych dwéch mamy

T(s) Ftl e —sF(s)lF(—s) = ﬁ <1 - 78;>

i wystarczy skorzysta¢ z Propozycji 15.3. 0O
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17. Funkcja ¢ Riemanna

Kladziemy

(17.1) C(s) := Z %, s> 1.

Zauwazmy, ze

czyli

(1-5) =% o

n#2k

Postepujac podobnie z lewa strona zamiast ((s) otrzymamy

()BTt

n#2k

n#3k
Kontynuujac ten proces dla wszystkich liczb pierwszych widzimy, ze prawa strona
dazy do 1, ze zbiezno$ci szeregu Zp p~* (p bedzie zawsze oznaczalo liczby pierwsze)
dla s > 1 otrzymamy wiec nastepujacy rezultat, miedzy innymi dzieki ktéremu
funkcja ¢ jest jednym z gléwnych obiektéw badanych w teorii liczb.

Propozycja 17.1. (Euler, 1748) Dla s > 1 mamy

(17.2) g(ls):H<1_pls>' O

p

Whioskujemy stad w szczeg6lnosci, ze szereg ) 1/p jest rozbiezny.

Podobnie jak w przypadku funkcji I', chcemy przediuzy¢ funkcje ¢ do funkeji
meromorficznej na C. Dla s = o + it mamy |[n~°| = n~?, skad wynika, ze szereg
> - n~* jest bezwzglednie i lokalnie jednostajnie zbiezny w pélplaszczyznie {Re s >
1}. Formula (17.1) dobrze zatem definiuje funkcje ¢ dla takich s.

WvykiAD 12, 28.05.2007

Twierdzenie 17.2. (Riemann, 1859) Funkcje ¢ mozna jednoznacznie przedtuzyé
do funkcji holomorficznej w C\ {1}, z prostym biegunem i residuum réwnym 1 w
1, zerujaca sie w punktach —2,—4, ..., ktorej wszystkie pozostate zera lezg w pasie
{0 < Res < 1}. Dla funkcji £(s) := n=5/?T(s/2)C(s) spelnione jest réwnanie
funkcyjne Riemanna

(17.3) §(1—s) = &(s).

Dowdd. Mamy
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n+1
/ (n=™%—a~°
n

a wiec funkcja ((s) — 1/(s — 1) przedtuza sie do funkcji holomorficznej w péiptasz-
czyznie {Res > 0}. Z (17.2) wynika, ze ¢ nie ma zer w {Res > 1}. Funkcja I nie
ma zer w C, ma natomiast bieguny proste w 0, —1, —2, ... Stad latwo wnioskujemy,
ze do zakoriczenia dowodu wystarczy wykazaé (17.3), gdy 0 < Res < 1 (a z zasady
identycznosci np. dla 0 < s < 1), gdyz wtedy (17.3) bedzie definiowaé ((s) dla
dowolnych s takich, ze Res < 1, z zerami w —2, —4, ...

Po podstawieniu z = mn?2’ w (16.1) dostaniemy

(17.4) &(s) = Z/ e ™ T2 gy s> 1,
n=1"0

Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego lematu o szeregach Fouriera.

oraz
n+1

y T odydx| < |sln~'7O,

Lemat 17.3. Dla x > 0 niech

[e.e]

O(x) = Z e =1 49 i e T,

n=-—oo n=1

Wtedy

(17.5) 0(1/z) = Vx 0(z).

Dowdd. Poléimy f(t) :=e " |

Wtedy F' jest funkcja okresowa (o okresie 1) i spelia warunek Lipschitza. Jej
szereg Fouriera jest wiec zbiezny punktowo, a stad

S S =Fo) = 3 / i Emd= Y fn

n=—oo n=—oo n=—oo

(jest to tzw. regula sumacyjna Poissona) gdzie

for= [ st (r) di

— 00

jest transformata Fouriera funkcji f. Do znalezienia fpotrzebujemy obliczy¢ catke
[z ¢i1r=b2" gy dlaq € Rib > 0. Po podstawieniu z = vbz—ai/(2v/b) i catkowaniu

o0
po odp. konturze otrzymamy

S}

a

> iax—ba> _ e~ / — 22 . e 4t /oo g2 . \/7?67?17
e dr = e *dz= eV dr=-"—F+.
/—oo \@ {Imz=—-%=1} \@ —00 \/l;

2vb

o
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Stad

—ws?/x

\/E )

(e—wtzr)/\ — €

co konczy dowdd lematu. [
Rozpatrujac pochodna obu stron (17.5) w 1 pokazaé, ze
e" > 8r —2

(w rzeczywistosci e™ — (87 —2) = 0,0079514. . .).

Koniec dowodu Twierdzenia 17.2. Mozna tatwo pokazaé, ze funkcja 6 — 1 szybko
zbiega do 0 w oo, np.

0<f(x)—1<Ce ™, x2>1,

gdzie C > 0 () Korzystajac z tego i (17.5) wnioskujemy, ze prawa

strona (17.4) jest zbiezna, gdy 0 < s < 1. Mamy wtedy

2(s) = /Ooo(e(x) —Da¥/? e = /01 +/100

2 ! %0
=—- +/ 0(z)x®/* tdx + / (0(x) — 1)a®/> dx.
0 1

S

Po zmianie zmiennych z Lematu 17.3 dostaniemy

1 0o ~
/ H(m)xsm—ldx:/ 0(1/x)x_5/2_1dfn:/ (9(3[:)%—3/2—1/2613j
0 1 .
2 o0

+/ (0(z) — 1)a=s/2712qg,
1

s—1

a stad
1 1

o) =——7 -+ % /loo(e(x) — Dz~ Yz + 2079/2)dx,

skad natychmiast wynika (17.3). O

Punkty —2,—4,... sa nazywane trywialnymi zerami funkeji ¢. Z (17.2) i (17.3)
wnioskujemy, ze wszystkie nietrywialne zera leza w pasie {0 < Re s < 1}. Réwnanie
Riemanna implikuje, ze sa one symetryczne wzgledem punktu 1/2. Hipoteza Rie-
manna moéwi, ze wszystkie nietrywialne zera funkcji ¢ leza na prostej {Res = 1/2}.

Twierdzenie 17.4. (Hadamard, de la Vallée-Poussin, 1896) Funkcja ( nie ma zer
na prostej {Res = 1}.

Dowdd. (Mertens, 1897) Rézniczkujac réwnanie log(l — z) = > °_ a,,2™, gdzie
ag = log1 = 2kmi, k € Z, otrzymamy a,,, = —1/m, m > 1. Biorac czesci rzeczy-

wiste dostaniemy

0 m
z
log|1 — 2| =—-R E —_—, < 1.
og | 2 em:1 £
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7 Propozycji 17.1 mamy wiec

1 tm1
log|¢(s)| = Re 3 :Zw, o1,
p.m

mpsm mpam

p7m
(dzieki temu ze |p~°| = p~7 < 1). Zauwazmy, ze dla ¢ € R mamy
3 +4cosp+ cos(2¢) = 2(1 + cos )? > 0,
a stad
C(@)PI¢(o +at)[*[¢(o + 2it)| > 1.
Po przeksztalceniu

4

SO (o1 200)) >

c—1

(o = 1)¢(a)]?

o—1’

Jezeli teraz dla pewnego t # 0 mieliby$my ((1 + it) = 0, to przechodzac z o do 1
prawa strona powyzszej réwnosci dazy do [¢'(1 + it)[*|¢(1 + 2it)| a prawa do oo -
sprzecznos¢. [

18. Twierdzenie o liczbach pierwszych

Niech 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych < x. Dowdd nastepujacego rezul-
tatu zostal naszkicowany przez Riemanna w 1859 r. i precyzyjnie udowodniony
niezaleznie przez Hadamarda i de la Vallée-Poussina w 1896 r.

m(z)

Twierdzenie 18.1. lim =1
z—oo x/logx

Przedstawimy dowéd pochodzacy od Newmana (1980). Polézmy

1
Hx) = Zlogp, x>0, ®(s):= Z %8P " Res> 1,

S bl
p<z p p

gdzie p (takze w dalszej czesci) oznacza liczby pierwsze. Zauwazmy, ze ¥(x) = 0
dla z < 2.
Dowéd podzielimy na kilka lematéw.

Lemat 18.2. Funkcja ®(s) — 1/(s — 1) przedtuza sie do funkcji holomorficznej
otoczeniu {Res > 1}.

Dowadd. Korzystajac z Propozycji 17.1 otrzymamy

¢'(s) logp . log p
) Sy o1 =0T ey

p p p

Ostatnia suma przedluza sie do funkcji holomorficznej w {Res > 1/2}, natomiast
—('(s)/¢(s) — 1/(s — 1) do funkeji holomorficznej w otoczeniu {Res > 1} dzieki
Twierdzeniom 17.2 1 17.4. I



FUNKCJE ANALITYCZNE 53

Lemat 18.3. Istnieje C > 0 takie, ze ¥(x) < Cx, x > 0.

Dowdd. Dlan=1,2,... mamy
?(2n)—d(n) _ H < (2n) < (141)2 =22
— n — )
n<p<2n

gdzie przedostatnia nieré6wnos¢ wynika z faktu, ze (2") = Ef:,l))g' jest liczba naturalna,

a wiec wszystkie liczby pierwsze p takie, ze n < p < 2n znajda sie w jej rozkladzie.
Dla z > 2, niech n := [2/2]. Wtedy 2n < x < 2n + 2 oraz

x) — P x/2) <I2n+2) —d(n) < I (2n) + log(2n + 2) — I (n)
< zlog2+log(zx+2) < Cix
dla pewnego C; > 0. Jezeli r = 1,2,... jest takie, ze 2" < z < 2", to
r—1

9(z) =9(x/27) + > [0(x/2) — d(z/27")] <2C12. O

=0

WYKLAD 13, 4.06.2007

T
9z —
Lemat 18.4. Istnieje granica hm Mdm.

T—o0 1 .1?2

Dowdd. Wyrazimy najpierw ® przy pomocy ¥:
o0
-1) 1
-5 MRS o) (- )
— s (n + 1)5

= S/ ms-{-l / 19 _Stdt
1

Z Lematu 18.2 funkcja g(2) := ®(2+1)/(2+1)—1/z jest holomorficzna w otoczeniu
{Rez>0}. Gdy Rez > 0, to

o) = [ otee Cta = = [T poear

gdzie
fit)=e () -1, t>0.

7 Lematu 18.3

(18.1) |f®) <0, t>0.

T
= / f(t)e *tdt
0

Dla T > 0 funkcja
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jest catkowita, musimy pokazaé, ze limp_ o g7(0) = ¢(0). Dla R > 0 niech § > 0

bedzie takie, ze g jest holomorficzna w otoczeniu Dg, gdzie
Dp:={z€C:|z|] <R, Rez > —0}.

Z wzoru Cauchy’ego zastosowanego do funkcji (g — gr)hr, gdzie

Z2
hr(2) = & (1 ; R) |

otrzymamy

g(0> _gT(O) _ % /8D (g(z) — 97;(2))hT(2) dz.

Gdy Rez > 0, |z| = R, to |1 + 22/R?| = 2Re z/R, a stad i z (18.1)

/OO f(t)e‘“dt‘ < E.
T

R

2Re z elte=T
[(9(2) — g7(2))hr(2)] < — g

Wystarczy wiec zbadaé catke na 0Dr N {Rez < 0}. Poniewaz gr € O(C), mamy

/ gr(2)hr(2) dz:/ gr(2)hr(2)
ODrN{Re 2<0} z {|z|=R, Re z<0} z

oraz, gdy Rez <0, |z| = R,

dz,

2C

2|Re z| eRe=T
| < ——F— < —.
R

T
—Rezt
R /0 fe dt

l97(2)hr(2)

Wreszcie funkcja ghr jest zbiezna lokalnie jednostajnie do zera w Dr N {Re z < 0},
gdy T — oo (a R jest stale), skad w efekcie otrzymamy

. 4C
limsup |g(0) — gr(0)| < =
T—o0

Wobec dowolnosci R konczy to dowéd. O

Lemat 18.5. lim M =1.

r—oo I

Dowdd. Ustalmy A > 1. Jezeli istnieje dowolnie duze x takie, ze J(z) > Az, to
9(t) > Az dla t > z, oraz

Az Az
9(t) — ¢ Ar —t
/ ®) dtz/ Tl dt=A—1—1logA>0

t2 t2

i dostaniemy sprzecznosé z Lematem 18.4 (a dokladnie z warunkiem Cauchy’ego
dla ciagu z tego lematu). 7 drugiej strony, jezeli istnieje dowolnie duze x takie, ze
Hx) < x/A, to

To9) -t r A—t
O =ty [T At 1 toga <0,
z/A t2 z/A t2
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co ponownie jest sprzeczne z Lematem 18.4. [
Dowod Twierdzenia 18.1. Mamy

V(zx) = Zlogp < Zlogw = m(z)log z.

p<z p<z

Z drugiej strony, korzystajac z tego, ze m(xz) < z, dla A < 1 dostaniemy

I (zx) > Z logp > Z Alog x

A <p<zm A <p<z
= Aogz [n(z) — 7(z})] > Aoga [r(z) — 2*].
Otrzymalismy wiec
() < m(x) < I(x) + 2 logx
x ~ xz/logx ~ Az

i wystarczy uzy¢ Lematu 18.5. O

Kluczowym elementem dowodu Twierdzenia 18.1 bylo wykorzystanie T'wierdze-
nia 17.4, czyli niezerowanie sie funkcji ( na prostej Res = 1. Hipoteza Rie-
manna méwi, ze nie ma zer na zbiorze {Res > 1/2}. Mozna pokazaé, ze jest
ona réwnowazna nastepujacej wiasnosci funkeji 7 (ktéra lepiej opisywalaby jej za-
chowanie sie w nieskoriczonosci niz Twierdzenie 18.1):

w(o) = [ 2 4 O(vatoga)

logy

gdy x — oo.

19. Aproksymacja funkcji holomorficznych

Celem tej czesci bedzie oméwienie sytuacji kiedy funkje holomorficzna mozna
aproksymowa¢ funkcjami okreslonymi na wiekszym zbiorze. Zauwazmy najpierw,
ze nie jest to zawsze mozliwe: np. funkcji f(z) = 1/z nie da sie jednostajnie
aproksymowaé na OA funkcjami holomorficznymi w otoczeniu A, gdyz jezeli g
jest taka funkcja, to [, g(z)dz = 0, natomiast [, f(z)dz = 2mi. Udowodnimy
najpierw nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 19.1. (Runge, 1885) Dia zwartego podzioru K obszaru Q w C NWSR
i) Kazda funkcja holomorficzna w otoczeniu K moze byé jednostagnie aproksy-
mowana na K przez funkcje holomorficzne w €);
ii) Zadna sktadowa spéjna zbioru Q \ K nie jest relatywnie zwarta w €.

Dowdd. i)=+ii) Przypuéémy, ze ii) nie zachodzi, tzn. ze istnieje sktadowa spéjna G
zbioru 2\ K relatywnie zwarta w Q. Wtedy 0G C K oraz z zasady maksimum

(19.1) max |f| <max|f|, fe€ O(Q).
G K

Z 1), dla ustalonego w € G, funkcja f(z) = 1/(z —w) jest holomorficzna w otoczeniu
K, a wiec znajdziemy ciag f, € O(Q) taki, ze f,, — f jednostajnie na K. Z (19.1)
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zastosowanego do funkcji f, — fm wynika, ze ciag f, jest jednostajnie zbiezny na
G do pewnego F' € O(G) N C(G). Mamy (z —w)F(z) = 1 dla z € 0G, a z zasady
maksimum dla z € G. Dla z = w dostaniemy sprzecznos¢.

WYKLAD 14, 11.06.2007
ii)=1) Ustalmy f € O(U), gdzie U C Q jest otwartym otoczeniem K. Chcemy

pokazaé, ze f € O(Q), przy czym O(Q) traktujemy jako podprzestrzeri wektorows,
przestrzeni Banacha C(K) (z norma maksimum). Z twierdzenia Hahna-Banacha
wynika, ze wystarczy pokazaé, ze nie istnieje funkcjonat ograniczony A € (C(K))’
taki, ze A = 0 na O(2) i A(f) # 0. Twierdzenie reprezentacyjne Riesza méwi, ze
kazdy taki funkcjonal jest postaci

A(g)z/Kgdu, g € C(K),

dla pewnej zespolonej, regularnej miary borelowskiej u na K. Musimy wiec pokazaé,
ze jezeli p jest taka miara i

(19.2) / gdu=0, geO(Q),

to fK fdu=0.
Potézmy

h(z)::/KCéM_(CZ), ze€ C\ K.

Poniewaz mozemy rézniczkowaé pod znakiem calki, mamy h € O(C \ K) oraz

h(")(z):n!/l{%, 2€C\K, n=0,1,2,...

7 (19.2) wynika, ze A(™ = 0na C\ Q, n =0,1,2,..., a stad h = 0 w otoczeniu
kazdego punktu z C\ 2, a z zasady identycznosci i dzieki temu, ze K spehia ii),
h = 0 na kazdej skltadowej ograniczonej C \ K. Mamy takze

lim A (2) =0, n=0,1,2,...

zZ—00

i rozumujac podobnie (dla funkeji A(1/¢) w otoczeniu 0) otrzymamy h = 0 takze
na skladowej nieograniczonej. Otrzymalidmy wiec

(19.3) /K‘é“_(if:o, 2eC\ K.

Niech I' € U\ K bedzie cyklem danym przez Lemat 10.3. Dzieki Twierdzeniu 10.4,
(19.3) oraz twierdzeniu Fubiniego mamy wtedy

i [ @) = [ [ L acaue = [ [ M pgac—o. o
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Dla zwartego podzbioru K obszaru {2 definiujemy otoczke holomorficznag K
wzgledem €2

Ko:={2€Q:|f(2)| < m}e{xx\f\ dla kazdego f € O(Q)}.

W przypadku, gdy 2 = C zbiér K= I?(C nazywamy otoczka wielomianowa zbioru
K, gdyz w definicji zamiast wszystkich funkcji catkowitych wystarczy braé¢ tylko

wielomiany. Jezeli K = K, to méwimy, ze K jest wielomianowo wypukty.

Propozycja 19.2. Dia zwartego podzbioru K obszaru ) zbior Ko jest zwarty oraz
(19.4) dist (K, ) = dist (K, 9)

(jezeli = C, to dist (K,00) = 00).

Dowod. Mamy
Ko= () {Ifl <max|f]},

feo(Q)

a wiec Ko jest domkniety w Q. Wystarczy wiec pokaza¢ < w (19.4) (nieréwnosé
przeciwna jest oczywista) - otrzymamy wtedy takze zwartosé. Jezeli Q = C, to
wystarczy rozpatrzyé funkcje f(z) = z. Mozemy wiec zalozy¢, ze istnieje w €
dQ # (. Biorac funkcje f(z) := 1/(z — w) otrzymamy Ko C {z € Q : |z — w| >
dist (w, K)}, skad dostaniemy (19.4). O

Zanacznie wiecej daje twierdzenie Rungego - otrzymamy nastepujaca topologicz-
na charakteryzacje otoczki Kq.

Twierdzenie 19.3. I?Q jest suma K oraz sktadowych spdjnych zbioru C\ K, ktore
sa relatywnie zwarte w Q.

Dowdéd. Przez K oznaczmy wspomniana sume. Oczywiscie K C I?Q, natomiast
jezeli G jest sktadowa Q\ K relatywnie zwarta w €2, to 0G C K iz zasady maksimum
mamy G C KQ7 a wiec K C _[?Q

Zbiér K jest domkniety w Q (bo (K \ K) C K). Mozemy latwo pokazaé, ze
dist (K, 09) = dist (K,99Q) > 0, a wiec K jest zwarty. Dla ustalonego z € Q \ K
zbiér K U {z} spelia warunek ii) w Twierdzeniu 19.1. Niech f bedzie funkcja
réwna 1 w pewnym otoczeniu zg i réwna 0 w pewnym otoczeniu K. Znajdziemy
zatem g € O(Q) takie, ze | f —g| < 1/2 na KU{z}. W szczegdlnosci, [g(zo)| > 1/2,
natomiast [g| < 1/2 na K, a stad z ¢ K. O

Z Twierdzenia 19.3 wynika, ze warunki i), ii) w Twierdzeniu 19.1 sa réwnowazne
temu, ze IA(Q =K.
Whniosek 19.4. Zbior zwarty K C C jest wielomianowo wypukty wtedy i tylko
wtedy, gdy C\ K jest zbiorem spdjnym. O

Jezeli QQ = C, to w Twierdzeniu 19.1 otrzymamy aproksymacje funkcjami catko-

witymi, a te mozna aproksymowaé wielomianami.

Twierdzenie 19.5. Jezeli zbior zwarty K C C jest wielomianowo wypukly, to
kazda funkcja holomorficzna w otoczeniu K moze by¢ na K jednostajnie aproksy-
mowana wielomianami. O
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Mergelyan (1952) udowodnil nastepujacy, znacznie mocniejszy rezultat niz po-
wyzsze twierdzenie: jezeli K jest wielomianowo wypukly, to kazda funkcja f €
C(K)N O(int K) moze by¢ jednostajnie aproksymowana na K wielomianami.

Przyktad. Dla n = 1,2,... zbiory K, = {pe’’ : 1/n < p < n, 1/n <t < 27}
sa wielomianowo wypukte. Dzieki Twierdzeniu 19.5, zastosowanemu do K,, U {0},
znajdziemy wiec wielomiany P, takie, ze |P,(0)| < 1/n oraz |P, — 1] < 1/n na K,.
Ciag P, jest wiec punktowo zbiezny do w 0 w 0 i do 1 w C,. Pokazuje to, ze w
¢wiczeniu po Twierdzeniu 6.5 nie da sie zawsze otrzymaé holomorficznosci granicy
w catym ().

Podamy teraz jeszcze inne zastosowania twierdzenia Rungego. Pierwszym jest
dowdd istnienia funkcji meromorficznej o dowolnie zadanej czesci osobliwe;j.

Twierdzenie 19.6. (Mittag-Leffler, 1884) Zaldzmy, ze 2 jest obszarem w C oraz ze
ciag zn € ) nie ma punktow skupienia w ). Wtedy istnieje funkcja meromorficzna
f w Q o biegunach doktadnie w punktach z,, przy czym dla kazdego z, mozemy z
gory dowolnie zadaé cze$é osobliwg szeregu Laurenta funkcji f w z,.

Dowdd. Niech f,, bedzie zadana czescia osobliwa szeregu Laurenta w z,
Mn,
fnl(2) = Zanj(z — )77 € O(C\ {2, }).
j=1

Znajdziemy rosnacy ciag zbioréw zwartych K, C 2 wyczerpujacych € (tzn. kazdy
zbiér zwarty K C ) zawiera sie w K, dla pewnego n) takich, ze @Q = K,,. Bez
straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze z, ¢ K, dla k > n (ciag K, Ks,... mozemy
zamieni¢ ciagiem (), ..., 0, Ky,..., K1, Ks,...,Ks,... - korzystamy z tego, ze z, nie
ma punktéw skupienia w 2). Dzieki twierdzeniu Rungego dla kazdego n znajdziemy
h, € O(Q) takie, ze |f, — hyn| < 1/2™ na K,,. Zatem dla kazdego n szereg

oo

> (e —ha)

k=n

jest jednostajnie zbiezny na K,, a stad funkcja f := )" (fn — hy) posiada zadane
wlasnoéci. 0

Twierdzenie Rungego wykorzystamy takze w dowodzie nastepujacego rezultatu.

Twierdzenie 19.7. Niech ) bedzie dowolnym obszarem w C. Wtedy dla kazdego
g € C*(Q) istnieje f € C>(Q) takie, Ze Of /0Z = g.

Dowdd. Zaltézmy najpierw, ze g ma nosnik zwarty. Wtedy bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze () = C. Poltézmy

1 [ g() =1 [g(C+2) =
f(z)_2m,/<_zdmdg_2m,/C d¢ NdC, z€C,

gdzie ostatnia réwnosé zostata otrzymana dzieki zmianie zmiennych (' = ¢ — z.
Roézniczkujac pod znakiem calki i zmieniajac zmienne otrzymamy

of ) — 1 /gz(C+Z) 1 9z(¢)

dCNdE = —

C o g—zd“dz'

az( )_27m'
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Stosujac Twierdzenie 10.1 do kuli zawierajacej nosnik g dostaniemy Jf/0Z(z) =
9(2).

Niech teraz g i €2 beda dowolne. Wybierzmy zbiory K, tak jak w dowodzie
Twierdzenia 19.6. Niech v¢,, € C§°(Q2) bedzie takie, ze ¢, = 1 w otoczeniu K.
Potézmy @1 := 1, on = p —Yp_1,n > 2. Wtedy >, ¢, =1 w Q oraz ¢, =0
w otoczeniu K,,_1, n > 2. Dzieki pierwszej czesci dla kazdego n znajdziemy f, €
C>(9) takie, ze 0f,/0Z = png. W szczegdlnosei, funkcja f,, jest holomorficzna w
otoczeniu K,,_1, n > 2. Dzieki twierdzeniu Rungego znajdziemy h,, € O(Q) takie,
ze |fn — hpn| < 1/2™ na K,,_;. Definiujemy

f = fl + Z(fn - hn)
n=2

Szereg jest lokalnie jednostajnie zbiezny w 2. Co wiecej, lokalnie wszystkie poza
skoniczona liczba wyrazy tego szeregu sa funkcjami holomorficznymi, a wiec f €
C>®(Q)oraz 0f/0Z2 =), png=g. O

Pokaza¢, ze dla dowolnego obszaru Q@ w C i h € C*°(f2) istnieje u €

C>(Q) takie, ze u,z = h, przy czym jezeli h ma wartosci rzeczywiste, to znajdziemy
odp. u takze o wartosciach rzeczywistych.

Udowodnié, ze dla dowolnego obszaru {2 mamy

O(Q) ={h,:heC®(Q), h,z=0}.
WvyKELAD 15, 8.10.2007

20. Odwzorowania konforemne

Niech D bedzie obszarem w C. Odwzorowanie f : D — C nazywamy lokalnie
konforemnym, jezeli f jest lokalnym dyfeomorfizmem klasy C! oraz f zachowuje
katy oraz orientacje, tzn. jezeli 1,72 : (—¢,e) — D sa krzywymi klasy C* takimi,
ze 11(0) = 72(0), 71 # 0, 74 # 0, to kat zorientowany pomiedzy wektorami +;(0)
a v5(0) jest réwny katowi zorientowanemu pomiedzy wektorami (f oy1)’(0) a (f o
72)'(0).

Propozycja 20.1. Dla odwzorowania f : D — C NWSR

i) [ jest lokalnie konforemne;

i) f € OD), f"#0;

iii) f € O(D), f jest lokalnie jednokrotne.

Dowdd. ii)<iii) wynika natychmiast z Propozycji 2.4 i Twierdzenia 14.3.
i)<ii) Przypomnijmy (zob. (2.7)), ze dla dowolnej krzywej v mamy

iy Of / of ;
(f o) (0) = 5~ (7(0))7'(0) + 5= (+(0)) v'(0)-
Zachowywanie katéw zorientowanych jest wiec réwnowazne temu, ze
/ / - 7
g 1O _ - Lo (0) + F(e0)3 (0

%0) " o) (0) + F(20)75(0)
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gdzie v1(0) = v2(0) = z9. Jezeli wiec f jest funkcja holomorficzna taka, ze f' =
Of 0z # 0, to f jest lokalnym dyfeomorfizmem (bo Jac f = |f’|?) oraz zachowuje
katy i orientacje.

7 drugiej strony, jezeli rozpatrzymy krzywe postaci vy (t) = zg + €'t dla ustalo-
nego zg € D i dowolnego ¥ € R, to

/

%/9(0) — arge'?,
7(0)

arg

natomiast . ,
L2V O) | fa)e? + fela)e
(f ©7)'(0) f2(20) + fz(20)
Jezeli wiec f jest odwzorowaniem lokalnie konforemnym, to w szczegdlnosci dla
kazdego ¥ € R argument liczby f.(z0) + fz(20)e~2" bylby niezalezny od ¥, a jest
to mozliwe tylko wtedy, gdy fz(z0) =0. O

Lokalna konforemno$¢ mozna wiec zdefiniowaé¢ takze dla odwzorowan okreslo-
nych na obszarach w P i o wartosciach w P. Odwzorowanie f: D — G, gdzie D,G
sa obszarami w P, nazywamy konforemnym (lub tez biholomorficznym), jezeli f jest
holomorficzna bijekcja. Z Propozycji 20.1 wynika, ze wtedy f jest w szczegdlnodci
lokalnie konforemne, za$ dzieki Propozycji 2.4 odwzorowanie f~! jest takze kon-
foremne. Dwa obszary w P nazywamy konforemnymi, jezeli istnieje odwzorowanie
konforemne pomiedzy nimi. Zauwazmy, ze kazde odwzorowanie holomorficzne jed-
nokrotne f jest odwzorowaniem konforemnym na obraz.

Przyktad. Plaszczyzna zespolona C nie jest obszarem konforemnym z A - jest to
natychmiastowy wniosek z twierdzenia Liouville’a.

Odwzorowanie konforemne f : D — D nazywamy automorfizmem obszaru D,
przez Aut (D) oznaczamy zbiér wszystkich automorfizméw obszaru D. Ma on
strukture grupy (wzgledem skladania odwzorowan). Zauwazmy, ze jezeli obszary
D i G sa konforemne, to grupy Aut (D) i Aut (G) sa izomorficzne: jezeli f: D — G
jest odwzorowaniem konforemnym, to odwzorowanie

Aut (D) > g+ fogo ft € Aut(G)
jest izomorfizmem.
Opiszemy teraz dokladnie automorfizmy A, C oraz P.

z —

Twierdzenie 20.2. Aut(A) = {)\1

a
—: N aeC |\ =1,la < 1}.
z
Dowdd. W celu wykazania O mozemy zalozy¢, ze A = 1. Dla a € A oznaczmy

z—a
Ta(z) = 1—az

Zauwazmy, ze
1 —az® = [z —af’ = (1 |a*)(1 — |2]*),

skad wynika, ze T, (A) C A. Latwo sprawdzié¢, ze T_, jest odwzorowaniem odwrot-
nym do T,, skad wynika, ze T,, € Aut (A).
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W celu wykazania C skorzystamy z lematu Schwarza (1884).
Lemat 20.3. Jezeli f € O(A,A) jest takie, Ze f(0) =0, to

[f) <z, z€A, oraz [f(0)] < 1.
Co wiecej, jezeli | f(z0)| = |z0] dla pewnego zg € A, lub |f'(0)| = 1, to f jest postaci
f(z) = Az, gdzie |\| = 1, tzn. f jest obrotem.

Dowdd. Funkcja
= o, -

jest holomorficzna w A. Dla r € (0,1) mamy |g(2)| < 1/r, jezeli |z| = r. Z zasady
maksimum wynika zatem, ze |g(z)| < 1/r, gdy |z| < r, otrzymamy wiec, ze |g| < 1
w A. To pokazuje pierwsza czesé¢ lematu. Druga cze$¢ wynika z tego, ze jezeli
lg(z0)| = 1 dla pewnego zp € A, to funkcja g jest stata. O

Koniec dowodu Twierdzenia 20.2. Niech f € Aut (A). Odwzorowanie ]7:: foT, €
Aut (A) spetia f(0) = 0, jezelia = —f~1(0). Z lematu Schwarza (lub z nieréwnoéci
Cauchy’ego) wynika, ze |f’(0)| < 1. Z drugiej strony, 1 > |(f~1)"(0)| = 1/|f(0)|,
a wiec |f/(0)] = 1. Korzystajac z ostatniej czesci lematu Schwarza znajdziemy A,
Al =1, takie, ze f(¢) =A(, ¢ € A. Stad f=\T_,. O

Propozycja 20.4. Aut(C) ={az+0b:a,b€ C,a # 0}.

Dowdd. D jest oczywiste. Jezeli f € Aut (C), to f ma osobliwo$é izolowana w oo,
z Twierdzenia 12.2 wynika, Ze nie jest to osobliwo$é¢ istotna (bo f jest bijekcja).

Funkcja f musi wiec by¢ wielomianem, jezeli stopien tego wielomianu bytby rézny
od 1, to f nie byloby bijekcja. O

az+b
cz+d
Dowdd. Niech a,b,c,d € C beda takie, ze ad — bc # 0. Jezeli ¢ # 0, to

Propozycja 20.5. Aut (P) = { ta,b,c,d € C ad — be # O}.

az+b _a ad—bc
cz+d ¢ clez+d)’

skad latwo wynika D (jezeli ¢ = 0, to mamy odwzorowanie liniowe). Dla f € Aut (P)
korzystamy z Propozycji 20.4: jezeli f(oo) = oo, to flc € Aut(C), jezeli zas
f(c0) € C to odwzorowanie

Cozr— ———€C

f(z) = f(o0)
jest liniowe dzieki i), skad otrzymujemy C. O

Elementy Aut (P) nazywamy homografiami. Mozna pokazaé , ze

a) kazda homografia jest ztozeniem odwzorowan liniowych i odwzorowania z +— 1/z;
b) kazda homografia przeksztalca okrag w P (tj. okrag lub prosta w C) w okrag w
IP;
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¢) kazda homografia zachowuje dwustosunek kazdej czwérki punktéw:

(21 — 22)(23 — 24)
(21— 21)(23 — 22)’

(21722723,24) = 21, R2, 23, "4 G]P)a

d) dla kazdej pary tréjek réznych punktéw z1,zs, 23 oraz wi,ws,ws z P istnieje
dokiadnie jedna homografia f taka, ze f(z;) = w;, j =1,2,3.

Znalez¢ odwzorowanie konforemne A — H, gdzie H := {Imz > 0}.

b
Pokazaé, ze Aut (H) = {azid ca,b,c,d € R ad — be > O}. Wywnioskowaé, ze
cz

grupa Aut (A) jest izomorficzna z grupa SL(R,2)/Zs.

Dla grupy G przez Zg = {f € G, : f?> = 1} oznaczmy zbér inwolucji
G oraz zdefiniujmy

Ga:={feG:fg#gfVgela}U{l}

Dowodzac ponizszych stwierdzeri wykazaé, ze zadna para z z grup Aut (A), Aut (C)
i Aut (P) nie jest ze soba izomorficzna (w sensie teorii grup).
i) W Aut (PP) istnieja przemienne inwolucje.
. a—z
ii) Zaue () = {—2+b: b € C}, Tau(a) = {1
w Aut (A) nie istnieja przemienne inwolucje.
iii) Gaut (c) = {z +b: b € C} jest przemienna podgrupa Aut (C).
—b
iv) Gaut(a) = {,ulz o | =1, b € A, |p— 1] < 2|b|} zawiera elementy
— bz
nieprzemienne (nie jest takze podgrupa Aut (A)).

ta € A}, ani w Aut (C) and

—az

WyYKLAD 16, 15.10.2007

Podstawowym rezultatem w teorii odwzorowan konforemnych jest nastepujace
twierdzenie Riemanna (1851 - pierwsze precyzyjne dowody podali Koebe i Poincaré
na poczatku XX w.).

Twierdzenie 20.6. Kazdy obszar jednospojny w C, z wyjatkiem calej plaszczyzny,
jest konforemny z dyskiem jednostkowym A.

Dowdd. Niech D C C bedzie obszarem jednospéjnym takim, ze D # C. Jak wynika
z Propozycji 10.5 oraz Twierdzenia 10.8, obszar D posiada nastepujaca wlasnosé

(20.1) VfeO.(D)3ge 0.(D):g*=f.

Zauwazmy najpierw, ze wlasnosé (20.1) jest niezmiennicza wzgledem odwzorowan
konforemnych. Zalozenie D # C oznacza, ze znajdziemy a € C\ D, zas dzieki
(20.1) istnieje g € O(D) takie, ze g(2)? = z —a, z € D. Wtedy 0 ¢ g(D), funkcja
g jest jednokrotna na D oraz, jezeli w € g(D), to —w ¢ g(D). W szczegdlnosci,
rozpatrujac obszar g(D) zamiast D, mozemy zalozy¢, ze istnieje koto K (zg, ) takie,
ze DN K(zp,7) = (. W takiej sytuacji, zamieniajac D z obszarem h(D), gdzie
h(z) = r/(z — zp), mozemy zalozyé¢, ze D C A. Wybierajac dowolne b € D oraz
obszar T, (D), bez straty ogélnosci dochodzimy do sytuacji, gdzie 0 € D C A (oraz
oczywiscie D spemia (20.1)).
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Rozpatrzmy nastepujaca rodzine
F:={feO(D,A): f(0)=0, f jednokrotne}

oraz zdefiniujmy « := sup ez [f/(0)|. Zauwazmy, ze 1 < a < 1/p, gdzie p > 0 jest
takie, ze K(0,p) C D (pierwsza z nieréwnosci wynika z tego, ze z € F, druga jest
konsekwencja nieréwnosci Cauchy’ego).

Twierdzimy, ze supremum jest osiagane, tzn. istnieje f € F takie, ze | f/(0)| = a.
Niech f, € F beda takie, ze |f,(0)] — «a. Z lematu Montela (Twierdzenie 6.5)
wynika, ze mozemy zalozy¢, ze ciag f, jest lokalnie jednostajnie zbiezny w D do
pewnej funkcji f € O(D) (w przeciwnym razie rozpatrujac podciag). Z twierdzenia
o odwzorowaniu otwartym wnioskujemy, ze f(D) C A (f nie moze by¢ stala z 0A
np. bo f(0) = 0), zas z Wniosku 14.5, ze f jest jednokrotne, czyli f € F. Dzieki
Twierdzeniu 6.4 mamy |f’(0)| = .

W celu zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze f(D) = A. Przypu$émy, ze
tak nie jest - niech ¢ € A\ f(D). Wtedy funkcja T, o f € F nie ma zer w D,
korzystajac wiec ponownie z (20.1) znajdziemy 1 € O(D) takie, ze 1> = T, o f.
Odwzorowanie 1 jest jednokrotne, a stad ]7 = Tgo € F, gdzie d = ¢(0).
Oznaczajac s(w) := w?, mamy f = Fof, gdzie F = T_.0s0T_4 jest odwzorowaniem
holomorficznym A — A takim, ze F'(0) = 0. Poniewaz F' nie jest jednokrotne, z
lematu Schwarza wynika, ze |F'(0)] < 1. A zatem |f'(0)| = |f/(0)/F'(0)] > « -
sprzecznos¢. [

Zauwazmy, ze w dowodzie twierdzenia Riemanna korzystalismy tylko z wlasnosci
(20.1), w szczegdlnosei otrzymaliSmy wiec nastepujacy rezultat.

Whniosek 20.7. Warunki i)-v) w Twierdzeniu 10.8 sa réwnowazne jednospdjnosci
obszaru . [

21. Geometria hiperboliczna kola

Jak pokazat dowdd twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym, bardzo
przydatna jest wiedza o wlasnosciach odwzorowan holomorficznych A — A. Znajac
doktadny opis automorfizméw A, gtéwna czesé lematu Schwarza mozemy wypowie-
dzieé¢ nastepujaco: jezeli f € O(A,A) oraz f(0) =0, to |f'(0)] < 1 oraz |f'(0)| =
1 < f € Aut(A). Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy nie zakladamy, ze f(0) = 0.
Wybierzmy dowolne a € A i niech b := f(a). Wtedy f =Ty o foT_, speia
f(O) = (0 oraz

FO) = B0 1@ 1 0) = 1L 1 ~ aP).

Z lematu Schwarza wynika teraz, ze | f/(0)] < 1 czyli, ze

() 1
T~ [f@P = T [a]’
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oraz ze mamy réwnos¢ (dla ustalonego a € A) wtedy i tylko wtedy, gdy f € Aut (A).
Otrzymalidémy wiec nastepujace uogdlnienie lematu Schwarza, tzw. lemat Schwarza-
Picka.

Lemat 21.1. Dla f € O(A,A) mamy

el
2y TR STopEE P

oraz NWSR

i) w (21.1) réwno$é zachodzi dla pewnego z € A;

i) w (21.1) réwnosé zachodzi dla wszystkich z € A;

iii) f € Aut (A). O

Lemat Schwarza-Picka sugeruje wprowadzenie nastepujacej metryki w A (tzw.
metryki Poincarégo): jezeli v : [a,b] — A jest droga, to definiujemy

a0
)= [ T hoR™

Zauwazmy, ze

H(foy)<t™(y), [feO(AA),

(21.2) lH(fO'Y) — ZH(fy)7 f € Aut (A)

Kladziemy
§(21, 22) == inf{I7 () : 4[0,1] — A - droga, v(0) = z1, v(1) = 22}.
Propozycja 21.2. ¢ jest metryka na A. Mamy takze
0(f(z1), f(22)) < 6(z1,22), z1,22 €A, feOAA).

Automorfizmy A sa izometriami 9.

Dowéd. Symetrycznoéé § jest oczywista. Zauwazmy, ze [ (y) > I(v), skad wynika,
ze 6(z1,22) > |21 — z2|. Mamy wiec takze 0(z1,22) = 0 < 21 = z5. Nieréwnosé
tréjkata wynika tatwo z faktu, ze jezeli v jest droga laczaca zy i zo, za$ 7 droga
taczaca 25 i 23, to droga bedaca sklejeniem drég v i 4 taczy 21 i z3. Pozostate tezy
propozycji wynikaja natychmiast z (21.2). O

Wyprowadzimy teraz doktadny wzér na 6. Zauwazmy najpierw, ze §(z1,22) =
5(0,|T%, (22)]). Jezeli v = v + iy2 : [0,1] — A jest droga taka, ze v(0) = 0,
v(1) =b>0, to

1 / 1 / b
' (®)] / 71(t) / ds 1, 1+b .
S A 74 By P B 4 8 A - - — tanh-lb.
/0 1—\7(t)|2dt* 0 1—(71(t))2dt s 1oz 281 tanh™"b

Otrzymalidémy zatem nastepujacy wzor.

Propozycja 21.3. Mamy

22 — 21

(21.3) 6(21,2) = tanh™* . Z1,22 € Al

1 —7Z129
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W szczegolnosci, metryka § jest zupetna. [

Dowéd formuly (21.3) pokazuje takze, ze §(0,2) = IH([0,2]), 2 € A, a stad
wynika, ze dla dowolnych 21,29 € A infimum w definicji §(z1, 22) jest osiagane.
Takie drogi nazywamy geodezyjnymi metryki §. Sa wiec nimi proste przechodzace

przez 0 oraz ich obrazy przez automorfizmy A. Mozna pokazaé , ze jezeli

taka prosta nie przechodzi przez 1/a, to takim obrazem jest okrag, w przeciwnym
wypadku obrazem tym jest ta sama prosta. Poniewaz T, jest odwzorowaniem
konforemnym w C\ {1/a}, geodezyjnymi w metryce Poincarégo sa dokladnie proste
przechodzace przez zero oraz okregi przecinajace sie z okregiem jednostkowym pod
katem prostym.

Propozycja 21.4. Odwzorowanie f: A — A jest izometriq 6 wtedy i tylko wtedy,
gdy f € Aut (A) lub f € Aut (A).

Dowdd. Jezeli f € Aut (A) lub f € Aut (A), to z (21.2) (i z tego, ze 17 () = 17 (7))
wynika, ze f jest izometria. Zalozymy, ze f : A — A jest izometria . Rozpatrujac
odwzorowanie f o g zamiast f, gdzie g jest pewnym automorfizmem A, bez straty
og6lnosci mozemy zatozy¢, ze f(0) = 0 oraz f(zg) > 0 dla pewnego xzo > 0. Dla
z € A 7z (21.3) dostaniemy wiec |f(z)| = |z| oraz, poniewaz

(L —[=[*) A = [2[*)

ERTEy
1 —2Re (21%2) + | 212|222’

=1

1—7Z129

mamy takze L
Re (2172) = Re (f(21) f(22))-

Whioskujemy, ze f(xg) = o oraz, podstawiajac zo = g, ze Re f(2) = Rez, z € A,
a wiec f(z) = z lub f(z) = z (dla ustalonego z). Podstawiajac z kolei zo = i/2
otrzymamy f(i/2) = +i/2 oraz

£G/2) |

02 mz, zeA. O

Im f(z) =

22. Funkcje harmoniczne

Funkcje h : @ — R, gdzie Q jest zbiorem otwartym w C, nazywamy harmoniczna,
jezeli h jest klasy C? oraz

2 2
Ao PR O _

—ﬁ‘{'aizﬂ—o

Zbiér funkcji harmonicznych w Q oznaczamy H()). Poniewaz A = 402/020%
(), natychmiast z definicji wynikaja podstawowe zwiazki funkcji har-

monicznych z holomorficznymi.

Propozycja 22.1. i) f € (’)(Q,ﬁ), h € H((Z) = ho feH(Q);
ii) f € OQ) = Ref, ImfeH(Q).
i) feOQ),f#0 = log|fl € H(Q). O
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WykiAD 17, 22.10.2007

Rezultat odwrotny do ii) zachodzi w obszarach jednospéjnych. Pokazemy nawet,
ze obszary jednospdjne sa w ten sposob charakteryzowane - otrzymamy siédmy
warunek réwnowazny warunkom w Twierdzeniu 10.8 (széstym byla jednospdjnosé
- patrz Wniosek 20.7).

Twierdzenie 22.2. Dla obszaru Q@ C C warunki i)-v) w Twierdzeniu 10.8 sa
réwnowazne nastepujacemu
vii) Dla kazdego u € H(QY) istnieje f € O(Q) takie, Ze Re f = w.

Dowdd. i)=vii) Zauwazmy, ze jezeli f = u + iv € O(Q), to z réwnan Cauchy’ego-
Riemanna mielibySmy f" = u, + iv, = u, — tu,. Jezeli teraz u € H(Q), to funkcja
g = Uy — iU, jest holomorficzna (bo spelnione sa réwnania Cauchy’ego-Riemanna),
wiec ma pierwotna f = u+iv € O(Q). Mamy g = f' = Uy + 10, = Uy — iUy, czyli
Uy = Ug, Uy = Uy. Stad U = u + const i mozemy zalozy¢, ze u = u.

vil)=ii) Jezeli f € O.(92), to u = log|f| € H(Q) i dzieki vii) znajdziemy
g € O() takie, ze Reg = u. Mamy wtedy |e?| = e* = |f], skad wynika, ze
f = ee9 dla pewnej statej t € R. [

Whniosek 22.3. Funkcje harmoniczne sq klasy C*°. [

Funkcje harmoniczne u, v nazywamy sprzezonymi, jezeli u + v jest funkcja holo-
morficzna.

Niech u, v beda sprzezonymi funkcjami harmonicznymi w otoczeniu zg
takimi, ze u(zg) = v(zp). Pokazaé, ze jezeli zbidr {u = u(zo)} jest gtadka krzywa w
otoczeniu zp, to jest nia réwniez zbidr {u = u(z¢)} oraz, ze przecinaja sie one pod
katem prostym.

Przypuéémy teraz, ze h jest funkcja harmoniczna w otoczeniu kota K(zg,7).
Dzieki Twierdzeniu 22.2 znajdziemy funkcje holomorficzna f w otoczeniu K (zo, )
taka, ze h = Re f. Z twierdzenia o wartosci éredniej dla funkcji holomorficznych

mamy
1 27

f(20) = f(zo +ret)dt.

2 Jy

Biorac czesci rzeczywiste dostaniemy twierdzenie o wartosci $redniej dla funkcji
harmonicznych.

Twierdzenie 22.4. Jezeli h jest funkcja harmoniczna w otoczeniu K (zq,1), to

1

27
h(zo):%/o h(zo+ret)dt. O

Udowodnimy teraz zasade maksimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 22.5. Jezeli h € H(S2) osiaga maksimum lokalne w obszarze §2, to h
jest stata.

Dowdd. Zalézmy, ze h ma maksimum lokalne w z3. Podobnie jak w dowodzie
Twierdzenia 6.3, korzystajac z Twierdzenia 22.4, tatwo pokazujemy, ze funkcja h
jest stata na K(zp,r) dla pewnego 7 > 0. Polézmy Q' := int{h = h(zo)}. Zbiér
Q' jest wiec niepusty, otwarty, trzeba jeszcze pokazaé, ze jest domkniety. Jezeli
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Z € O, to w kole K(2,7) C Q mamy h = Ref dla pewnego f € O(K(z,7)).
Poniewaz Re f jest stala w niepustym zbiorze otwartym Q' N K(z,r), to f jest
réwniez stala w pewnej (niepustej) sktadowej tego zbioru, a z zasady identycznosci
dla funkcji holomorficznych, takze na catym K(z,7). Wnioskujemy, ze z € Q'. O

Korzystajac z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych pokazemy teraz,
ze pierscienie w C sa konforemne wtedy i tylko wtedy, gdy sa liniowo izomor-
ficzne. Pokazuje to, ze odpowiednik twierdzenia Riemanna nie zachodzi dla ob-
szarow wielospdjnych, tzn. konforemno$é¢ nie jest w tym wypadku réwnowazna
homeomorficznodci.

Twierdzenie 22.6. Niech z; € C, 0 < r; < R; < oo, j = 1,2. Pierscienie
P(z1,71,R1), P(22,72, R2) sa konforemne wtedy i tylko, gdy R1/m1 = Ra/T2.

Dowdd. Jest jasne, ze jezeli Ry/r1 = Ra/ro, to znajdziemy odwzorowanie liniowe
pomiedzy tymi dwoma pierécieniami. Zalézmy wiec, ze f jest odwzorowaniem
konforemnym miedzy nimi. Korzystajac z twierdzenia Riemanna o usuwaniu os-
obliwosci bez straty ogdlnoéci mozemy zalozyé¢, ze 11 = ro = 1 oraz 23 = 20 = 0
() Niech 7, p beda takie, ze 1 < r < /Ry < p < Ry. Zbiér K :=
{r < |z| < p} jest zwarty w Py := {1 < |2| < Ra}, a wiec f~1(K) jest zwarty
w P = {1 < |z| < Ry}. Znajdziemy ¢ > 0 takie, ze V N f~1(K) = 0, gdzie
Vi={1<|z| <1+¢€}. Zbiér f(V) jest spojny, f(V)N K = ), a stad wynika, ze
albo f(V) C {1 < |z| < r} albo f(V) C {p < |z| < Rz}. Rozumujac podobnie w
poblizu okregu {|z| = Ry} otrzymamy, ze albo

(22.1) lim |f(z)|=1, lim [f(z)|= Ra,

|z|—1 |z|— R

albo
lim |f(2)| = Ro, lim |f(2) =1.
T 1£(:) Jim 1£(:)
W drugim przypadku zamieniamy funkcje f z funkcja Ro/f, mozemy wiec zatozy¢,
ze zachodzi pierwszy przypadek.
Dla dowolnego o € R funkcja

h(z) :=log|f(z)| — erlog 2|

jest harmoniczna w Pp, ciagta na Py oraz h = 0 na {|z| = 1}. Jezeli wybierzemy
a = log Ry/log Ry, to wtedy takze h = 0 na {|z| = R1}. Z zasady maksimum
(zastosowanej do funkcji h oraz —h) wynika wiec, ze h = 0 w P;. Funkcja

L — 6alogz _ |Z|a€iaargz’
gdzie arg z wybieramy z przedziatu (0, 27), jest holomorficzna w obszarze P\ (0, 00).
W tym obszarze mamy |f(z)/2%| = 1, a wiec f(z) = Az?%, gdzie |\| = 1. Wynika
stad, ze funkcje z* mozemy ciagle przedluzy¢ na Pi, a zatem o € Z. Z (22.1)
wnioskujemy, ze a > 0, natomiast z iniektywnosci f, ze a = +1, azatem a = 1. [

Chcemy teraz znalez¢é odpowiednik wzoru Cauchy’ego dla funkcji harmonicznych,
tj. wyrazi¢ jej wartosci wewnatrz kola przy pomocy wartosci na brzegu. Przyjmijmy
dla uproszczenia, ze K(zp,r) = A i ze funkcja h jest harmoniczna w otoczeniu A.
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Dla a € A funkcja h o T_, jest harmoniczna w otoczeniu A. Dzieki Twierdzeniu
22.4 mamy wiec

1 27

M@ZhUQWD=§;O h(T-a(e™)) dt.

Stosujac podstawienie e = T, (e't), tzn. e’ = T,(e%), otrzymamy

1 27 T/(eis) ) ) 1 27 1— ‘CL|2 )
h(a) = — e’ e"h(e")ds = — ———— —h(e*®) ds.
(a) 27 /0 T,(e") ch(e”) ds 2 Jo et —al? (e™) ds

Po podstawieniu z = zg + ra otrzymamy nastepujacy wzor Poissona.

Twierdzenie 22.7. Jezeli h jest funkcja harmoniczna w otoczeniu K (zq,7), to

1 [ r? — |z — 2|?

h(z) h(zo +re't)dt, z€ K(z,r). O

“on o |z—z0—rett|?

Przy pomocy wzoru Poissona mozemy teraz rozwiazaé¢ problem Dirichleta dla
kota.

Twierdzenie 22.8 (na wykladzie w troche slabszej wersji). Dla ustalonego kota
K(zg,7) oraz ¢ € L>®(0K (z0,7)) potdzimy

hz) = — [ T —1ET ydt, 2 e K(z,r).
(2) o /0 PRp—— o(zo +re') z (z0,7)

Wtedy h € H(K (z9,7)) i dla kazdego punktu w € 0K (zo,1), w ktdrym ¢ jest ciagla
mamy
(22.2) lim  h(z) = p(w).

z—w
z€K(z0,r)

W szczegdlnosci, dla kazdego ¢ € C(OK(z9,1)) istnieje doktadnie jedna funkcja
h € H(K(20,7)) N C(K (20,7)) taka, ze h = ¢ na 0K (zg,r).

Dowdd. Jednoznacznos$é wynika latwo z zasady maksimum zastosowanej dla réznicy
dwdéch rozwiazan. Zauwazmy, ze

C+z _ [¢2 =2

Re = ,
(—z  [C—2

¢,z€C, (# =z,

skad wynika, ze jadro Poissona

r2— |z — zo|2
|z — 29 — re’|?

jest funkcja harmoniczna wzgledem z. Stad tatwo wnioskujemy, ze h jest funkcja
harmoniczna w K (zg, 7).
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Dla z € K(zp,r) i ustalonego w € 0K (zp,r) mamy (korzystamy z Twierdzenia
27 dlah=1)

b 1 2 r2—|z—zo\2 it gt
(2) — p(w) = 27T/o m (@(Zo +re') — @(w)) :

Ustalmy teraz ¢ > 0. Znajdziemy § > 0 takie, ze |¢(z0 + rett) — o(w)| < e,
gdy |20 + re't — w| < §. Mozemy teraz podzieli¢ przedzial [0, 27r] na dwa roztaczne
podzbiory A i B takie, ze |p(20+re’)—p(w)| < e, gdy t € A, oraz |29+re’ —w| > 4,
gdy t € B. Dla z € 9K (29, ) odp. bliskiego w mamy wtedy

1 27 7.,2_|Z_Z0‘2

|h(2) — p(w)| < = A P ——TT |(o(z0 + re™) — p(w))| dt

L)

2 — |z — 29)?

< oM —m8——
el 7y P

gdzie M := maxpk ., || Stad otrzymamy (22.2). O

Uwaga. Zauwazmy, ze dowdd istnienia rozwiazania w Twierdzeniu 22.8 daje inny
dow6d Twierdzenia 22.7 (poza przypadkiem h = 1, ktéry mozemy sprawdzi¢ bez-
posrednio), bez korzystania z funkcji holomorficznych (to, ze jadro Poissona jest
funkcja harmoniczna wzgledem z mozna oczywiscie takze sprawdzi¢ bezposrednio).
Metode dowodu Twierdzenia 22.8, w przeciwienstwie do poprzedniego dowodu
Twierdzenia 22.7, mozna zastosowac¢ takze w wyzszym wymiarze.

WvYKEAD 18, 29.10.2007

Wykazemy teraz pewne wilasnosci ciagéw funkcji harmonicznych. Pierwsza jest
odpowiednik twierdzenia Weierstrassa dla funkcji holomorficznych.

Propozycja 22.9. Jezeli ciag h, € H(Q) jest zbiezny lokalnie jednostajnie do
h, to h € H(Q). Co wiecej, Dh,, — D*h lokalnie jednostajnie dla dowolnego
wielowskaznika o.

Dowdd. Problem jest czysto lokalny. Zamieniajac hy, z h, + a, (na pewnym relaty-
wnie zwartym podzbiorze ), gdzie a, jest odp. ciagiem stalych zbieznym do 0,
bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze h,, jest ciagiem rosnacym. Niech K (zg,7)
bedzie kotem w € i niech h € H(K (z0,7)) N C(K (2, 7)) bedzie taka, ze h = h na
OK (z0,7). Z zasady maksimum na K (zo,r) dla kazdego n mamy

0<h—h,< max (h—h,),
8K(ZO,T')

a zatem h,, dazy jednostajnie do hwK (z0,7). Druga czes¢ wynika teraz z Twier-
dzenia 22.7 (bo mozemy rézniczkowaé pod znakiem calki). [
Dla funkcji harmonicznych mamy odpowiednik twierdzenia Montela.

Twierdzenie 22.10. Z kazdego lokalnie jednostajnie ograniczonego ciggu funkcji
harmonicznych na obszarze w C mozemy wybrac podciag zbiezny lokalnie jednosta-
Jnie.
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Dowdd. Dla jadra Poissona w K (zg,7) C Q mamy

2 _ _ 2 it _ —
i ot S P ek N G PO e
|z — 2o — rett| rett — (z — zp) rett — (z — zp)

Stad, jezeli h € H(Q), |h| < M w K(z2,7) i |z — 20| <7/2, to
4M
1) = h(z0)] < =25 = 20l
a zatem taka rodzina jest réwnociagla i wystarczy skorzystaé z twierdzenia Arzeli-
Ascoliego. O
Nastepny rezultat jest nazywany twierdzeniem Harnacka (1887).

Twierdzenie 22.11. Zatoimy, Ze h, jest rosngcym ciagiem funkcji harmonicz-
nych okreslonych na obszarze Q0 w C. Wtedy albo lim h,, = oo albo ciag h, jest
zbiezny lokalnie jednostajnie w Q.

Podstawowym narzedziem w dowodzie tego twierdzenia jest nieréwnos¢é Har-
nacka, ktéra sformutujemy osobno.

Twierdzenie 22.12. Zaloimy, ze h € H(K(0,R)), h > 0. Wtedy

R— |z
R+ |z|

h(0) < h(z) < gf ’j h(0), z€ K(0,R).

Dowdd. Niech |z| < p < R. Ze wzoru Poissona mamy

2 2 |2 ]
h(z) = 1/ 7= ety
0

T o |peit — 2|2
Mamy takze
_ 2 1.2
p—lod o »p - IzlzngZ\_
plzl T lpe =22 T p—|z|

Teraz wystarczy, korzystajac z tego, ze h > 0, przejs¢ z p do R. O

Dowdd Twierdzenia 22.11. Zamieniajac funkcje h,, z h, — h1, bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze h,, > 0. Zalézmy, ze K(zp, R) jest kolem w Qi 0 <r < R. Z
nieréwno$ci Harnacka mamy

R—7r R+r -
R—i—rhn(zo) < hp(z) < B Thn(z(]), z € K(z,1),
a stad
R—r R+r -
(22.3) e rh(zo) < h(z) < o rh(zo), z € K(zo,1),

gdzie h := lim h,,. Z (22.3) wynika, ze zbiory A := {h < oo} oraz B := {h = oo}
sa otwarte, a wiec albo A = Q albo B = Q. W pierwszym przypadku z (22.3)
wnioskujemy, ze h jest funkcja ciagta, a wiec z twierdzenia Diniego mamy lokalnie
jednostajna zbiezno$é. [
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23. Funkcje subharmoniczne

Funkcje u :  — RU {—o0}, gdzie Q jest zbiorem otwartym w C, nazywamy
subharmoniczna, jezeli jest ona pélciagla z géry, na kazdej sktadowej 2 mamy u #
—0o0, oraz dla dowolnego obszaru D € Q i h € H(D) N C(D) takiej, ze u < h na
0D, mamy u < h w D. Zbiér funkcji subharmonicznych na €2 oznaczamy SH(S2).

Twierdzenie 23.1. Niech u bedzie funkcja subharmoniczng w otoczeniu K (2q,7).
Wtedy

T[22 — |z — 2z it
U(Z) < 271_/0 mu(zo + re )dt, AS K(ZO,T).

Dowdd. Niech ¢, bedzie ciagiem funkcji ciaglych malejacym do u na 9K (zo,7).
Dzieki Twierdzeniu 22.8 znajdziemy h,, € H(K (zo,r)) NC(K(z9,7)) takie, ze h, =
©n na 0K (2, 7). Z definicji mamy wtedy

12 12— |z — 2z it
u(z) < hp(z) = Cr) A Pm—rTE on(z0 +1e)dt, ze K(zo,r7),

i wystarczy przejs¢ z n do co. [

Twierdzenie 23.2. Zaldzmy, ze u jest funkcja potciaglta z gory na obszarze 2
taka, ze u # —oo. Wtedy u jest subharmoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego zg € Q istnieje ro > 0 takie, ze K(zg,70) C Q oraz

1 21 .
(23.1) u(zp) < 2/ u(zg +re’t)dt, 0<r <.
T Jo

W szczegolnosci, subharmonicznos$é jest wtasnoscig lokalna.

Dowdd. Konieczno$¢ wynika z Twierdzenia 23.1. Dla wykazania dostatecznosci
wezmy D €@ Qi h € H(D) N C(D) takie, ze u < h na dD. Jezeli {u > h} # 0, to
u — h osiaga maksimum w pewnym zg € D (korzystamy z pélciaglosci u). Z (23.1),
rozumujac podobnie jak w dowodzie zasady maksimum dla funkcji holomorficznych
i harmonicznych, wnioskujemy, ze zbiér {u — h = u(zp) — h(zo)} jest otwarty i nie-
pusty. Z wilasnosci funkcji poétciagtych z gory wynika, ze jest on réwniez domkniety
(bo jest postaci {u — h > const}), a wiec u — h = const > 0 w D - sprzecznosé¢ z
warunkiem brzegowym. [J

Twierdzenie 23.1 oraz dowdd Twierdzenia 23.2 implikuja w szczegdlnosci zasade
maksimum dla funkcji subharmonicznych.

Twierdzenie 23.3. Jezeli u € SH(QY) osiaga maksimum w obszarze €, to u jest
stata. O

Przyktad. 7 Twierdzenia 23.2 i z tego, ze log |z| € H(C,) latwo wnioskujemy, ze
max{log |z|,0} € SH(C). Widzimy wiec, ze istnienie maksimum lokalnego nie
implikuje tego, ze funkcja subharmoniczna jest stata.

Jezeli u jest funkcja rzeczywista okreslona na zbiorze otwartym 2 C C, to
kladziemy

u*(2) == limsupu(¢), u.(2):=liminfu(¢), z€ Q.

(—=z (—=z
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Wtedy u* i u,, okreslone w Q, sa odpowiednio najmniejsza funkcja pélciagla z géry
> u w () oraz najwieksza funkcja polciagta z dotu < u w Q.
Udowodnimy teraz inne podstawowe wilasnosci funkcji subharmonicznych.

Twierdzenie 23.4. i) H(2) C SH(Q);

ii) u,v € SH(Q), >0 = max{u,v}, u+v, au € SH(Q);

iit) Jezeli u € SH(Q), zas x jest funkcja rosnaca i wypukte okreslona na prze-
dziale zawierajacym obraz u, to x ou € SH(Q);

w) fe O(Q)af Z0,a>0 = log|f|7 |f|a S SH(Q),

v) Jezeli u, € SH(Y) jest ciagiem malejacym do pewnego u # —oo, to u €
SH();

vi) Dla niepustej rodziny F C SH(Q), lokalnie jednostajnie ograniczonej z gory,
mamy (sup F)* € SH(QY);

vit) Jezeli u, —u € SH(QY), to u € H(Q);

viii) Jezeli u € C*(Q), to u € SH(Q) & Au > 0.

Dowdd. i) Wynika wprost z definicji oraz zasady maksimum dla funkcji harmonicz-
nych.

ii) Korzystamy z Twierdzenia 23.2.

iii) Funkcja x o u jest pélciagla z géry. Dla kota K (z,7) w  mamy

(u(z0)) < x (1 /:W w(zo + re“)dt) < 2i /0277 (ulzo + reit)dt,

2 s

przy czym pierwsza nier6wnos$¢ wynika z tego, ze x jest rosnaca (i z subharmonicz-
nosci u), natomiast druga z wypuklosdci x (i nier6wnosci Jensena).

iv) Funkcja log | f| jest harmoniczna na zbiorze {f # 0} i réwna —oo, gdy f = 0,
wystarczy wiec skorzystaé z Twierdzenia 23.2. Mamy takze |f|* = x(log |f|), gdzie
x(t) = et jest rosnaca i wypukta.

v) Wynika natychmiast z Twierdzenia 23.2.

vi) Dla kota K (zg,7) w Q korzystajac z Twierdzenia 23.1 dostaniemy

1 o 7"2_|Z—ZO|2 it
”U(Z)S%/O mv(20+rel)dt, ’UE‘F

Potézmy u := sup F. Otrzymamy stad

< — B — TS Y dt.
u(z) < s /0 |z — 2o — re’|? u(zo +re”)

7 lematu Fatou mamy teraz

1 27 ) 1 27 .
u*(20) = limsup u(z) /0 u(zo + ’I”elt) dt < o /0 u*(z0 + 7‘6”‘) dt.

S -
zZ—Z0 271-

vii) Funkcja u jest w szczegdlnosci ciaglta. Dla kota K(zp,7) C Q niech h €
H(K (z0,7)) N C(K (20,7)) bedzie taka, ze h = u na K (2, r). Dostaniemy u < h
oraz —u < —h.

viii) = Przypuéémy, ze Au < 0 w K (29,7) C Q. Niech h bedzie jak wyzej. Jezeli
u=hw K(z,7), to otrzymamy sprzecznosé¢, w przeciwnym wypadku znajdziemy
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z € K(z9,r), gdzie u — h osiaga minimum. Wtedy 0 < A(u — h)(2) = Au(z) -
sprzecznosc.

<« Zalézmy najpierw, ze Au > 0iniech D € Q, h € H(D)NC(D) bedzie takie, ze
u < hna dD. Jezeli {u > h} # (), to znajdziemy z € D gdzie u — h ma maksimum.
Wtedy 0 > A(u — h)(2) = Au(Z) - sprzecznos$é. PokazalisSmy, ze u € SH(Q), jezeli
Au > 0. W ogdlnym przypadku wystarczy rozwazyé funkcje u.(z) := u(z) + ¢|z|?,
e >0, (wtedy Au. > 0) i skorzysta¢ z v). O

Niech f bedzie funkcja holomorficzna w otoczeniu pierscienia {r <
|z| < R} taka, ze |f| < m, gdy |z| = r oraz |f| < M, gdy |z2| = R. Pokazaé, ze

log(M/m)
F@) < m(Jz)/r) Tstmry

Pokazac, ze jezeli u € SH(Q) i K (z0,7) C £, to

(poréwnadé z ¢wiczeniem przed Twierdzeniem 6.4).

ol
wlzg) < ——— wd.
) < S & o) S

Wywnioskowaé stad, ze funkcje subharmoniczne sa lokalnie catkowalne.

Udowodni¢, ze dla u € SH(Q2) regularyzacje u. sa funkcjami subhar-

monicznymi w 2. oraz ze u. | u, gdy € | 0.

Zauwazmy, ze jezeli u jest funkcja subharmoniczna w otoczeniu w, to

(23.2) liinjqzlp u(z) = u(w)

ZFw

(< wynika z pélciaglosci z géry, natomiast > z (23.1)). Dla funkeji subharmon-
icznych mamy odpowiednik twierdzenia Riemanna o usuwaniu osobliwosci.

WrvykiAD 19, 5.11.2007

Twierdzenie 23.5. Zalozmy, ze u € SH(Q\ {w}) jest funkcja ograniczona z gory
w poblizu w. Wtedy u mozna jednoznacznie przedtuzyé do funkcji subharmonicznej
na 2.

Dowdd. Problem jest czysto lokalny. Jednoznacznosé wynika z (23.2). Dla z w

poblizu w polézmy

_fulx)+tloglz—ul :#w,
Un(z) 1= C w

Dzieki temu, ze u jest ograniczona z géry, funkcje u,, sa subharmoniczne w otoczeniu
w (niezaleznym od n), a stad u := (sup,, u,)* jest subharmoniczna w otoczeniu w.
Mamy oczywiscie takze u = uw poza w. O

Przy pomocy tego twierdzenia mozemy np. udowodni¢ nastepujacy rezultat.
Twierdzenie 23.6. Jezeli f € O(Q,Q), f # const iu € SH(Q), touof € SH().
Dowdd. Funkcja uo f jest pétciagla z géry. Co wiecej, z otwartosci f i1 (23.2) mamy

(23.3) limsupu(f(z)) = u(f(w)).

zZ—w



74 ZBIGNIEW BLOCKI

Istnieje dyskretny podzbiér A C Q taki, ze f jest odwzorowaniem lokalnie kon-
foremnym w Q \ A, a stad i z definicji tatwo pokazujemy, ze u o f jest (lokalnie)
subharmoniczna w 2\ A. Z Twierdzenia 23.5 otrzymamy, ze przedtuza sie ona do
funkcji subharmonicznej v na 2, z (23.3) wnioskujemy, ze v =wuo f. 0O

24. Nakrycia

Obecna cze$¢ ma charakter czysto topologiczny. O wszystkich wystepujacych
nizej przestrzeniach topologicznych X, Y, Z zakladamy, ze sa spdjne, lokalnie tukowo
spdjne (a wiec sa takze lukowo spéjne) oraz, ze speliaja warunek Hausdorffa.
Odwzorowanie p : Y — X nazywamy nakryciem, jezeli przestrzen X mozemy
pokry¢ zbiorami otwartymi U C X takimi, ze dla kazdego takiego U istnieje ro-
dzina otwartych zbioréw rozlacznych V, C Y taka, ze p~'(U) = |J,V, oraz dla
kazdego ¢ odwzorowanie ply, — U jest homeomorfizmem. Przestrzen Y nazywa-
my przestrzenia nakrywajaca. Zbiory U o tej wlasnosci nazywamy prawidlowymi,
natomiast V, ptatami nad U. Kazde nakrycie jest zatem w szczegdlnosci surjekcja
oraz lokalnym homeomorfizmem.

Przyktady. i) Dla n € N odwzorowanie z +— 2™ jest nakryciem C, na siebie oraz
OA na siebie.

ii) exp jest nakryciem R na okrag 0A, C na C, oraz pasa {logr < Rez < log R}
na pierécien {r < |w| < R}. Poniewaz pas jest konforemny z dyskiem, mozemy
tatwo skonstruowaé¢ nakrycie dysku na pierscien.

Twierdzenie 24.1. Zatozmy, Ze p : Y — X jest nakryciem, natomiast odwzoro-
wante f: Z — X jest ciagle, przy czym Z jest przestrzenia jednospdjng. Wtedy
dla ustalonych yo € Y i z9 € Z takich, ze p(yo) = f(z0) istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie ciggte f: Z — Y takie, Ze po f = f oraz f(zo) = yo. Tuakie f
nazywamy podniesieniem f.

Dowdd. Jednoznacznosé: Zalézmy, ze f spelnia teze i wybierzmy dowolne 2z € Z.
Pokazemy, ze ]? jest jednoznacznie wyznaczone w pewnym otoczeniu z. Niech U
bedzie prawidlowym otoczeniem f(z), za§ V platem nad U takim, ze f(z) eV.
7 ciaglosci f znajdziemy W C Z, otoczenie z takie, ze f(W) C V. Wtedy f =
(plv)~t o f na W. Stad, jezeli f, f sa funkcjami speliajacymi teze, to zbior
{f: f} jest otwarty. Poniewaz jest on réwniez niepusty (zawiera zg), domkniety
(dzieki temu, ze Y spemlmia warunek Hausdorffa), zas Z jest przestrzenia spdjna,
dostaniemy, ze fv: fna Z.

Istnienie: 1) Z =[0,1] =: I, zp = 0. Znajdziemy podzial przedzialu I: 0 =ty <
t1 <--- <t, =1 taki, ze dla kazdego j = 1,...,n zbidr f([t;_1,t;]) jest zawarty w
pewnym prawidlowym zbiorze otwartym U; C X. Niech V; bedzie ptatem nad U
zawierajacym yo. Na [to, t1] definiujemy fi= (plv,)~t o f. Niech z kolei V; bedzie
platem nad U, zawierajacym f(tl), wtedy na [ty,to] kladziemy f= (plvy) "t o f.
Postepujac tak n razy otrzymamy szukane fv

1) Z = I?, zp = (0,0). Postepujemy podobnie jak w I). Znajdziemy podziaty 0 =
Sp<s1< - <8, =1,0=ty<t; <---<t, =1 oraz otwarte zbiory prawidlowe
Ujk C X takie, ze f([Sj_l, Sj] X [tk_l,tk]) C Ujk, j,k‘ =1,...,n. Niech V1 bedzie
platem nad Uy zawierajacym yo. Na [so, s1] X [to, t1] definiujemy f:: (plv,,) Lo
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f. Plat V15 nad U;o wybieramy tak, ze f(so,tl) € V12, wtedy z jednoznacznosci
podniesienia mamy f = (p|v,,) Lo f na [so, s1] x {t1}, W szczegdlnosci f(s, t1) € Via
dla s € [sg,s1]. Jezeli wiec na [so,s1] X [t1,t2] polozymy f := (p|vy,) ' o f, to
definicja ta jest zgodna z poprzednia na [sg, s1] x {t1}. Postepujac w ten sposéb n?
razy wyczerpiemy I2.

III) Z dowolne. Dla z € Z niech v,y : I — Z beda krzywymi takimi, ze
7(0) = 71(0) = 20,7(1) = 71(1) = 2. Dzieki I) istnieje jednoznacznie wyznaczona
krzywa 7 : I — Y taka, ze poy = fovyi7(0) = yp. Podobnie definiujemy
~1. Twierdzimy, ze (1) = 71(1). Dzieki temu, ze Z jest jednospdjna istnieje
ciagle odwzorowanie F : I? — Z takie, ze F(0,-) = v, F(1,-) = 1, F(s,0) = z,
F(s,1) = zdlas € I. Dzieki II) znajdziemy ciagle F: 12 Y takie, ze poF = foF
oraz F (0,0) = yo. Z jednoznacznosci podniesienia krzywych mamy F 0,-) =7,
F(1,-) = 7, oraz F(s,0) = yo, s € I. Dla s € I mamy p(F(s,1)) = f(F(s,1)) =
f(2). Poniewaz zbiér p~1(f(2)) jest dyskretny (z wlasnosci nakrycia), zas F(Ix{1})
spéjny, wnioskujemy, ze zbiér F (I x {1}) jest jednopunktowy. W szczegdlnosci
(1) = F1(1), a wiec odwzorowanie f(z) := (1) jest dobrze zdefiniowane.

Musimy jeszcze pokazadé, ze f jest ciagle. Niech V bedzie tukowo spdjnym oto-
czeniem f(z) takim, ze U := p(V) jest prawidlowym otoczeniem f(z). Z ciagtosci
f znajdziemy tukowo spéjne otoczenie W punktu z w Z takie, ze f(W) C U. Wys-
tarczy pokazaé, ze f(W) C V. Dla 2/ € W niech 8 : I — W bedzie krzywa taka,
ze 5(0) =z, B(1) = /. Wtedy B = (p|V)~t o f o B jest podniesieniem 3, a zatem
&) =81)=@lv) H(f()eV. O

Z Twierdzenia 24.1 (oraz czesci I1T) dowodu) dostaniemy w szczegdlnosei twier-
dzenie o podnoszeniu krzywej.

Twierdzenie 24.2. Niech p : Y — X bedzie nakryciem. Przypu$émy, ze ~y jest
krzywa w X o poczatku w xo. Wtedy, dla ustalonego yo € p~'(x0), istnieje jednoz-
nacznie wyznaczona krzywa v w'Y o poczatku w yo taka, ze poy = . Co wiecej,
jezeli v, jest krzywa w X homotopijnie réwnowaina z -y, korice podniesien v oraz
Y1 sq takie same. [

Druga cze$é¢ Twierdzenia 24.2 nosi nazwe twierdzenia o monodromii. 7 Twier-
dzenia 24.1 wynika takze, ze jednospdjna przestrzen nakrywajaca jest wyznaczona
jednoznacznie (z dokladnoscia do homeomorfizmu).

Twierdzenie 24.3. Zatéimy, ze odwzorowania p:Y — X, q: Z — X sq nakry-
ciami. Jezeli przestrzenie Y, Z sa jednospdjne, to sa one homeomorficzne.

Dowdd. Ustalmy yo € Y, z9 € Z takie, ze p(yo) = q(20). Dzieki Twierdzeniu 2.1
znajdziemy odwzorowania ciagle ¢ : Z — Y ip: Y — Z takie, ze poq = q,
q(z0) = yo, o p = p, p(yo) = 20. Wtedy pogop = p, q(p(yo)) = yo, gopoq =g,
p(q(20)) = 2z0. Z jednoznacznosci podniesieri otrzymamy gop = idy, poq = idyz. O
Twierdzenie 24.4. Niech X bedzie lokalnie jednospdjna. Wtedy istnieje jedno-
spojna przestrzen nakrywajaca Y .

Dowadd. Ustalmy xg € X. Dlaz € X przez I', oznaczmy zbior wszystkich krzywych
~v : I — X laczacych zg z x. Dla vg,v1 € 'y, piszemy o ~ 71, jezeli krzywe g, v1 sa
homotopijne. Wtedy ~ jest relacja réwnowaznosci na I',, oznaczmy p, :=I';/ ~.
Definiujemy

Yi={(w.[]) v € X,y €T,
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oraz
p:Y > (z,[y]) — x e X.

Na Y wprowadzamy topologie w nastepujacy sposéb: dla (z,[y]) € Y oraz jed-
nospéjnego otoczenia U punktu x w X rozwazamy zbiory postaci

VU,['y] = {(xla [’7 * ﬂ}) cx’ e U}7
gdzie 3 : I — U jest dowolna krzywa laczaca = z 2’ oraz

v(2t), te0,1/2],

= { T e €T

Zauwazmy, ze [y * (3] nie zalezy od wyboru 3, a tylko od 2’ (bo U jest jednospdjny).
Zauwazmy takze, ze
p ') = | Vum

[(v]€pa

i ze zbiory V[, sa roziaczne dla [y] € p,. Z powyzszych wiasnodci natychmiast
wynika, ze zbiory Vi [, tworza baze otoczen (z,[y]) i ze p jest nakryciem.
Musimy jeszcze pokazaé, ze przestrzen Y jest jednospdjna. Niech a : I — Y
bedzie krzywa zamknieta taka, ze a(0) = a(1) = (z,[y]). Wtedy a := poa
jest krzywa zamknieta w X taka, ze a(0) = a(1) = x. Dla s,t € I zdefiniujmy
a(s) := a(st) oraz
a(t) = (a(t), [y * ).

Wtedy @ jest krzywa w Y taka, ze poa = «, a(0) = (z,[y]), wiec dzieki temu,
ze p jest nakryciem i z jednoznacznosci podniesienia dostaniemy @ = a. Dla ¢t =1
mamy w szczegdlnosci [y] = [y*a], a wiec krzywa « jest $ciagalna do punktu x w X,
tzn. znajdziemy ciagle odwzorowanie F : I? — X takie, ze F(0,-) = o, F(1,t) =
F(s,0) = F(s,1) = z dlas,t € I. Z Twierdzenia 2.1 mamy podniesienie F : I2 — Y
takie, ze poﬁ’ = Foraz F (0,0) = (x,[7v]). Z jednoznacznosci podniesienia krzywych
otrzymamy F(0,-) = &, F(1,t) = F(s,0) = F(s,1) = (x,[y]), a wiec krzywa & jest
Sciagalna do (z,[y]). O

WrvykiAD 20, 12.11.2007

Od teraz o przestrzeni X zakladamy dodatkowo, ze jest lokalnie jednospdjna.
Dzieki Twierdzeniom 24.3 i 24.4 istnieje jedyne (z dokladnoscia do homeomor-
fizmu) nakrycie p : X - X , gdzie X jest jednospdjna. Takie nakrycie nazywamy
uniwersalnym. Homeomorfizm g : X - X nazywamy homeomorfizmem nakrycia
p, jezeli po g = p. Ich zbiér oznaczamy I'x, jest oczywiste, ze jest to grupa.
Nazywamy ja grupa nakrycia p.

Przy powyzszych oznaczeniach mamy nastepujace dwa rezultaty opisujace I'x.

Propozycja 24.5. i) X ~ )?/FX;
ii) T'x nie ma punktow stalych, tzn. jezeli g € I'x ma punkt staly, to g = id;
iii) Tx dziata dyskretnie na X, tzn. dla K € X zbidr {g € Tx : K N g(K) # 0}
jest skonczony.
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Dowdd. i) Polézmy B
F:X/Tx > [y — ply) € X.

Z definicji I'x wynika, ze F jest dobrze okreslone. Jezeli F([y1]) = F([y2]) tzn.
p(y1) = p(y2), to dzieki Twierdzeniu 24.1 znajdziemy ciagle g : X — X takie,
ze g(y1) = y2 i pog = p, a takze ciagle f : X > X takie, ze f(y2) = y1 i
po f = p. Z jednoznacznosci podniesienia go f = fog = id, a wiec g € I'x.
Pokazalismy wiec, ze F' jest iniektywne, natomiast surjekcja jest oczywista. To, ze
F jest homeomorfizmem wynika wprost z definicji.

ii) Jezeli g(y) = y, to z jednoznacznosci podniesienia wnioskujemy, ze g = id.
(Zauwazmy, ze w ten sam sposéb mozemy pokazaé, ze jezeli ¢1(y) = g2(y) dla
pewnego y € X i g1,92 € I'x, to g1 = g2.)

iii) Znajdziemy platy Vi,...,V,, pokrywajace K. Przypusémy, ze istnieje ciag
gn € U'x, przy czym g, # gm, n # m, oraz y, € K takie, ze g,(y,) € K. Wtedy
znajdziemy i, j oraz podciag gy, taki, ze y,, € V; oraz gy, (yn,) € V;. Mamy jednak
9n. = (plv;) "t op na zbiorze (plv,)~ (p(Vi) Np(V;)) (ktéry jest niepusty, bo zawiera
Yn,) 1 z jednoznacznosci podniesienia otrzymamy g,, = g,, dla wszystkich &, -
sprzecznos¢. [

Twierdzenie 24.6. 'y ~ m(X).

Dowdd. Ustalmy zo € X i wybierzmy yo € X takie, ze p(yo) = zo. Polézmy
F:Tx 39+ [pon] € m(X),

gdzie v € C(I,X) jest takie, ze ¥(0) = yo, ¥(1) = g(yo) (wtedy po~y € C(I, X),
p(7(0)) = p(v(1)) = xp). Odwzorowanie F' jest dobrze okreslone, gdyz przestrzen
X jest jednospdjna.

Chcemy pokazaé, ze F' jest homomorfizmem grup. Wezmy g¢1,92 € I'x i niech
v; € C(I,X) beda takie, ze ~;(0) = yo 1 (1) = gi(yo), i = 1,2. Niech o :=
72 % (92 0 M), wtedy @(0) = yo, (1) = g2(g1(y0)) oraz

F(gaog1) =[poa] =[pora]pogaomn]=[pova]lpomn]= F(g2) F(g)-

Dla wykazania iniektywnosci F' niech g € I'x bedzie takie, ze F'(g) = 0, tzn.
dla v € C(I,X) takiego, ze v(0) = yo, 7(1) = g(yo), krzywa p o 7 jest $ciagalna.
Poniewaz ~y jest podniesieniem p o+, z twierdzenia o monodromii wynika, ze (1) =
Yo, & wiec g(yo) = Yo, zatem g = id.

Dla krzywej 5 € C(I,X) takiej, ze 5(0) = (1) = xg, niech 3 bedzie jej pod-
niesieniem. Dzieki Propozycji 24.5.1 znajdziemy g € I'x takie, ze g(yp) = 5(1)
Wtedy F(g) = [8], czyli F jest surjekcja. O

Mamy takze rezultat odwrotny do Propozycji 24.5.

Propozycja 24.7. Niech'Y bedzie lokalnie zwarta przestrzeniq topologiczna, nato-
miast I' podgrupa grupy homeomorfizméw Y dzialajaca dyskretnie na Y. Wtedy
Y/T' spetnia warunek Hausdorffa. Jezeli dodatkowo T' nie ma punktéw statych, to
rzutowanie p : Y — Y/T' jest nakryciem.

Dowdd. Niech y1,y2 € Y beda takie, ze p(y1) # p(y2). Zmnajdziemy U; € Y,
otoczenia y;, i = 1,2, takie, ze Uy N Uy = (). Dla K := U; U U, zbiér {g € T :
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g(K) N K # (0} jest skoriczony, powiedzmy {g1,...,9n}. Poniewaz p(y1) # p(y2),
znajdziemy Vi C Ui, otoczenie yi, takie, ze yo ¢ g;(V1), j = 1,...,n. Wynika
stad, ze istnieje Vo C Us, otoczenie yo, takie, ze g;(Vi)NVa =0, j=1,...,n, a
stad g(V1) NVa = () dla g € T. Zbiory p(V;) sa wiec otoczeniami p(y;), i = 1,2,
takimi, ze p(V1) Np(Va) = 0.

Dla ustalonego y € Y niech obszar V' € Y bedzie otoczeniem y. Istnieje tylko
skoniczona liczba niepustych zbioréw V N g(V), g € I'. Poniewaz g € ', nie maja
punktéw stalych, odpowiednio zmniejszajac V mozemy zalozy¢, ze dla wszystkich
g € Ty mamy V Ng(V) = (. Wynika stad, ze p zaciesnione do V jest bijekcja na
obraz. Dla U := p(V) zbiory g(V), g € T, sa wtedy platami nad U. O

25. Powierzchnie Riemanna

Powierzchnie Riemanna to jednowymiarowe rozmaitosci zespolone. Dokladniej,
niech M bedzie spdjna przestrzenia topologiczna Hausdorffa. Rodzine homeomor-
fizméw ¢, : Uy — D, gdzie {U,} jest otwartym pokryciem M za$ D, obszarami
w C, nazgywamy atlasem na M, jezeli odwzorowania przejscia

a0 @y 9s(UaNUs) = pa(Ua NUp)

sa holomorficzne. Elementy atlasu nazywamy mapami. Moéwimy, ze dwa atlasy
sa rownowazne, jezeli ich suma mnogosciowa jest takze atlasem. Latwo sprawdzié,
ze jest to relacja réwnowaznosci. Klase réwnowaznesci wzgledem tej relacji nazy-
wamy struktura zespolona. Taka przestrzen topologiczna wraz ze struktura zespo-
lona nazywamy powierzchnia Riemanna. (Uwaga: zawsze zakladamy z definicji, ze
powierzchnie Riemanna sa spéjne.)

Przyktady. i) Obszary w C;

ii) Sfera Riemanna P (z mapami id¢ oraz P\ {0} 3 z+—— 1/z € C);

iii) Wykres funkcji holomorficznej f na obszarze w C o nieznikajacej pochodnej;

iv) Torus C/T', gdzie I' = Zw; + Zws, wy,ws € C sa liniowo niezalezne nad R.
Wtedy rzutowanie p : C — C/T" wprowadza topologie na C/I" (zbiorami otwartymi
sa dokladnie obrazy zbioréw otwartych), w ktérej p jest lokalnym homeomorfizmem
- jest ono homeomorfizmem na obraz na kazdym zbiorze postaci z + Uy, z € C,
gdzie Uy := {swy + twsy : s,t € (0,1)}. Odwzorowania (p|..y,) ' sa mapami na
C/T. Przestrzeti C/T" jest homeomorficzna z torusem S x S, za$ p jest nakryciem

( Cwiczenie )

Odwzorowanie f : M — N, gdzie M, N sa powierzchniami Riemanna, nazy-
wamy holomorficznym, jezeli dla kazdej mapy ¢ : U — D na M oraz ¢ : U—D
na N funkcja @ o f o ™! jest holomorficzna na zbiorze (U N f~1(V)) (méwimy,
ze [ jest antyholomorficzne, jezeli te funkcje sa antyholomorficzne). Zbiér od-
wzorowan holomorficznych M — N oznaczamy O(M,N), zas O(M) := O(M,C).
Odwzorowanie f: M — N nazywamy konforemnym lub biholomorfizmem, jezeli f
jest holomorficzna bijekcja (wtedy f~! jest takze konforemne). Jezeli takie odw-
zorowanie istnieje, to méwimy, ze M i N sa konforemne (lub biholomorficzne) i
piszemy M ~ N. Odwzorowania konforemne M — M nazywamy automorfizmami,
ich zbiér oznaczamy Aut (M). Ma on oczywiscie strukture grupy (ze skladaniem
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odwzorowail jako mnozeniem). Jest oczywiste, ze jezeli M ~ N, to grupy Aut (M)
i Aut (N) sa izomorficzne.

Funkcje z O(M,P) (poza stala co) nazywamy funkcjami meromorficznymi, lo-
kalnie sa one albo holomorficzne albo maja bieguny (na dyskretnym podzbiorze M,
dzieki zasadzie identycznosci). Krotnoscia funkeji f € O(M) w punkcie zg € M
nazywamy krotnos$¢ zera funkcji f — f(z9) w zo. Ogdlniej, jezeli f € O(M, ]TI), to
mozemy méwié¢ o krotnosci f w zo (jest oczywiste, ze nie zalezy ona od wyboru
map). Méwimy, ze f jest jednokrotne w zg, jezeli ta krotno$¢ wynosi 1, oznacza to
doktadnie, ze f jest iniektywne w pewnym otoczeniu zg. Jezeli f jest meromorficzna
na M, to rzad bieguna nie zalezy od wyboru mapy. Rzad bieguna to innymi stowy
krotnosé f jako odwzorowania z O(M,P).

Powierzchnie Riemanna spelniaja wszystkie zatozenia topologiczne, ktére roz-
wazaliSmy w przypadku nakryé: sa spdéjne, lokalnie tukowo spdjne, lokalnie jed-
nospéjne, lokalnie zwarte. Jezeli M jest powierzchnia Riemanna, zas N przestrzenia
topologiczna nakrywajaca M, to nakrycie p : N — M w naturalny sposéb definiuje
strukture zespolona na N. Z poprzednich rezultatéw mozemy teraz wywnioskowaé
istnienie nakrycia uniwersalnego w kategorii powierzchni Riemanna.

Twierdzenie 25.1. Niech M bedzie dowolng powierzchniaq Riemanna. Wiedy
istnieje, jedyna z doktadnoscia do biholomorfizmu, jednospdjna nakrywajaca po-
wierzchnia Riemanna M , przy czym rozpatrywane nokrycie jest odwzorowaniem ho-
lomorficznym. Co wiecej, kazde odwzorowanie f € O(N, M), gdzie N jest powierz-
chnig jednospojna, mozemy podniesé¢ do odwzorowania J? € O(N, M) Kazdy ho-
meomorfizm uniwersalnego nakrycia holomorficznego jest biholomorfizmem M. O

Podobnie jak w Propozycji 24.7 powierzchnie Riemanna M mozemy dzieli¢ przez
podgrupe grupy automorfizméw M dzialajaca dyskretnie na M, bez punktéw sta-
tych, otrzymamy w ten sposéb dalsze przyktady powierzchni Riemanna.

Propozycja 25.2. Zatozmy, ze M jest powierzchnia Riemanna, zas I' podgrupa
Aut (M) dzialajaca dyskretnie na M, bez punktow statych. Wtedy M /T jest powierz-
chnia Riemanna (tzn. M/T spelnia warunek Hausdorffa, natomiast rzutowanie
M — M/T wprowadza naturalng strukture zespolona na M ).

Dowdd. Z Propozycji 24.7 wnioskujemy, ze M /I" spelia warunek Hausdorffa oraz
ze rzutowanie p : M — M/T" jest nakryciem. Z dowodu tej propozycji wynika
takze, ze dla kazdego z € M istnieje otoczenie U, takie, ze p(U,) jest otoczeniem
prawidlowym p(z), natomiast platy nad p(U,) sa postaci g(U.), g € I'. Mozemy
takze dodatkowo zalozyé (ewentualnie zmniejszajac U, ), ze na U, okreslona jest
mapa .. Mozna wtedy tatwo pokazaé, ze odwzorowania ¢, o (p|U,) ™! tworza atlas
na M/T. O

Zauwazmy, ze torus jest przyktadem ilorazowej powierzchni Riemanna z Propo-
zycji 25.2, przy czym I to grupa translacji postaci z — z + nwy + mws, n,m € Z.

WrykiAD 21, 19.11.2007

7 powyzszych rezultatow widzimy, ze kazda p0w1erzchn1a Riemanna (z doklad-
noscia do biholomorfizmu) jest postaci M / I', gdzie M jest powierzchnia jednospdj-
na, natomiast I" podgrupa Aut (M ) bez punktéw statych, dziatajaca dyskretnie na
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M. Jednym z gléwnych rezultatéw bedzie wykazanie, ze jedynymi jednospéjnymi
powierzchniami Riemanna sa A, C i P.

Scharakteryzujemy najpierw powierzchnie, ktérych nakryciem uniwersalnym jest
P lub C.

Twierdzenie 25.3. i) Jezeli M~P, to M ~P;
ii) Jezeli M ~ C, to M ~ C,C, lub M jest torusem.

Dowdd. i) Kazdy element Aut (P) ma punkt staty.

ii) Niech I" bedzie podrupa Aut (C) bez punktéw stalych, dzialajaca dyskretnie
na C. Dla a # 1 odwzorowanie z — az + b ma punkt staly w C, a wiec I' sklada sie
tylko z translacji. Polézmy G := {g(0) : g € I'}. Wtedy G jest addytywna podgrupa
C izomorficzna z I'. Co wiecej, G jest podzbiorem dyskretnym C (bo jezeli nie, to
znajdziemy b; € G., b; — 0, i wtedy dla j odp. duzego 0 € AN (A —b;) -
sprzecznosé).

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad R generowana przez G. Jezeli
dimV =0,to G = {0} i M ~ C. Jezeli dimV = 1, to istnieje wy € G takie,
ze |wo| = mingeq, |w|. Mozna wtedy tatwo pokazaé, ze G = Zwy oraz, ze T' jest
grupa nakrycia

C 2z — e2mi2/wo ¢ C.,.

Jezeli natomiast dimV = 2, to dla w € G, podobnie znajdziemy w; € (Rw) N G,
takie, ze (RW)NG = Zw;. Wybierzmy teraz dowolne @ € G\ (Rwy). Réwnoleglobok

K = { w +po : A\, p € [0,1]}

jest zbiorem zwartym, a wiec zbiér K N G jest skonczony. Znajdziemy zatem wo =
Aow1 + pow € KNG\ (Rwy) o minimalnym pg € (0,1]. Twierdzimy, ze G = Zw; +
Zwsy. Inkluzja D jest oczywista. Dla wykazania odwrotnej wezmy dowolne w € G.
Znajdziemy wtedy w’ € Zw; + Zws oraz A\, u € [0,1) takie, ze w — w' = Awy + pwo
Mamy

w—w = (A4 plo)wr + pop®w € K NG.

Poniewaz pop < po, z definicji pg wnioskujemy, ze p = 0, a stad dwy € G, czyli
A=0. O

Propozycja 25.4. Torusy C/T'y i C/T'y sa konforemne wtedy i tylko wtedy gdy
grupy U1, Ty sa sprzezone, tzn. Ty = FT'1F~1 dla pewnego F € Aut (C).

Dowdd. Niech p; : C — C/T';, i = 1,2, oznaczaja naturalne rzutowania. Jezeli
istnieje F € Aut (C) takie, ze I'y = FT'1F~ 1, to ktadziemy f(p1(2)) := pa2(F(2)),
z € C. Odwzorowanie f jest dobrze okreslone, gdyz jezeli p1(z) = p1(w), to w =
g1(z) dla pewnego g; € I'1. Poniewaz gy := Fg1F~! € Ty i g2(F(2)) = F(w), to
wtedy p2(F(z)) = pa(F(w)). Z symetrycznosci oraz odwracalnosci F' dostaniemy,
ze tak zdefiniowane f jest bijekcja. To, ze jest ono konforemne wynika z tego, ze
rzutowania p; sa lokalnie konforemne.

Zalézmy teraz, ze odwzorowanie f : C/T'y — C/T'y jest konforemne. Wybierzmy
wp € C takie, ze pa(wo) = f(p1(0)). Dla ustalonego z € C niech v bedzie krzywa
o poczatku 0 i koricu z. Kladziemy F(z) := w, gdzie w jest koricem podniesienia
krzywej f o p; o7 o poczatku wq (dzieki twierdzeniu o monodromii definicja ta
nie zalezy od wyboru 7). Z odwracalnosci f latwo dostaniemy odwracalno$é¢ F.
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Poniewaz ps o FF = f op; i p1,p2 sa lokalnie konforemne, odwzorowanie F' jest
konforemne.
Musimy jeszcze pokazaé, ze I's = FI'yF~!. Wybierzmy g; € I';. Wtedy

p2(F(91(0))) = f(p1(91(0))) = f(p1(0)) = p2(F(0)), a wiec znajdziemy g5 € I'y
takie, ze F'(g1(0)) = g2(F(0)). Chcemy pokazaé, ze F' o g; = g2 o F na C. Mamy

progeoF =pyoF = fop = fopogr =proFog,

a wiec zaréwno F o g7 jak i go o F' sa podniesieniami tego samego odwzorowania, z
jednoznacznoéci podniesienia sa zatem réwne. Dostaliémy wiec FIZWF~! Cc Ty iz
symetrycznosci dostaniemy réwnosgé. [

Pokazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele niekonforemnych ze soba toru-
SOW.

Zauwazmy, ze w dowodzie Propozycji 25.4 moglibyémy zamieni¢ C z dowolna
jednosp6jna powierzchnia Riemanna (przy czym I'y i I's musialyby by¢ jak w Pro-
pozycji 25.2).

Funkcje h : M — R U {—o0}, gdzie M jest powierzchnia Riemanna, nazy-
wamy harmoniczna (subharmoniczna), jezeli dla kazdej mapy ¢ na M funkcja
h o ¢ jest harmoniczna (subharmoniczna). Obie te wlasnosci sa czysto lokalne i
nie zaleza od wyboru mapy. Podobnie jak poprzednio, zbiér funkcji harmonicznych
na powierzchni M oznaczamy H (M), natomiast subharmonicznych SH(M ). Zbiér
ujemnych funkcji subharmonicznych na M oznaczamy SH™(M).

Jest oczywiste, ze wszystkie lokalne rezultaty z Rozdziatow 22 i 23 zachodza takze
na powierzchniach Riemanna. W Twierdzeniach 22.5 (zasada maksimum) oraz
22.11 (twierdzenie Harnacka) mozna zamieni¢ obszar €2 na powierzchnie Riemanna
M, dowody pozostana bez zmian. (Wlasciwie jedynym rezultatem Rozdzialu 22,
ktorego nie mozna bezposrednio przenies¢ na powierzchnie Riemanna, jest Twier-
dzenie 22.2.) 7 zasady maksimum wynika, ze na powierzchniach zwartych jedyne
funkcje subharmoniczne to stale.

26. Problem Dirichleta, metoda Perrona

Niech D bedzie obszarem na powierzchni Riemanna M. Moéwimy, ze D jest
regularny, jezeli dla kazdego ¢ € C'N L (D) znajdziemy h € H(D) N C (D) takie,
ze h < supspp w D oraz h = ¢ na 0D (tzn. problem Dirichleta dla funkcji ¢
ma rozwiazanie). Zauwazmy, ze pojecie regularnosci obszaru D nie jest wlasnoscia
wewnetrzna obszaru D, zalezy ono takze od powierzchni M (gdyz brzeg D od niej
zalezy). Zauwazmy takze, ze w ogdlnym przypadku takie h nie musi by¢ jedyne:
jezeli np. D := {Rez < 0} C C1i¢ =0, to zar6wno h = 0 jak i h(z) = Rez sa
dobre. Z drugiej strony, jezeli D € M, to z zasady maksimum wynika, ze takie h
moze by¢ co najwyzej jedno.

Przyktady. i) Koto w C jest obszarem regularnym (Twierdzenie 22.8).
ii) (Zaremba, 1911) Obszar A, (w C) nie jest regularny ()

Naszym celem bedzie scharakteryzowanie obszaréw regularnych, udowodnimy
miedzy innymi, ze obszary o gtadkim brzegu sa regularne. Pokazemy najpierw, ze



82 ZBIGNIEW BLOCKI

funkcje subharmoniczna na powierzchni Riemanna, na kole mozemy zmodyfikowaé
do funkcji harmoniczne;j.

Twierdzenie 26.1. Zaléimy, ze u € SH(M) i e K(zo,7) jest kotem w M (w
pewnej mapie). Poldzmy

u:=sup{v € SH(M) :v <wuna M\ K(zp,7)}.

Wtedy uw € SH(M ), u jest harmoniczna w K(zo,r) oraz uw =wu na M \ K(zo,7).

Dowdd. Niech ¢, i h,, beda takie jak w dowodzie Twierdzenia 23.1. Wtedy h,, jest
ciagiem malejacym do funkcji harmonicznej h > u w K (zp,r). Polézmy

A‘_{u na M\ K(zo,r),
Y n na K(zp,7).

Latwo sprawdzimy, ze u jest pélciagla z géry, a korzystajac z Twierdzenia 23.2
dostaniemy u € SH(M). Mamy wiec u < u na M. Z drugiej strony, jezeli v €
SH(M) jest takie, ze v < u na M \ K(zo,7), to z zasady maksimum v < h,, na
K(zp,r), a zatem v <u. O

Udowodnimy teraz podstawowy rezultat metody Perrona (1924).

Twierdzenie 26.2. Zalézmy, ze niepusta rodzina F C SH(M) spelnia nastepujace
warunki

i) Dla u,v € F istnieje w € F takie, ze w > max{u,v};

ii) Dla kazdego kota K (zo,7) C M iu € F istnieje v € F takie, Ze v > U (u jest
modyfikacja z Twierdzenia 26.1).

Niech h :=sup F. Wtedy albo h = oo albo h € H(M).

Dowdd. Niech zg € M bedzie takie, ze h(zo) < oo i ustalmy K (zp,r) C M. Znaj-
dziemy w,, € F takie, ze limwu,(29) = h(z0). Korzystajac z i) znajdziemy v; € F
takie, ze v1 > uy oraz indukeyjnie v,, € F takie, ze v, > max{v,_1,u,}. Bez straty
ogdblnosci mozemy wiec zalozyé, ze ciag w, jest rosnacy. Dzieki ii) limuy,(z9) =
h(zp). Z twierdzenia Harnacka w K (zg,r) otrzymamy h; := limu,, € H(K(2o,1)),
przy czym hy < hih;(z9) = h(29). Chcemy pokazaé, ze h = hy w K(zo,r). Wezmy
dowolne z; € K(zp,r) i niech v, € F beda takie, ze limv,(z1) = h(z1). Podobnie
jak poprzednio mozemy zalozy¢, ze ciag v, jest rosnacy oraz v, > u,. Wtedy hy :=
lim v,, jest funkcja harmoniczna w K (zg,r) taka, ze hy < ho < h, h1(z9) = ha(20)
oraz ha(z1) = h(z1). Z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych otrzymamy
h1 = ho, a stad hi(z1) = h(z1). PokazaliSmy zatem, ze h jest harmoniczna w
K(zg,7). W szczegdlnosei, zbiér {h < oo} jest otwarty.

Jezeli h(zp) = oo, to z twierdzenia Harnacka tatwo otrzymamy h = co w K (2o, r),
a zatem zbiér {h < oo} jest takze domkniety. [

Rodzine F spehiajaca i)-ii) bedziemy nazywaé rodzina Perrona na M.

WYKLAD 22, 26.11.2007
Mamy nastepujaca charakteryzacje obszaréw regularnych.

Twierdzenie 26.3. Obszar D C M jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego zg € OD istnieje otoczenie U punktu zg w M oraz w € SH™ (D NU) takie,
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ze
lim u(z) =0, u*" <0 na(0D\{z})NU.

Z—Z0

zeDNU

Takie v nazywamy barierq dla D w zy. W szczegélnosci, reqularnosé jest lokalng
wlasnoscia brzegu.

Dowdd. Przypusémy najpierw, ze D jest regularny. Dla ustalonego zy € 9D znaj-
dziemy latwo ¢ € C'N L>°(0D) takie, ze p(zp) =01 ¢ < 0na 0D \ {zp}. Funkcja
h € H(D) N C(D) taka, ze h = ¢ na 9D i h < 0 w D osiaga wtedy maksimum
doktadnie w zy (w przeciwnym razie bylaby lokalnie stala - sprzecznosé), jest wiec
bariera w zg.

Ustalmy z kolei ¢ € C'N L*°(OD) i niech h := sup F, gdzie

F:={veSH(D):v* <¢nadD, v<supp w D}.
oD

Z Twierdzenia 26.2 wynika, ze h € H(D). Dla zakoriczenia dowodu wystarczy
pokazad, ze dla ustalonego zg € 0D mamy

(26.1) lim h(z) = p(z0).

z€D

Bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze ¢(z9) = 0. Ustalmy £ > 0. Niech u €
SH~ (D NU) bedzie bariera w zg, gdzie U jest otoczeniem zy. Niech r > 0 bedzie
takie, ze |p| < e na 0D N K(zo,r) oraz K(z9,7) C U. Wybierzmy a takie, ze

sup wu<a<0.
DNOK (zo,r)

Polézmy
{ max{u,a} w DN K(zp,71),
V=
a w D\ K(z9,7).

Dzieki temu, ze u < a w otoczeniu D N 0K (zp,7), mamy v € SH(D). W szczegdl-
nosci, kazda bariere okreslona lokalnie mozna przedtuzy¢ na cale D.
Znajdziemy A > 0 takie, ze
Av < —|[pl|L>@p), mna D\ K(z0,7).
Z jednej strony mamy wtedy Av —e € F, a wiec Av—e < h w D, skad otrzymamy
hi(zg) > —e.
7 drugiej strony, dla dowolnego w € F dostaniemy
(w+ Av —¢)" <0na d(DNK(zp,7)),

wiec z zasady maksimum

w+Av—e <0 w DNK(z,7).
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7 dowolnosci w otrzymamy h + Av — e < 0 w poblizu 2y, a wiec
h*(zp) <e.

Dzieki dowolnosci € mamy (26.1). O

Punkty brzegu obszaru, dla ktérych istnieje bariera nazywamy regularnymi.
Twierdzenie 26.3 méwi, ze obszar jest regularny, jezeli taki jest kazdy punkt jego
brzegu. Daje ono latwo nastepujace kryterium na regularnosé¢ obszaru.

Whniosek 26.4. Kazdy obszar o brzegu klasy C? jest reqularny.

Dowdd. Jezeli 0D jest klasy Cc?, to dla ustalonego zp € JD znajdziemy koto
K(z,2r) C M takie, ze K(z,r) N D = {20}. Mozna wtedy latwo pokazaé, ze
funkcja
r ~ —
u(z) :=log =3 e H(K(z,2r)\ K(z,r))
jest bariera w zg. [

Ponizsze, znacznie mocniejsze kryterium topologiczne jest trudniejsze do udo-
wodnienia.

Twierdzenie 26.5. Obszar, ktorego zZadna sktadowa spojna brzegu nie jest jedno-
punktowa, jest regularny.

Dowdd. Poniewaz problem jest lokalny, mozemy zalozy¢, ze nasz obszar jest postaci
D :=C\ E, gdzie E C C jest zwarty i spdjny. Z Twierdzenia 10.8 i Wniosku 20.7
obszar D jest jednospdéjny. Ustalmy zg, 21 € F, 21 # z9. Funkcja

{2:22, z € D\ {oo},

Z) =
9(2) 3 o

jest holomorficzna i # 0 w D. Znajdziemy wiec § = u+iv € O(D) takie, ze e9 = g.
W szczegdlnodci

u(z) = log S , z€ D\ {oo}.
zZ— 21
Wtedy
1 U
’LU:RGEZWEH(D%

w(z) <0, gdy |z — 20| < |z — 2], oraz

lim w(z) =0
zZ—2Z0
z€D

(bo |w| < 1/|ul). Do zakonczenia dowodu wystarczy uzy¢ nastepujacego ogélnego
rezultatu.

Twierdzenie 26.6. (Bouligand, 1933) Przypusémy, ze D C M jest obszarem,
20 € 0D, zasu € SH(DNU), gdzie U jest otoczeniem zy, jest takie, ze u < 0 oraz

lim wu(z) =0.
zZ—20

zeDNU
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Wtedy punkt zg jest regularny.

Dowdd (nie bylo na wykladzie). Ponownie rezultat jest czysto lokalny, mozemy
wiec zalozy¢, ze D jest ograniczonym obszarem w C. Polézmy ¢(z) := |z — 2| €
SHNC(C) oraz

h :=sup{v € SH(D) : v* < g na 0D}.

Mamy wtedy g < h < M := suppg w D oraz z Twierdzenia 26.2 h € H(D).
Wystarczy pokazaé, ze h*(zp) = 0 - wtedy funkcja —h bedzie bariera w zg.

Ustalmy e > 0 takie, ze K (z9,¢) C U. Niech F' C D N 9K (29,¢) bedzie zbiorem
zwartym. Potézmy

1 nadK(zp,e)N(D\F),
{ 0 mna (0K (z9,e)\ D)UF,

oraz

1 27 52 _ |Z o 30‘2 A
I e _ it dt c K .
) 2 /o leett — (z — 29)/? plzo +eet)dt, 2 (20,€)

Wtedy I € H(K(z0,¢)), 0 <1 <1,

K (20,¢) N (D\ F))
U(@K(Z’o,&)) ’

I(z) = &

gdzie o jest miara Lebesgue’a na 0K (2o, ). Mozemy wiec wybraé zbior F' tak, ze
I(z9) < e. Z dowodu Twierdzenia 22.8 wynika, ze

(26.2) lim I(z) =1.
z—0K (z0,e)N(D\F)

Szukamy teraz stalych dodatnich «, 3,~ takich, ze
h<—-au+pIl+~v wDnNK(z,e).
Bedzie to zachodzié, jezeli
(26.3) v* 4+ ou* < BI,+v nad(DNK(z,¢))

(gdzie I, :== —(—1)*) dla kazdego v € SH N C(D) spekiajacego v* < g na 9D. Na
0D N K (zg,¢) wystarczy wzia¢ v = € (i dowolne a, 8 > 0). Na F mamy v* < M i
(26.3) zachodzi dla

M —¢

—maxpu

Wreszcie na 0K (29,¢) N (D \ F), dzieki (26.2) mozemy wzia¢ § := M — . Otrzy-
malidmy zatem

o =

M —¢
h <
maxpg U

u+ (M —e)l +e,

a stad
h*(z0) < (M —¢e)e + ¢.

Wobec dowolnosci € mamy h*(zp) =0. O
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27. Funkcja Greena
Dla w € M, gdzie M jest powierzchnia Riemanna, kladziemy

gr (-, w) = sup Fy,

gdzie
Fuw :={u e SH (M) : limsup(u(z) —log |z — w|) < oo}.
Oczywiscie funkcja log | - —w| zalezy od wyboru mapy w otoczeniu w, ale mozna

tatwo sprawdzié, ze powyzszy warunek nie zalezy od wyboru takiej mapy. Méwimy
wtedy, ze u ma biegun logarytmiczny w w. Jezeli F,, # 0, to funkcje gas(-,w)
nazywamy funkcja Greena z biegunem w.

Uwaga. Funkcje Greena definiuje sie zwykle z przeciwnym znakiem.

Z—Ww

Przyktad. ga(z,w) = log

1 —wz

Dowdd. Wprost z definicji otrzymamy >. W celu pokazania przeciwnej nieréwnosci
wezmy u € F,, 1 polézmy

zZ—w

v(z) :=u(z) — log

1—wz|’

Wtedy v jest subharmoniczna w A \ {w} i ograniczona z géry w poblizu w, a
wiec dzieki Twierdzeniu 23.5 mozna ja przedtuzyé¢ do funkcji subharmonicznej w
A. Mamy takze v* < 0 na A, a wiec z zasady maksimum otrzymamy v < 0. O

Mamy nastepujace podstawowe wlasnosci funkcji Greena.

Propozycja 27.1. i) NC M = gn > gum;
i) feOM,N) = gn(f(2), f(w)) < gu(zw), z,weM;
i) f € Aut (M,N) = gn(f(2), f(w)) = gm(z,w), z,w € M.

Dowdd. Jezeli u € Fy(y), touo f € Fy. O

Propozycja 27.2. Dla ustalonego w € M zalézmy, ze F,, # 0. Wtedy
i) gu (- w) € H(M A\ {w});
”) gM(‘,'U)) € fw;
iit) g (-, w) —log| - —w| przediuza sie do funkcji harmonicznej w otoczeniu w.

Dowdd. i) wynika natychmiast z Twierdzenia 26.2.
ii) W kole K(w,r) € M dzieki Propozycji 27.1 mamy

|- —w]

gu(w) < gK(w,r)(’vw) = log —

Stad oraz z i) dostaniemy ii).

iii) Z ii) funkcja gps(-,w) — log| - —w| jest ograniczona z goéry, wystarczy wiec
pokazaé, ze jest ona takze ograniczona z dotu (korzystajac z Twierdzenn 23.5 i
23.4.vii). Dzieki i) istnieje C' > 0 takie, ze gp(-,w) > —C na 0K (w,r). Wtedy

funkcja
{maX{gM(-,W)»log(!'—M/T) -C} wK(w,r)
gm (-, w) na M\ K(w,r)
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nalezy do F,, a wiec gy (-, w) —log|- —w| > —C —logr w K(w,r). O

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje powierzchnie Riemanna, na ktorych istnieje
funkcja Greena. Takie powierzchnie nazywamy g-hiperbolicznymi.

Twierdzenie 27.3. Dla powierzchni Riemanna M nastepujace warunki sa réwno-
wazne

i) Dla kazdego w € M mamy F,, # 0;

ii) Istnieje w € M takie, zZe Fo, # 0;

iii) Istnieje v € SH™ (M), v # const.

Dowdd. Implikacje i)=ii)=iii) sa oczywiste. Ustalmy wiec w € M i zatézmy, ze
v € SH™ (M) jest niestata. Niech K (w,2r) bedzie kotem w M. Zdefiniujmy

v:=sup{u € SH™ (M) :u < —1 na K(w,r)}.

Niech a := maxz,, . v. Wtedy a < 0 (z zasady maksimum), a stad v/[a| <v. Co
wiecej, istnieje z ¢ K (w,r) takie, ze v(z) > a, a zatem ¥(z) > —1. Z Twierdzenia
26.2 wynika, ze v € H(M \ K(w,r)). W pierscieniu P := K(w,2r) \ K(w,r)
zdefiniujmy
L log(—uljr)
log 2

Wtedy h € H(P)NC(P), h = —1 na 0K(w,r), h = 0 na 0K (w,2r), a zatem
—1 <% < hw P. Wnioskujemy stad, ze U jest ciaglta na M. Bez straty ogdlnoéci
mozemy wiec zalozyé, ze v jest ujemna, niestala funkcja subharmoniczna na M,
harmoniczna na M \ K (w,r) i taka, ze v = —1 w K (w,7), v > —1 na M \ K(w,r)

(z zasady maksimum dla —v na M \ K (w,r)).

WYKLAD 23, 3.12.2007
Znajdziemy wtedy € > 0 takie, ze v > —1 + 3¢ na 0K (w, 2r). Zdefiniujmy

e log(| - —wl/r)
log 2

Wtedy ¢ € SH(K (w,2r)) N C(K(w,2r) \ {w}), ¥ = —1 + 2¢ na 0K (w,2r), ¢ =
—1+ ¢ na 0K (w,r). Dzieki temu funkcja

P = —1+e.

) w K(w,r),
v:=< max{v, v} w K(w,2r)\ K(w,r),
v na M \ K(w,2r)

jest subharmoniczna na M oraz e 'log2 v € F,,. O

Poniewaz funkcje subharmoniczne na zwartych powierzchniach Riemanna sa
state, takie powierzchnie nie sa g-hiperboliczne. Co wiecej, z Twierdzenia 23.5
wynika np., ze C = P\ {co} réwniez nie jest powierzchnia g-hiperboliczna (nie jest
nia réwniez C\ {z1,...,2,}).

Przy pomocy funkcji Greena mozemy scharakteryzowaé jednospéjne powierzch-
nie g-hiperboliczne.

Twierdzenie 27.4. Jednospdjna powierzchnia g-hiperboliczna jest konforemna z

A.
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Dowdd. Dla ustalonego w € M oznaczmy ¢ := gp(-, w). Chcemy najpierw skon-
struowaé F' € O(M, A) takie, ze g = log |F|. Dzieki Propozycji 27.2.iii i Twierdze-
niu 22.2 znajdziemy dysk Dy C M zawierajacy w i f € O(Dy) takie, ze Re f =
g—log|-—w| w Do\{w}. Wtedy jezeli Fy(z) := (z—w)ef®*) € O(Dy), to g = log | Fy|
W Dg.

Pokazemy teraz, ze Fy mozna przedtuzy¢ do funkcji holomorficznej w M. Dla
Z € M niech v € C(I, M) bedzie krzywa laczaca w i z. Funkcje F, € C(I,C)
definiujemy nastepujaco: znajdziemy podzial 0 =ty < t; < --- < t, = 1 oraz dyski
Di,...,D,_1 w M niezawierajace w takie, ze y([t;,tj11]) C Dj, j =0,...,n— 1.
Dla j =1,...,n—1 indukcyjnie definiujemy F; € O(D,) takie, ze g = log |Fj| w D;
oraz F;(v(t;)) = Fj—1(7(t;)) (takie F}; jest wyznaczone jednoznacznie; definiujemy
je jako €97 gdzie v jest funkcja sprzezona do g w Dj). Mamy wtedy F; = F;_4
w otoczeniu y(t;). Kladziemy F,(t) := F;(v(t)), t; <t <tj41,7=0,1,...,n — 1.
Latwo sprawdzamy, ze F, nie zalezy od wyboru t; i D;.

Jezeli v, s € 1, jest rodzing krzywych o poczatku w i koncu z, ciagla wzgledem
s, z definicji F,, latwo dostaniemy, ze funkcja s — F, (1) jest lokalnie stala na I,
a wiec stala. Z jednospdjnosci M otrzymamy wiec, ze F(Z) := F,(1) nie zalezy
od wybory krzywej v taczacej w i z. Z tej jednoznacznosci otrzymamy takze, ze
F = F,_1 w otoczeniu z, a wiec F' jest funkcja holomorficzna. Dla kazdego w € M
skonstruowalismy zatem Fy, € O(M, A) takie, ze gp (-, w) = log |F,| (korzystamy
z tego, ze gy < 0). Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze F,, jest jed-
nokrotne (bo obszar F,,(M) jest jednospdjny i wystarczy skorzystaé z twierdzenia
Riemanna).

Dla w # w niech n := F,,(w). Mamy log |T;, o F,,| € Fy, a wiec

(27.4) log T, o Fi| < gm (-, w).
Mamy wiec
gm (W, w) = log|Fy(w)| = log |n| = log |T;,(0)| = log | T,y (Fu(w))| < gu(w, w),

skad wnioskujemy, ze gps jest symetryczna. W powyzszej nierdwnosci mamy wiec
w rzeczywistosci réwno$é. Lewa strona (27.4) jest funkcja subharmoniczna, zas
prawa harmoniczna na M \ {w}. Sa one réwne w w, a wiec z zasady maksimum
takze w (27.4) otrzymamy réwnosé. Jezeli teraz F,(w) = F,(w) dla pewnego @,
to gy (W, w) = —o0, a wiec w = w. O

Metode konstrukeji funkcji F' w dowodzie Twierdzenia 27.4 nazywamy przedtuze-

niem analitycznym. Mozemy sformutowaé osobno rezultat otrzymany przy jej po-
mocy.

Twierdzenie 27.5. Niech M, N beda powierzchniami Riemanna, przy czym M
jest jednospéjna. Zatéimy, ze {U,} rodzing obszardw pokrywjaca M i Ze dla kazdego
a mamy rodzine Fo, C O(Uy, N) taka, Ze dla f € F, oraz zg € Uy, NUpg znajdziemy
.]?G Fgs takie, ze f = .]? w otoczeniu zy. Wtedy dla ustalonego fo € Fo, znajdziemy
F'€ O(M,N) takie, ze Fly,, = fo. U

28. Calkowanie przez czesci

Powierzchnia Riemanna jest w szczegdlnosci dwuwymiarowa rozmaitoscia rzeczy-
wista. Na takiej rozmaitosci M rozwazamy wiazki wektorowe: wiazke styczna T M,
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wiazke kostyczna T*M oraz T*M AT*M. Przekroje tych wiazek to odpowiednio:
pola wektorowe (lokalnie zapisujemy je w postaci ud/0z+v d/dy), 1-formy (udx+
vdy) oraz 2-formy (udz A dy).

Dla gtadkiej funkcji u okreslonej na powierzchni Riemanna M kladziemy

du = —uydr + updy = i(—u.dz + uzdz).

Latwo sprawdzamy ( ), ze definicja ta nie zalezy od konforemnej zmiany

zmiennych. Zauwazmy, ze choé¢ operator d¢ jest rzeczywisty (funkcje rzeczywiste
przeksztalca w rzeczywiste 1-formy), do jego dobrego zdefiniowania w istotny sposéb
uzyliémy struktury zespolonej na M.

Zauwazmy, ze ddu = Audx A dy, a wiec funkcja u € C?(M) jest harmonicz-
na, gdy dd“u = 0, oraz subharmoniczna, jezeli dd“u > 0 (latwo sprawdzié, ze ta
nier6wnos¢é nie zalezy od konforemnej zmiany zmiennych).

Struktura zespolona wprowadza orientacje na powierzchni Riemanna: odwzo-
rowania przejécia sa konforemne, a te maja dodatni jakobian rzeczywisty, czyli
zachowuja orientacje. Mozemy wiec catkowaé 2-formy na M. Jednym z waznych
narzedzi bedzie dla nas nastepujaca konsekwencja wzoru Greena.

Propozycja 28.1. Niech D € M bedzie obszarem o brzegu klasy C?. Wtedy dla
u,v € C%(D) mamy

/ (uddv — vddu) = / (udv — vdu).
D oD

Dowdd. Mamy
d(udv — vdu) = uddv — vdd“u + du A\ d°v — dv A d°u

oraz
du A d°v = (ugvg + uyvy)de Ndy = do Adu. O

Calkujac przez czesci bedziemy zwykle korzystaé z nastepujacego lematu, ktory
natychmiast wynika z Propozycji 28.1, jezeli obszar D jest gtadki oraz funkcje g, h
gladko przedtuzaja sie na 0D.

Lemat 28.2. Zalozmy, e D € M jest obszarem, natomiast U,V zbiorami ot-
wartymi takimi, ze V.€ U € D, przy czym OU jest klasy C%. Niech g,h bedq

ujemnymi funkcjami harmonicznymi w D \ 'V takimi, e g. = h, = 0 na 0D.
Wtedy
(28.1) / (9d°h — hdg) = 0.

ou

Dowdd. Dla € > 0 odp. malego chcemy najpierw skonstruowaé¢ ciag g. € SH N
C*(D) taki, ze —¢ < g. < 0w D, g. = —¢ w otoczeniu U, g. = g w poblizu dD.
Ciag max{g, —¢} jest takim przykladem oprécz tego, ze nie jest gladki. Wystar-
czy jednak zastapi¢ maksimum dwoéch liczb zregularyzowanym maksimum: niech
funkcja x € C*°(R,R) bedzie rosnaca, wypukla i taka, ze x(t) = 0dlat < —11i
x(t) =t dlat > 1. Potézmy x;(t) := x(jt)/j, wtedy x; € C*°(R,R) jest réwniez
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rosnaca, wypukla, x(t) =0dlat < —1/j1i x(t) =t dlat > 1/j. Co wiecej x;(t)
maleje do max{t,0}, gdy j — oco. Wtedy funkcja g. := —e+ x; 0 (g +¢) dla j odp.
duzego spelia zadane wiasnodci.

Znajdziemy obszar D, o gltadkim brzegu taki, ze g. = g w otoczeniu dD.. Dzieki
temu, ze hdd®g. < 0 mamy

0= /Ds\U[(g ~ 9)dd"h = hdd*(g = g.)] = = /aU[(g —€)d°h — hd®(g — €)]

korzystajac z Propozycji 28.1. Stad otrzymamy > w (28.1), przeciwna nieréwnosé
dostaniemy zamieniajac g i h. [

Podamy teraz zastosowanie Lematu 28.2.

Twierdzenie 28.3. Dla dowolnej powierzchni Riemanna M funkcja gas jest sy-
metryczna.

Do dowodu potrzebowaé bedziemy nastepujacego faktu.

Propozycja 28.4. Niech D € M bedzie reqularny. Wtedy (gp(-,w))« = 0 na 0D,
weD.

Dowéd. Niech K(w,r) C D. Z Twierdzenia 26.3 wynika, ze zbiér D \ K (w,r) jest
takze regularny. Co wiecej, dla

h:=sup{v € SH™ (D \ K(w,)) : v* < gp(-,w) na OK (w,r)}

mamy h € H(D \ K(w,r)) NC(D\ K(w,7)), h = gp(-,w) na 0K (w,r), h = 0 na
0D. 7 wtasnosci funkcji subharmonicznych wnioskujemy, ze

gp(w)  w K(w,r),
{

€ Fu,
h w D\ K(w,r)

a stad gp(-,w) > h w poblizu 0D. O

WYKLAD 24, 10.12.2007

Dowod Twierdzenia 28.3. Przypusémy najpierw, ze obszar D € M jest regularny.
Dla w,w € D, w # w, oznaczmy ¢ := gp(-,w), g := gp(-,w). Dla r > 0 takiego, ze
K(w,r) C D, K(w,r) C Di K(w,r) N K(w,r) = () z Lematu 28.2 otrzymamy

(28.2) l9d“G — Gd°g) = 0.

/3K(w,r)U6K(u~),r)

Na 0K (w,r) mamy |g| < C; —logr, a stad

/ gdg
OK (w,r)

gdzie state C7, Cy sa niezalezne od r. Zatem

< Cor(Cy —logr),

(28.3) lim gd°g = lim gdg=0.
=0 JoK (w,r) =0 JoK (w,r)
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Z drugiej strony, w poblizu w mamy g = h + log| - —w|, gdzie h jest harmoniczna.
Wtedy
lim gdth = lim dg Nd°h =0,
r—0 OK (w,r) r—0 K(w,r)
a zatem
lim gdg = lim gdlog| - —w| = 2mg(w),
r—0 OK (w,r) r—0 OK (w,r)

gdyz r~1d°log| - —w| jest miara powierzchniowa na 0K (w,r). Laczac to z (28.2)
i (28.3) mamy g(w) = g(w), czyli symetryczno$¢ gp, gdy D € M jest obszarem
regularnym.

Dla ustalonego w € M niech D,, oznacza rodzine obszaréw regularnych D € M
zawierajacych w. Zdefiniujmy

U = { —gp(,w) naD\{w}
P70 na M\ D.

Wtedy up € SH(M \ {w}), up < —gm(-,w). Rodzina {up}pep, jest rodzina
Perrona w M \ {w} (bo dla Dy, Dy € D,, istnieje D € D,, takie, ze D; U Dy C D).
Z Twierdzenia 26.2 otrzymamy,

uw:= sup up € H(M \ {w}),

a stad —u € F,. Mamy zatem gps (-, w) = —u, czyli

gu(zw) = inf  gp(z,w)

i wystarczy skorzystaé z pierwszej czedci. [

Udowodnimy teraz twierdzenie podajace wzér na funkcje Greena powierzchni
Riemanna, ktérej nakryciem uniwersalnym jest dysk. (PéZniej pokazemy, ze w
rzeczywistosci kazda powierzchnia g-hiperboliczna jest nakrywana przez dysk.)

Twierdzenie 28.5. (Myrberg, 1935) Przypusémy, ze p : A — M jest nakryciem
(holomorficznym). Wtedy

(28.4) gu(zpN) = D ga(hp), AEA, z€M.
peEp~1(z)

Dowdéd. Dla ustalonego A € A niech u(z) oznacza prawa strone (28.4). Jezeli U
jest prawidlowym zbiorem otwartym w M, zas V; platami nad U, to

U(Z) = ZQA(QOJ'(Z%)‘)? zeU,

gdzie ¢; = (ply,)"* € O(U). Stad latwo wnioskujemy, ze albo u = —oco albo
u € Fp(n), @ wiec mamy > w (28.4).
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W celu wykazania przeciwnej nieréwnosgci ustalmy z kolei z € M iniech p~1(2) =
{)\1, )\2, e } POléZHly

N
0(¢) = gm (= p(Q), wn(Q) = 9alCA), CEA.
j=1
Z symetrycznosci gy otrzymamy, ze albo v = —oo (wtedy dowdd jest zakoriczony)

albo v € SH™(A), natomiast funkcja vy € SH™(A) ma bieguny logarytmiczne
W A1,...,An oraz (vny). = 0 na OA. Wnioskujemy, ze v — vy € SH(A) oraz
(v—wvn)* <0 na dA, a wiec z zasady maksimum v < vy. O

29. Powierzchnie nie-g-hiperboliczne

Pokazemy najpierw, ze na powierzchniach Riemanna, ktore nie sa g-hiperboliczne
zawsze mamy jednoznacznosé¢ problemu Dirichleta.

Propozycja 29.1. Przypusémy, ze D jest dowolnym obszarem w powierzchni Rie-
manna M, ktéra nie jest g-hiperboliczna. Wtedy dlauw € SHNL*(D)NC(D) mamy
Supp u = supyp u. W szczegolnosci, dla p € CNL>*(0D) istnieje co najwyzej jedna
h € HNL>*(D)NC(D) taka, ze h = ¢ na dD.

Dowdd. Dla A > supyp v polézmy
max{u, A} w D
vi=
A na M\ D.
Wtedy v jest ograniczona funkcja subharmoniczna, a wiec stata. [
Nastepny rezultat ma fundamentalne znaczenie.

Twierdzenie 29.2. Zaloimy, ze M jest powierzchnia Riemanna, ktora nie jest
g-hiperboliczna, zo € M, natomiast f jest funkcja holomorficzng posiadajaca 0so-
bliwosé w zo (okreslona w pewnym otoczeniu zy). Wtedy istnieje jedyna funkcja
harmoniczna h w M \ {20} taka, zZe h jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem
Zo, oraz

(29.1) lim (h(z) — Re f(2)) = 0.
W celu udowodnienia Twierdzenia 29.2 bedziemy potrzebowaé kilku lematéw.

Lemat 29.3. Niech M bedzie powierzchnia Riemanna, ktora nie jest g-hiperbolicz-
na, za$ U,V zbiorami otwartymi takimi, ze V.€ U @ M, przy czym OU jest klasy
C?. Przypusémy, ze h jest ograniczona funkcja harmoniczng w M\ V. Wtedy

/ d°h = 0.
ou

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozna zalozy¢, ze h > 0. Niech D oznacza rodzine
obszaréw regularnych D € M takich, ze U C D. Niech W bedzie zbiorem otwartym
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o gtadkim brzegu takim, ze V€ W € U. Dla D € D niech hp € H(D\W)NC(D\
W) bedzie taka, ze hp = h na 8W71hD = 0 na 0D. Kladac dodatkowo hp := 0 w
M\ D otrzymamy hp € SH(M \ W). Z Twierdzenia 26.2,

h:= sup hp € H(M \W)NC(M \ W),
DeD
h = h na OW. Mamy takze h < h, a stad n jest ograniczona. Z Propozycji 29.1
wynika, ze h = h w M \ W (tu korzystamy z tego, ze M nie jest g-hiperboliczna),
czyli

h = sup hp.
DeD

Podobnie jak hp definiujemy funkcje up, przy czym zakladamy, ze up = 1 na OW.
Otrzymamy

1 = sup up.
DeD

Z Lematu 28.2 (zastosowanego dla funkcji —hp, —up) dostaniemy
/ (uDdchD — hDdcuD) =0, DeD.
oU

Z dowodu Twierdzenia 26.2 wynika, ze dla dowolnego kota K (zg,7) C M\W istnieje
rosnacy ciag D; € D taki, ze limhp, = h, limup, =1 w K(zg,r). Poniewaz oU
mozemy pokry¢ skonczona liczbe takich két, mozemy zalozy¢, ze zbieznosé zachodzi
w otoczeniu OU. Wystarczy teraz skorzystaé¢ z drugiej czesci Propozycji 22.9. O

Przyktad. Jezeli h(z) =log|z|ir >0, to

/ d°h = 2.
OK (0,r)

Pokazuje to, ze zalozenia w Lemacie 29.3 o tym, ze M nie jest g-hiperboliczna oraz
ze h jest ograniczona sa konieczne.

Bedziemy takze potrzebowaé¢ dwéch lematéw dotyczacych funkeji harmonicznych
i holomorficznych w pierécieniu.

Lemat 29.4. Dla funkcji harmonicznej h w pierscieniu P := {r < |z| < R}
nastepujace warunki sq réwnowazne
i) Istnieje f € O(P) takie, Ze h = Re f;

ii) dh=0,r<p<R.
0K (0,p)

Dowdd. Jezeli f € O(P) jest takie, ze h = Re f, to
f.dz = fydz = dh + id°h.

Poniewaz faK(o ) du = 0 dla dowolnej gladkiej funkcji u na 0K (0, p), mamy i)=-ii).
W celu pokazania ii)=1) dla ustalonego zy € P kladziemy

F(2) = h(z0) + /(dh +id°h),

gdzie «y jest droga laczaca zp i z. Z ii) latwo wynika, ze definicja nie zalezy od
wyboru v, w standardowy sposéb pokazujemy tez, ze f € O(P). O
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Lemat 29.5. Niech f € O(P), gdzie P := {r < |z| < R}, przy czym r < R/2.
Oznaczmy h .= Re f 1 zatozmy, Ze

lim h(z) =0, limsupl|h(z)| < A.

|z|—rt |z| >R~

Wtedy

164
< 28 << rp

Dowdd. Funkcja f rozwija sie w szereg Laurenta
oo
f(z) = Z apnz", ze€P.
n=—oo

Biorac czesci rzeczywiste 1 zapisujac a, = o, +108, otrzymamy rozwiniecie w szereg
Fouriera

(29.2) h(pe) = ag + Z [(anp™ + a_pp™ ") cos(nt) — (Bpp™ — Bnp™ ™) sin(nt)] ,

n=1
gdziedlan =0,1,... ir<p<R

27
" 1

anp" +a_p,p " = = h(pe™) cos(nt)dt,
0

27
Bnp" — Bnp "t = —/ h(pe') sin(nt)dt.
T™Jo
Gdy p — rT, to wnioskujemy stad, ze
(29.3) ap=0, a,r"+a_,r " =0,"=-pB_,r"=0, n=12,...,
natomiast, gdy p — R~
(29.4) o R" + a_p, R7"| < 2A, |B.R"—p[B_,R"| <24, n=1,2,....

Z (29.2) i (29.3) mamy
) > p2n _ T2n
h(peit) = Z BT (o, cos(nt) + 3y, sin(nt)) ,
n=1

natomiast z (29.3) i (29.4) (bo r < R/2)

4A 4A
2oBl<ZE o n=12...
Rn’ |ﬁ ’—Rn n

o | <
Stad

|h(pe™)] <BAY (%)” _ R8A_pp - 16RAp7
n=1
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gdy r<p<R/2. O

WyKLAD 25, 17.12.2007

Przyktad. Funkcje h(z) = log|z|/(—logr) + 1 nie spemiaja tezy lematu (np. dla
|z] = 2r mamy h(z) = log2/(—logr) £ Cr). Pokazuje to, ze zalozenie, ze h jest
czescia rzeczywista pewnej funkcji holomorficznej jest konieczne.

Dowdéd Twierdzenia 29.2. Jednoznacznos¢ wynika natychmiast z tego, ze M nie
jest g-hiperboliczna (stosujemy Propozycje 29.1 dla D = M \ {zp}). Niech R > 0
bedzie takie, ze f jest holomorficzna w otoczeniu K (2o, R) \ {20} i niech 0 < r < R.
Istnieje (jedyne dzieki Propozycji 29.1) h, € HNL>®(M\ K (20,7))NC(M\ K (20, 7))
takie, ze h, = Re f na 0K (zo,r). Z Lematu 29.3

/ d°h, =0, r<p<R,
0K (z0,p)

za$ z Lematéw 29.4 1 29.5 otrzymamy

16p R
29.5 h, —Re f| < =P hy—Refl, r<p<=.
(29.5) piR2x | cfl= g max | efl, r<p<3
Polézmy
Crp,:= max |hy]= max |h|, r<p<R
0K (zo0,p) M\ K (z0,p)

(korzystamy z Propozycji 29.1), skad
(29.6) Crpy <Crp, 1T<p1<ps<R.
Chcemy pokazac, ze

(29.7) C,:= sup C,,<o0, 0<p<R.
0<r<p

Z (29.6) mamy
Cp2§0p17 0<P1§P2§Ra

a wiec (29.7) wystarczy pokazaé¢ tylko dla odp. matych p. Oznaczmy

M, = < R.
p Mr{rg;fp)\Refl, 0<p<R

Korzystajac z (29.5) i (29.6) dostaniemy

16 16
Crp <M, + %(CT,R + Mpg) < M, + %(Cr,p + Mpg), r<p<

vl 5

W efekcie

R

Cr,p§2Mp+MR> T§P§3*27
czyli otrzymalismy (29.7). PokazaliSmy wiec, ze dla ustalonego p € (0, R] ciag h,,
0 < r < p, jest jednostajnie ograniczony w otoczeniu 0K (zq, p). Dzieki Twierdzeniu
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22.10 znajdziemy podciag zbiezny jednostajnie na 9K (2o, p), natomiast korzystajac
ponownie z Propozycji 29.1 jest on zbiezny jednostajnie na M \ K(zg, p). Stosujac
metode diagonalizacyjna znajdziemy podciag zbiezny lokalnie jednostajnie na M \
{20} do pewnej funkcji harmonicznej h. Przechodzac z r do 0 w (29.5) otrzymamy
oszacowanie, z ktérego wynika (29.1). O

Funkcja h z Twierdzenia 29.2 dla f(z) = 1/(z—z) bedzie pelié¢ podobna role do
funkcji Greena z biegunem w zy na powierzchniach g-hiperbolicznych. Zauwazmy,
w poblizu zyp mamy

gm (2, z0) = log |z — 29| + funkcja harmoniczna

oraz

h = Re

+ funkcja harmoniczna.
Z— 20

Dobrze obrazuje to dowdd nastepnego rezultatu.

Twierdzenie 29.6. Na kaidej powierzchni Riemanna istnieje niestata funkcja
meromorficzna.

Dowdd. Wybierzmy w,w € M, w # w. Jezeli M jest powierzchnia g-hiperboliczna,
to potézmy F := g./g., gdzie g = gym(-,w), § = gy (-, w). Mozna wtedy tatwo
pokazaé, ze definicja F' nie zalezy od wyboru mapy, a wiec F' jest funkcja holomor-
ficzna w M\ {w,w}. Co wiecej, w poblizu w mamy

1

—— + funkcja holomorficzna,
2(z —w)

9z =

a zatem F' ma w w biegun oraz zero w .

Jezeli M nie jest g-hiperboliczna, to niech h € H(M \ {w}) bedzie dane przez
Twierdzenie 29.2 dla 2y = w i f(z) = 1/(z — w), natomiast h € H(M \ {@}) dla
20 = Wi f(z) = 1/(z — ®). Wtedy F := h./h. jest takze globalnie okreslone,
holomorficzne w M \ {w,w}. W poblizu w mamy

h, = ————— + funkcja holomorficzna,
2(z —w)?

a zatem F' ma w w biegun rzedu > 2 oraz zero krotnoéci > 2 w w. 0O

Dzieki T'wierdzeniu 29.2 mozemy przede wszystkim scharakteryzowaé jednospéj-
ne powierzchnie, ktére nie sa g-hiperboliczne.

Twierdzenie 29.7. Niech M jednospdjng powierzchniq Riemanna, ktora nie jest
g-hiperboliczna. Wtedy albo M ~ TP (jezeli M jest zwarta) albo M ~ C (w przeciw-
nym wypadku,).

Dowdéd. Ustalmy zp € M i w otoczeniu zg potézmy f(z) := 1/(z — 29). Niech
h € H(M \ {z0}) bedzie funkcja dana przez Twierdzenie 29.2. Znajdziemy dysk
Dy zawierajacy zo oraz Fy € O(Dg \ {z0}) takie, ze Fy — f jest ograniczona w
poblizu 2y (a wiec Fj ma prosty biegun w zy) oraz h = Re Fy w Dy. Korzystajac z
Twierdzenia 27.5 znajdziemy F' € O(M \{zo}) takie, ze Re F' = h. Co wiecej, F' ma
w zp biegun prosty, mamy wiec F' € O(M,P) oraz F jest iniektywne w otoczeniu
z0. W celu zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze F jest iniektywne na M (bo
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P i C to, z doktadnoscia do biholomorfizmu, jedyne jednospéjne obszary w P, ktore
nie sa g-hiperboliczne).

Udowodnimy najpierw, ze funkcja F' jest ograniczona poza dowolnym otocze-
niem zo. Dla f(2) :=i/(z — z0) niech h € H(M \ {2}) bedzie funkcja dana przez
Twierdzenie 29.2 (h Jest wiec w szczegdlnosci ograniczona poza dowolnym otocze-
niem zo) natomiast F € O(M,P) funkqa skonstruowana jak poprzednio, taka, ze
h = ReF. Pokazemy, ze funkcja F— - 1F" jest stala, skad otrzymamy, ze funkcja
Im F + h jest stala. Poniewaz funkcja F— f jest ograniczona w poblizu zp, funkcja
F —iF jest holomorficzna na M. Znajdziemy r > 01 A > 0 takie, ze F'i F sa
iniektywne na K(zo,7) oraz |h| < A, |h| < A na M\ K(z0,r). Z whsnoci f i
f wynika, ze istnieje w € F(zo,r) \ {20} takie, ze |h(w)] > 24 i ]%(w)\ > 2A.
Niech G = 1/(F — F(w)) i G = 1/(F — F(w)). Wtedy G,G € O(M,P),
G(z9) = G(zg) — 0, G, G maja bieguny proste w w. Znajdziemy T € Aut (C)
takie, ze G-ToG jest holomorficzna w poblizu w i znika w w. Co wiecej,

[F(2) = F(w)| = |h(2) = h(w)| = A, z€ M\ K(z,7),
a zatem |G| < 1/A, i podobnie |G| < 1/A, na M \ K(z,7). Z tego, ze M nie
jest g-hiperboliczna wynika wiec, ze G=ToG (korzystamy z Propozycji 29.1 dla
D = M\ {w}), azatem F = aF+b dla pewnych a € C,, b € C. Jedyna mozliwoscia
jest a = 1, pokazaliSmy wiec, ze I’ jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem z.

Dla dowolnego w € M znalezliémy zatem F € O(M,P) takie, ze F' ma prosty
biegun w w oraz F' jest ograniczona poza dowolnym otoczeniem w. Klase takich
odwzorowan oznaczmy przez A,,. Chcemy pokazaé, ze dla w,w € M

(29.8) FeA, FEAy = 3T cAut(P): F=ToF.

Zauwazmy najpierw, ze z (29.8) latwo wynika iniektywnosé F' € A,,: jezeli F(w) =
F(@), to wybierajac dowolne F' € Ag znajdziemy T € Aut (P) takie, ze F' = ToF.
Wtedy oo = F(@) = F(@), mamy wiec @ = @. Do zakoriczenia dowodu wystarczy
zatem pokazaé (29.8).

Dla w,w € M spehiajacych (29.8) bedziemy pisa¢ w ~ w. Jest oczywiste, ze
relacja ~ jest symetryczna i przechodnia. Dla F, G € A,, znajdziemy transformacje
liniowa T" (a wiec T' € Aut (C)) taka, ze funkcja F'—T oG jest ograniczona w poblizu
w iznika w w, a stad F' = T oG. PokazaliSmy wiec, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
W celu wykazania (29.8) dla wszystkich w,w wystarczy wykazaé, ze kazda klasa
réwnowaznosci wzgledem ~ jest otwartym podzbiorem M (dzieki spéjnosci M).
Dla F € A, znajdziemy obszar U € M, otoczenie w, taki, ze dla V := F(U)
mamy F|y € Aut (U, V) oraz F~1(V) = U (korzystamy z tego, ze F jest ograni-
czona poza dowolnym otoczeniem w). Ze zwrotnosci ~ wynika, ze U nie zalezy
od wyboru F € A,. Dla @ € U oraz F € Ay znajdziemy T € Aut (P) takie, ze
T(F(w)) = oo oraz takie, ze funkcja F — T o F jest holomorficzna w otoczeniu @ i
znika w @. Znajdziemy obszar V C V, otoczenie F(@), takie, ze T(V) C V. Wtedy
U:=(ToF)Y(V) CU, astad funkcja T o F jest ograniczona poza otoczeniem @,
a wiec T o F' € Agz. Wnioskujemy, ze F=To F, a zatem w ~ w. UdowodniliSmy
(29.8) co koriczy dowdd twierdzenia. [
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WyKLAD 26, 7.01.2008

30. Pewne zastosowania

Dzieki Twierdzeniom 27.4 i1 29.7 otrzymaliSémy wiec twierdzenie uniformizacyjne.

Twierdzenie 30.1. Jedynymi jednospojnymi powierzchniami Riemanna sa, z do-
ktadnosciq do biholomorfizmu, A, C i P. O

Podamy teraz pewne zastosowania tego rezultatu. Natychmiast otrzymujemy
nastepujacy fakt.

Twierdzenie 30.2. Kazda powierzchnia Riemanna homeomorficzna z P jest takze
biholomorficzna z P. 0O

Innymi stowy, w przeciwienstwie do torusa, na sferze topologicznej istnieje do-
kladnie jedna struktura zespolona.

Dzieki Twierdzeniu 30.1 wszystkie powierzchnie Riemanna mozemy podzieli¢ na
trzy klasy: nakrywane przez A (bedziemy je nazywaé hiperbolicznymi powierzch-
niami Riemanna), przez C (powierzchnie paraboliczne) oraz przez P (eliptyczne).
Wszystkie niehiperboliczne powierzchnie zostaly opisane w Twierdzeniu 25.3. Po-
wierzchnie hiperboliczne mozemy scharakteryzowac¢ nastepujaco.

Twierdzenie 30.3. Powierzchnia Riemanna M jest hiperboliczna wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie funkcje holomorficzne C — M sq state.

Dowdd. Jezeli f € O(C,M) zas p : A — M jest nakryciem, to znajdziemy pod-
niesienie f € O(C,A) takie, ze po f = f. Z twierdzenia Liouville’a funkcja f jest
stata, a wiec f jest stala. Z drugiej strony, jezeli nakryciem uniwersalnym M jest
C lub P, to oczywiscie znajdziemy niestale f € O(C, M). O

Whniosek 30.4. Kazdy obszar na hiperbolicznej powierzchni Riemanna jest takze
hiperboliczng powierzchnig Riemanna. [

Na powierzchniach niehiperbolicznych (P, C, C,, torusy) nie istnieje funkcja
Greena, mamy wiec nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 30.5. Kazda powierzchnia g-hiperboliczna jest hiperboliczna. [

Rezultat odwrotny do Twierdzenia 30.5 nie jest prawdziwy, co pokazuje np.
przypadek powierzchni z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 30.6. C\ {0,1} jest hiperboliczna powierzchnia Riemanna. O

7 Twierdzenia 30.6 latwo wynika twierdzenie Montela oraz Wielkie T'wierdzenie
Picarda.

Twierdzenie 30.7. (Montel, 1912) Dla obszaru @ C C rodzina O(Q2,C \ {0,1})
jest normalna (tzn. z kazdego ciagu mozemy wybraé podciag zbieiny lokalnie jed-
nostagnie albo do funkcji holomorficznej albo do oo).

Dowdod. Mozna latwo pokazaé, ze rezultat jest czysto lokalny, wystarczy wiec roz-
patrzy¢ przypadek Q = A. Wybierzmy ciag f, € O(A,C\ {0,1}), przechodzac w
razie potrzeby do podciagu, bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze f,,(0) — wq dla
pewnego wy € P. Przypusémy najpierw, ze wg # 0,1, 00. Jezelip: A — C\ {0,1}
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jest nakryciem holomorficznym takim, ze p(0) = wp, to dla kazdego n znajdziemy
podniesienie f, € O(Q,A) takie, ze f, = po fo i fn(O) — 0. Z lematu Mon-
tela i zasady maksimum wynika wtedy, Ze istnieje podciag fnk zbiezny do pewnego
g € O(A,A), a stad podciag fn, jest zbiezny do pog.

W przypadku, gdy wo = 1 znajdziemy g, € O(A,C\ {0,1, —1}) takie, ze g2 =
fn (poniewaz f, # 0). Zamieniajac ewentualnie g, z —g, mozemy zalozy¢, ze
gn(0) — —1. Korzystajac z poprzedniej czesci znajdziemy lokalnie jednostajnie
zbiezny podciag g,,, a wiec f,, jest takze lokalnie jednostajnie zbiezny. Jezeli
wo = 0 lub wy = 00, to znajdziemy T' € Aut (P) takie, ze T'({0,1,00}) = {0, 1, 00}
oraz T'(wp) = 1, i mozemy powtérzy¢ poprzednie rozumowanie dla funkcji Tof,,. O

Twierdzenie 30.8. (Picard, 1879) Funkcja holomorficzna posiadajaca istotng oso-
bliwosé omija co najwyzej jedng warto$c.

Dowdd. Przypusémy, ze funkcja holomorficzna f w {0 < |z — z¢| < €}, posiadajaca
istotna osobliwosé¢ w 2y, omija dwie wartosci wg # w;. Skladajac f z odp. funkcja
liniowa mozemy zalozy¢, ze wy = 0, w; = 1. 7 twierdzenia Montela wynika,
ze clag fn(z) := f(z/n) jest rodzina normalna. Znajdziemy zatem podciag f,,
albo jednostajnie zbiezny na okregu 0K (zp,c/2) albo jednostajnie rozbiezny do
oo na tym okregu. W pierwszym przypadku f byloby jednostajnie ograniczone
na okregach 0K (zp,c/(2ny)), skad (i z zasady maksimum) wynikaloby, ze funkcja
f jest ograniczona w poblizu zg. W drugim przypadku podobnie dostaliby$my
lim,_,,, f(z) = oco. Otrzymalibysmy wiec, ze 2o jest albo osobliwoscia usuwalna
albo biegunem - sprzeczno$¢. [J

Mozemy tez latwo pokazaé nastepujacy fakt.
Twierdzenie 30.9. Kazda powierzchnia Riemanna ma przeliczalng baze topologii.

Dowdad. Jezeli p : M— M jest nakryciem uniwersalnym powierzchni M, to M ma
przeliczalna baze topologii Y. Mozna wtedy tatwo sprawdzi¢, ze {p(U) : U € U}
jest baza topologii M. O

Przyktad. Niech M := R x C2/~, gdzie (t, 2) ~ (t,2) jezeli albo (t, z) = (t,2) albo
t #£ t, 21 = 21 oraz t + 2129 = t + 31 2. Jezeli p oznacza rzutowanie R x C2 — M,
dla t € R niech Uy := p({t} x C?) oraz ¢, : U; 3 [(t, 2)] — 2 € C%. Wtedy ¢; jest
bijekcja oraz

t_t+z2)e<c*><<c

zZ1

gp;ogot_l:(C*xCa,z»H(zl,

jest dyfeomorfizmem dla ¢, € R, ¢ # 1. Mozna latwo sprawdzi¢, ze rodzina
{¢t}ter tworzy atlas na M (oraz definiuje topologie, ktéra jest w szczegdlnosei
spdjna), a wiec M jest rozmaitoscia zespolona wymiaru 2 (odwzorowania przejscia
sa w naszym przypadku w szczegélnosci wymierne). Zbiér p(R x {0}) jest jednak
nieprzeliczalny i dyskretny, a wiec M nie moze mieé¢ przeliczalnej bazy topologii.
Pokazuje to, ze Twierdzenie 30.9 jest bardzo specjalna wlasnoscia jednowymiaro-
wych rozmaitosci zespolonych.

31. Elementy geometrii riemannowskiej

Zakladamy, ze M jest rozmaitoscia rzeczywista wymiaru n. Pole wektorowe na
M, czyli odzworowanie X € C°°(M,TM) takie, ze X|, € T,M dla p € M, mozemy
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identyfikowaé z odwzorowaniami X : C*° (M) — C*° (M), ktére sa R-liniowe i takie,
ze

X(fg)=fXg+9Xf, f,geC(M)

(robimy to poprzez relacje X f = dx f, gdzie dx f jest pochodna kierunkowa). Pola
wektorowe mozemy wiec lokalnie zapisywaé w postaci X = X*0;, gdzie 9; := 0/0z;,
zbiér pol wektorowych na M oznaczamy X (M). Dla X, Y € X(M) mamy [X,Y] :=
XY -YX e X(M).

Metryka riemannowska na M to dodatnio okreslone, symetryczne, 2-liniowe (nad
R) odwzorowanie (-,-) : X(M) x X(M) — C*°(M). Innymi stowy, dla kazdego p €
M okreslamy iloczyn skalarny na T, M, gltadko zalezny od p. Lokalnie definiujemy
gij = (0;,0;), wtedy (gi;) jest dodatnio okreslona macierza symetryczna, ktérej
wyrazami sa funkcje gtadkie. Lokalnie nasza metryke mozemy wtedy zapisaé w
postaci

2 _ Q7.9
ds® = gijdx'dx’.
Rozmaitosé z metryka riemannowska nazywamy rozmaitoscia riemannowska. Od-
wzorowanie f : M — N, gdzie (M,ds3,) i (N, ds%) sa rozmaito$ciami rieman-
nowskimi, nazywamy izometria, jezeli f jest dyfeomorfizmem takim, ze f.ds%, =
2
dsy;.
Pierwszym podstawowym rezultatem jest twierdzenie o istnieniu koneksji me-
trycznej.
Twierdzenie 31.1. Na rozmaitosci riemannowskiej istnieje jednoznacznie wyz-
naczona koneksja metryczna, tj. odwzorowanie

VX (M) x X(M) 3 (X,Y) — VxY € X(M)

o nastepujgcych wlasnosciach
i) V jest C>(M)-liniowe wzgledem X i R-liniowe wzgledem Y ;
i) Vy X —VxY =[X,Y], X, YeX(M);
i) Vx(fY)=XfY + fVxY, feC>®M), X,)Y € X(M);
w) XY, Z)=(VxY,Z2)+(Y,VxZ), X)Y,ZecX(M).

Dowdd (nie bylo na wyktadzie). Zalézmy najpierw, ze V jest odwzorowaniem spel-
niajacym ii) oraz iv). Wtedy dla X,Y, Z € X' (M) mamy

XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

Y(Z, X)=(VyvZ,X)+(Z,VyX),

Z<X> Y> = <VZX7Y> + <X7 VZY)

Sumujac pierwsze dwa réwnania i odejmujac ostatnie otrzymamy

2AVY,Z) =X{Y,Z) +Y(Z,X) — Z(X,Y)

(31.) +(X,Y),2) = IV, 2), X) + (12, X),Y),

Pokazuje to, ze takie odwzorowanie jest jednoznacznie wyznaczone. Co wiecej,
(31.1) definiuje V i latwo sprawdzamy, ze spetnia one zadane wlasnosci. [

Przeanalizujemy teraz koneksje we wspélrzednych lokalnych. Niech X = X'0;,
Y = Y'0;, wtedy

VxY = XY0,Y* + YIT})0, = XY + X YT}, 04,
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gdzie I‘fj to symbole Christoffela zdefiniowane przez relacje Vy,0; =T fj Ok. Z (31.1)
tatwo pokazujemy, ze

1
k= 5gkl(&gﬂ + 0591 — 019:5)

gdzie (g*) jest macierza odwrotna do (gi;).
Niech v € C'((a,b), M). Zauwazmy, ze jezeli X jest lokalnym polem wek-
torowym takim, ze X oy =4, todlaY € X(M) i f € C*(M) na v mamy

d d
XY =2 (Yoy), Xf=—(fon)

Widaé, ze dla pola wektorowego Y oraz funkcji f okreslonych tylko na + maja sens
wyrazenia 7Y oraz 4 f, przy czym pierwsze jest polem wektorowym na -, a drugie
funkcja na ~.

Whioskujemy stad, ze jezeli Y jest polem wektorowym na v, to V4Y jest polem
wektorowym na +, lokalnie mamy

d L
V—'YY = %(Y o ’y) —+ 7ZYJFf]8k

W szczegdlnodci, jezeli v jest klasy C2,
Vi =4+ T57'5 0.
Krzywa v € C?((a,b), M) nazywamy geodezyjna, jezeli V7 = 0, tzn.
P4 TEAIRT =0, k=1,...,n.
Mamy wtedy w szczegdlnosci (ozn. | X|? := (X, X))

d . . . .
(31.2) %WI2 = 4%> = 2(¥, V4%) = 0.

7 ogélnej teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych wynika, ze dla ustalonego
p € M oraz v € T, M istnieje ¢ > 0 oraz jednoznacznie wyznaczona geodezyjna
v : (—e,e) — M taka, ze v(0) = p, ¥(0) = v. Rozwiazanie to w gladki sposéb
zalezy od warunkéw poczatkowych p i v. Dla a > 0 krzywa 7(t) := ~y(at) jest takze
geodezyjna, okreslona na przedziale (—¢/a,e/a), taka, ze 5(0) = p, 3(0) = av.
Oznacza to, ze jezeli v jest odp. blisko 0, to v jest okreslone w otoczeniu przedziatu
[—1,1]. Dla takich v kladziemy

exp, (v) = (1),
Zauwazmy, ze
exp, (tv) := (1),
gdy tv jest odp. blisko 0. Odwzorowanie exp, jest gtadkim odwzorowaniem pew-
nego otoczenia 0 w T), M o wartodciach w M takim, ze exp,(0) = p. Mamy takze

d .
do exp,, |, = 7 exp, (tv)]i=0 = ¥(0) = v,
czyli doexp, = idr,n. W szezegdlnosei, exp,, jest dyfeomorfizmem w pewnym
otoczeniu 0.

Dla kazdej drogi v : [a,b] — M mozemy zdefiniowaé jej dlugosé

b
1) = [ o).
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Twierdzenie 31.2. Przypusémy, Ze exp, jest dyfeomorfizmem na K(0,¢). Dla
v € K(0,¢) niech y(t) := exp,(tv), t € [0,1], natomiast n : [0,1] — M mniech
bedzie inna droga taka, ze n(0) = v(0), n(1) = ~v(1). Wtedy l(n) < l(y), natomiast
rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n([0,1]) = ([0, 1]).

Gléwnym narzedziem w dowodzie Twierdzenia 31.2 bedzie lemat Gaussa (1822).

Lemat 31.3. Niech v € T, M bedzie takie, ze exp,, jest zdefiniowane w v. Wiedy
dla w € T, M mamy

(dv expy, |v, dv expy, w) = (v, w),
tzn. exp,, jest radialng izometriq.
Dowdd (nie bylo na wykladzie). Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze (v, w) = 0.
Znajdziemy gladka krzywa a w T, M taka, ze o(0) = v oraz o/(0) = w. Polézmy
Y(t, s) := exp,(ta(s))
(dla s odp. bliskiego 0). Wtedy

Oy

(313) 7(17 0) = dv epr ’U) Os

(1,0) = dy exp,, |w-

Niech X i Y beda polami wektorowymi na M takimi, ze na v mamy X = 9v/0t,
Y = 0v/0s. Wtedy na v zachodzi Vx X = 0 (bo (-, s) jest geodezyjna), [X,Y] =0

oraz

2,07 &
ot ot’ ds

2

_ L1919

_ _ _ 1 ) ay
>_X<X7Y> - <X7VXY> — <X,VyX> = 2Y|X| = 295 | ot

(dzieki (31.2) i (31.3)). Z drugiej strony

.0 .
lim 8—7(75, 0) = }gr(l) diy €XD,, ltw = 0,

t—0 O0s
a wiec
Oy Oy _

Jezeli zlozymy exp, ! 2 odwzorowaniem ortonormalnym 7, M — R™, to otrzy-
mamy mape w otoczeniu p. Lemat Gaussa méwi dokladnie, ze w tej mapie we
wspoélrzednych biegunowych (tzn. r = |x|) mamy

ds® = dr* + w,

gdzie w nie zalezy od dr. Takie wspélrzedne w otoczeniu p nazywamy normalnymi.
Jest takze jasne, ze w jest dodatnio okreslona forma na przestrzeni stycznej do sfery.

WYKLAD 27, 14.01.2008

Przyktad. Niech S? bedzie sfera x2 +y2 + 22 = R? z metryka ds? indukowana z me-
tryki euklidesowej dz? + dy? + dz? w R3. Rozpatrujac parametryzacje zdefiniowana
przy pomocy wspétrzednych biegunowych

(31.4) R? 3 r(cosg,sinp) — R(sin(r/R) cos ¢, sin(r/R) sin ¢, cos(r/R)) € S*
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otrzymamy
2 2 dr . : ?
ds* = R*  cos(r/R) cos o sin(r/R) sin pdyp

2
+ R? <COS(T/R) sin go% + sin(r/R) cos godgo) + sin’(r/R)dr?
= dr? 4+ R*sin®(r/R)dy?.

W tych wspétrzednych drogi postaci v(t) = tv, v € R?, sa geodezyjnymi (w tym
celu wystarczy sprawdzié, ze I'?. = I, = 0). Odwzorowanie (31.4) jest wiec réwne
exP(g,0,—r)- Cheielibysmy jeszcze zapisac ds? w postaci F(p)(dp® + p?dyp?). Bedzie
to mozliwe, gdy p = f(r), przy czym (d/dr)(log f) = 1/(Rsin(r/R)). Otrzymamy
p = tan(r/2R), wtedy sin(r/2R) = p/+/1 + p?, cos(r/2R) = 1/y/1 + p? oraz

T 2p r p?—1 J 2Rdp
sin — = ) = , dr= ,
R 1+ p? R 1+ p? 1+ p?

a zatem 2( ) ) 2)
. 4R*(dp= + p~dyp
2 2 2 2

dr® + R*sin“(r/R)dy* = TV

Odwzorowanie (31.4) przyjmuje postaé

2pcosp 2psing p?—1
14+p2 " 14p2 14 p2

(31.5) R? 3 p(cos ¢,sinp) — R < > € 5%\ {(0,0, R)},

tj.

2x 2y 2?42 -1
242+ 122+ y?+ 1722 +y2 +1

Rza(x,y)»—J%( >ES2\{(O,O,R)}.

Dowdd Twierdzenia 31.2 (nie bylo na wyktadzie). Zalozmy najpierw, ze n(t) €
exp, (K (0,¢) \ {p}) dla t € (0,1]. We wspdtrzednych normalnych mamy v(t) = tv,
za$ z lematu Gaussa

01> = gign'n? =2,

gdzie r = |n|. Zatem

() > / #(t)]dt > / F(t)dt = [v] = I(7).

Dla dowolnego n wystarczy rozpatrzy¢ tylko t > tg, gdzie tg jest najwieksze takie,
ze n(tg) = 0. Jezeli zas |n(t)| = e dla pewnego ¢, to I(n) > ¢ > I(). Jasna jest
takze druga czes$é tezy. O

Twierdzenie 31.4. Dla kazidego p € M istnieje otoczenie U oraz § > 0 takie,
ze dla wszystkich ¢ € U odwzorowanie exp, jest dyfeomorfizmem na K(0,0) oraz
U Cexp,(K(0,0)).
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Dowdd (nie bylo na wyktadzie). Odwzorowanie F'(q,v) := (g,exp,(v)), okreslone
na pewnym otwartym otoczeniu zbioru M x {0} w T'M, jest gladkie oraz

id id
dpol = <0 id>'

Odwzorowanie F' jest wiec lokalnym dyfeomorfizmem w otoczeniu (p,0). Oznacza
to, ze istnieje otwarte otoczenie V punktu p oraz € > 0 takie, ze F' jest dyfeomor-
fizmem na zbiorze V := {(q,v) : ¢ € V, |v| < e}. Znajdziemy wtedy otoczenie
otwarte U takie, ze p € U C V oraz U x U C F(V), co jest réwnowazne temu, ze
U Cexp,(K(0,¢)),qeU. O

Odlegto$¢ miedzy dwoma punktami p,q € M jest dana formula

d(p,q) = inf{l(y) : v : [a,b] — M - droga, v(a) =p, v(b) = q}.

Latwo sprawdzamy, ze d jest istotnie metryka na M. Z Twierdzenia 31.2 dlap € M
i odp. malego £ > 0 mamy

d(p,exp,(v)) = v, v e K(0,¢).

W szczegdlnosci, metryka d jest zgodna z topologia M, a odwzorowanie d(p, -) jest
ciagle.

Twierdzenie 31.5. Przypusémy, ze n : [0,1] — M jest droga taka, ze l(n) =
d(n(0),n(1)). Wtedy n([0,1]) =+([0,1]) dla pewnej geodezyjnej .

Dowdd (nie bylo na wykladzie). Znajdziemy podzial 0 = to < t; < -+ < t,, = 1
oraz zbiory otwarte U; takie jak w Twierdzeniu 31.4, spelniajace n([t;_1,t;] C
Uj, j = 1,...,m. Z Twierdzenia 31.2 istnieje wiec droga v : [0,1] — M taka,
ze |§| = const, n([0,1]) = ~([0,1]), oraz istnieje podzial 0 = ty < t; < --- <
tm = 1 taki, ze 7|[;j71’;j] jest geodezyjna laczaca n(tj—1) z n(t;). Korzystajac
ponownie z Twierdzenia 31.2 i jednoznacznosci geodezyjnych otrzymamy, ze v jest
geodezyjna. [

Méwimy, ze rozmaitos¢ riemannowska M jest zupelna, jezeli metryka d jest
zupelna. Mamy nastepujaca charakteryzacje takich rozmaitosci.

Twierdzenie 31.6. (Hopf-Rinow, 1931) Dla ustalonego p € M NWSR
i) M jest zupelna;
i1) Wszystkie geodezyjne przechodzace przez p sa okreslone na R.
Dowolna pare punktow rozmaitosci zupelnej mozna polaczyé geodezyjna.

Dowdd (nie bylo na wyktadzie). i)=-ii) Niech v bedzie geodezyjna taka, ze v(0) = p,
okreslona na przedziale [0,7T"), przy czym T > 0 jest maksymalna taka liczba. Niech
t; > 0 bedzie ciagiem rosnacym do T. Wtedy z (31.2) mamy dla j < k mamy

A0t (0 < [ Ol =t~ )

a wiec y(t;) jest ciagiem Cauchy’ego. Znajdziemy g € M takie, ze y(t;) — q.
Niech U, otoczenie ¢, oraz § > 0 beda takie jak w Twierdzeniu 31.2.ii. Dla j odp.
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duzego mamy wiec U C exp,,)(K(0,)), skad tatwo mozemy przedtuzy¢ v poza
T - sprzecznosé.
ii)=1) Wystarczy pokazaé, ze dla wszystkich r > 0 zachodzi

(31.6) expp(K(O,r)) = K(p,7)

(bo wtedy kule K(p,r) sa zwarte, a zatem z kazdego ciagu Cauchy’ego mozemy
wybraé¢ podciag zbiezny). Zauwazmy, ze zawsze mamy C w (31.6) oraz ze (31.6)
zachodzi dla odp. matych r. Niech ro > 0 bedzie takie, ze (31.6) zachodzi dla
r € (0,79). Dla ¢ € K(p,r0) znajdziemy ciag g; € K(p, 7o) zbiezny do q (z ciaglosci
d(p,-)). Poniewaz (31.6) zachodzi dla r < ry znajdziemy v; € K(0,79) takie, ze
exp,(v;) = ¢;. Przechodzac do podciagu mozemy zalozy¢, ze v; — v € K(0,70), z
ciaglodci exp, mamy wiec exp,(v) = ¢q. Pokazalismy, Ze (31.6) zachodzi dla r = 7.

Do zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze dla pewnego € > 0 (31.6) zachodzi
dla r € (rg,70 + €). Poniewaz kula K (p, 7o) jest zwarta, istnieje relatywnie zwarte
otoczenie U D K (p,70). Niech e > 0 bedzie takie, ze kazda pare ¢, ¢ € U spetiajaca
d(q,q) < e mozemy polaczyé¢ geodezyjna. Dlar € (ro,70+¢), ¢ € K(p,7)\ K(p,70)
i 0 > 0 niech -5 bedzie droga taka, ze v5(0) = ¢, vs(1) = p oraz I(vs) < d(p,q) + €.
Znajdziemy ts > 0, najmniejsza liczbe taka, ze d(p,v5(ts)) = R (znowu korzystamy
z ciaglosci d(p,-)). Niech ¢ bedzie punktem skupienia vs(ts). Wtedy d(p,q) = ro
oraz d(p,q) = ro + d(q,q) (dla 6 > 0 mamy ro + d(q,q) < l(vs) < d(p,q) + 0,
przeciwna nieréwno$¢ wynika z nieréwnosci trdjkata). Oznacza to, ze geodezyjna
postaci t + exp,(tv), gdzie exp,(v) = ¢, taczaca p z ¢, mozna sklei¢ z geodezyjna
taczaca ¢ z ¢, a ewentualnie zmieniajac parametryzacje i korzystajac z Twierdzenia
31.5 oraz jednoznacznosci geodezyjnych otrzymamy ¢ € exp,, (K(0,7).

Ostatnia czes¢ tezy wynika z (31.6). O

Zalézmy teraz, ze n = 2, tj. M jest powierzchnia. Krzywizne Gaussa definiujemy
wzorem

(VxVyY —VyVxY — VixyY, X)
[XPY]? = (X, Y)? ’
gdzie X, Y sa polami wektorowymi lokalnie stanowiacymi baze w przestrzeni stycz-

nej. Mozna sprawdzi¢, ze definicja ta nie zalezy od wyboru X,Y.
We wspélrzednych normalnych mozemy zapisaé

K =

ds? = dr® + F2dy?,

gdzie F jest gladka funkcja dodatnia (okreslona poza 0) zalezna od r i . Poniewaz
ds? = Adx? + 2Bdxdy + Cdy?, gdzie * = rcosp, y = rsinp oraz A, B,C sa
funkcjami gtadkimi w otoczeniu 0 takimi, ze A =C =1, B =0 w 0, otrzymamy

F? = r?(Asin® ¢ — 2Bsin pcos ¢ + C cos? p),
a stad
(31_7) F:T(l—i-O(T’)).

Dla 0, := 0/0r, 0, = 0/0, mamy |0,| =1, |0,| = F, (0r,0,) = 0 (i oczywiscie
[0r,0,] = 0). Mozemy sprawdzié, ze

O F

F )

[, =0%=I,=0, ¥ =T% = I, =-Fo,F,
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a stad w szczegdlnosci

o F

V@,,,ar = 0, vara@ — Vawar — 8(,0'

Mamy zatem

<v87. Vaw 87’7 a<p>
F2

OTF) B (0,F)* 782F
F F2  F

(31.8) K=-— = -0, (

Zalézmy teraz, ze krzywizna K jest stala. Z (31.7) i (31.8) wnioskujemy, ze
F = F(r) jest rozwiazaniem problemu

F'4+KF =0, F(0)=0, F'(0)=1.

Otrzymamy
sin(vVK r)
VK
F(iry=<{r K =0,
sinh (/[ K] 7) K <0
VIE '

W pierwszym przypadku mamy wiec lokalnie kawalek sfery o promieniu 1/vV K,
w drugim kawalek ptaszczyzny euklidesowej, natomiast w trzecim, podobnie jak
poprzednio po podstawieniu p = tanh(r/2R) otrzymamy

K >0,

4 2 2 2 2
(31.9) dr? + R2sinh?(r/R)dg? = 1 (gp_;f)gdgp )

Jest to wiec, z dokladnoscia do statej, hiperboliczna metryka Poincarégo w kole.
Dostalismy wiec nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 31.7. (Riemann, 1854) Kazda rozmaitos¢ riemannowska wymiaru
2 o stalej krzywiznie jest lokalnie izometryczna z kawalkiem sfery (jezeli krzywizna
jest dodatnia), plaszczyzny euklidesowej (jezeli krzywizna znika) lub kota z metryka
Poincarégo (jezeli krzywizna jest ujemna). O

32. Zespolone metryki zupelne o stalej krzywiznie

Niech M bedzie powierzchnia Riemanna. Zespolona metryka riemannowska (lub
metryka hermitowska) na M nazywamy tensor na M, ktéry lokalnie mozemy za-
pisa¢ w postaci g|dz|, gdzie g jest gladka funkcja dodatnia. Zauwazmy, ze przy
holomorficznej zmianie zmiennych z = f({) przybiera on postaé¢ go f|f’||d(], (czyli
dodatnio$é nie zalezy od takiej zmiany).

Pokazaé¢ (korzystajac z Twierdzenia 29.6), ze na kazdej powierzchni

Riemanna istnieje metryka zespolona. (Fakt ten znacznie wzmocnimy ponizej -
zob. Twierdzenie 32.5.)
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Metryka zespolona g|dz| jest w szczegdélnosci metryka riemannowska postaci
g% (dx? + dy?). Mamy wtedy

Fim:gjﬂ ng:—gi7 Fiy:gl’ ng:giv ng:_gi’ ng:gl‘

’ g g g g g

Pokazaé, ze réwnanie geodezyjnej dla metryki zespolonej g|dz| ma

postaé 2g.5% + g5 =0

Krzywizna Gaussa metryki zespolonej wyraza sie wzorem

Kglaz =

(Vo,Va,0y, — Vo, Vo, 0y,0y) A(log g)
g* g

_ =EAS
Zauwazmy, ze krzywizna jest niezmiennicza wzgledem odwzorowan konforemnych:

Ko — _Alllogg)o f) __(Alogg))of _ . o f

(go N2FF (gof)?

Przyktad. Metryka Poincarégo |dz|/(1 — |z]?) na A jest metryka zespolona o krzy-
wiznie -4.

Naszym celem bedzie scharakteryzowanie wszystkich zupelnych metryk zespolo-
nych o stalej krzywiznie. Przeanalizujemy najpierw przypadek sfery Riemanna P.
Korzystajac z (31.9) i z tego, ze we wspéhrzednych biegunowych z = re’? mamy
|dz|? = dr? + r?de?, na C mozemy zdefiniowa¢ metryke 2|dz|/(1 + |z|?). Mozna
tatwo pokazaé, ze przedtuza sie ona do metryki zespolonej na sferze Riemanna P
o krzywiznie +1. Metryke te oznaczamy wp. OtrzymalisSmy ja z metryki rieman-
nowskiej na sferze jednostkowej S? w R? poprzez odwzorowanie (31.5), ktére daje
utozsamienie sfery Riemanna P z S2.

Pokaza¢, ze przy utozsamieniu (31.5) sfery Riemanna P z S? odwzoro-

wanie 1/2z € Aut (P) odpowiada ztozeniu dwéch odbié¢ w S2.

Pokazaé, ze obrazy geodezyjnych wzgledem metryki wp w C C P to
proste przechodzace przez 0 oraz okregi K (w,+/|w|? +1), w € C, natomiast
obrazy geodezyjnych wzgledem metryki Poincarégo w A to proste przechodzace
przez 0 oraz okregi przecinajace sie z JA pod katem prostym.

Potézmy
Gp:={f € Aut(P) : fiwp = wp}.

Propozycja 32.1. Gp jest tranzytywna podgrupa Aut (P) (tzn. dla dowolnych
z,w € P znajdziemy f € Gp takie, ze f(z) = w) zawierajaca obroty wokdt 0.

Dowéd. Na S? izometrie zachowujace orientacje (czyli grupa SU(R, 3)) tworza taka
grupe. Wystarczy zatem skorzystaé¢ z utozsamienia (32.1) oraz nastepujacego faktu.

Propozycja 32.2. Niech M, N beda powierzchniami Riemanna i niech w bedzie
metryka zespolong na N. Przypusémy, zZe f : M — N jest lokalnym dyfeomor-
fizmem takim, ze f.w jest takze metryka zespolona. Wtedy f jest albo odwzorowa-
niem holomorficznym albo antyholomorficznym.
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Dowdd. Lokalnie zapiszmy w = g|d(| i f = (u,v). Wtedy
few = (g0 f)? [(uadz + uydy)® + (vadz + v,dy)?]
=(go f)2 [(ui + Ui)d:ﬂQ + 2(uzuy + vyvy)drdy + (“z2/ + vz)dyQ] ,

a wiec
2 2 _ 2 2 —
Uy + 0y = Uy + vy, Ugly + Vg0 = 0.

To oznacza, ze albo u, = vy, uy = —v,; (jezeli uzvy — uyvy > 0) albo u, = —vy,
Uy = Uy (jezeli uzvy — uyvy <0). O

Pokazac, 7e

az+b _
= Aut(P):c= — =a,.
Gp {cz+d€ ut (P) : ¢ b, d a}

Dla pozostalych powierzchni jednospéjnych A i C polézmy

2|dz|
1— 2?7

wa = we = |dz|.

Wtedy K, = —1, K. = 0. Definiujac Ga i G¢ podobnie jak Gp otrzymamy
Ga =Aut(A), Ge={az+b:a,beC,la] =1}.

W szczegolnodci, obie grupy takze sa tranzytywne oraz zawieraja obroty wokot 0.

WYKLAD 28, 21.01.2008

Twierdzenie 32.3. Przypusémy, ze M jest jednospojnag powierzchniq Riemanna,
natomiast w metryka zespolong na M o krzywiznie K rownej -1, 0 lub +1. Polézmy
M := A (jeseli K = —1), M = C (jeseli K = 0) lub M := P (jeseli K = +1).
Wtedy istnieje lokalnie konforemne odwzorowanie F € O(M, ]\/4\) takie, Ze w =
Fuwg;. Jezeli metryka w jest zupetna, to F' € Aut (M, ]\/4\)

Dowdd. 7 Twierdzenia 31.7 i Propozycji 32.2 wynika, ze dla kazdego z € M istnieje
otoczenie U, takie, ze rodzina

o~

F.:={f€O(U.,M): f jednokrotne, w = f.wy; na U}
jest niepusta. Twierdzimy, ze
(32.1) feF,wel,NU; = Efe fg:f:fw otoczeniu w.

Korzystajac z Propozycji 32.1 (i podobnego faktu dla A i C) dla w € U, NUs i
ferF, ]/”\E Fz znajdziemy ¢, p € Gy; spehiajace o(f(w)) = @(]?(w)) = 0 oraz
arg (¢ o f)(w) = arg (@ o f)’(w) (w pewnej mapie). Polézmy fi=yplodof.
Wtedy f € Fs, f(w) = f(w), argf’(w) = arg f'(w). Twierdzimy, ze f=fw
otoczeniu w. Mamy f'(w) = f’(w) i np. dla M=A indukcyjnie pokazujemy,
ze jezeli |f'12/(1 — |f|?)? = h, to 9"h/dz" = fFTUF /(1 —|f|?)? + R, gdzie R
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jest funkcja wymierna zmiennych f, f',..., f F 7 f™ . Whioskujemy, ze
f (w) = f0(w) dla wszystkich n. Rozumujac podobnie dla C i P otrzymamy
(32.1). Pierwsza cze$¢ tezy wynika teraz z Twierdzenia 27.5.

Zat6zmy teraz dodatkowo, ze w jest zupelna. Dla ustalonego zg € M i w € M
niech 7 bedzie geodezyjna taczaca F(zp) z w. Wtedy w otoczeniu zg F~107 jest
geodezyjna, ktéra mozemy przedluzy¢ na R. Stad latwo wnioskujemy, ze w €
F(M), a wiec F jest surjekcja. W celu pokazania iniektywnosci niech v bedzie
geodezyjna w M laczaca z oraz z, z # Z. Wtedy F o~ jest geodezyjna w M.
Poniewaz w A i C geodezyjne nie przecinaja sie, w tym przypadku mamy F(z) #

Musimy jeszcze pokazaé iniektywnos$é F, gdy M = P. Jezeli 2,2/ € M sa
takie, ze F(z) = F(Z') iz # 2/, to d(z,2") > 2m. Niech 0 < r < w. Wtedy
K(z,7)NK(2',r) = 0 oraz F|g(.,) — K(F(z),7) jest iniektywne. Podobnie jak
poprzednio pokazujemy takze, ze to odwzorowanie jest surjekcja. Pokazalidémy wiec,
ze I jest nakryciem, z jednospdjnosci M wnioskujemy, ze jest to w rzeczywistosci
automorfizm. [J

Zauwazmy, ze Twierdzenie 32.3 ma nastepujaca konsekwencje dla réwnania réz-
niczkowego Au = +e?“: kazde gladkie rozwiazanie takiego réwnania lokalnie (a
nawet globalnie w obszarach jednospéjnych) jest postaci

gdzie f jest funkcja holomorficzna (bo metryka e*|dz| ma krzywizne F1; analogiczny
fakt dla dla krzywizny 0 wynika natychmiast z Twierdzen 10.8 i 22.2).

Twierdzenie 32.3 daje charakteryzacje metryk zupelnych o stalej krzywiznie na
powierzchniach jednospdjnych.

Twierdzenie 32.4. Zaloimy, zZe w jest zupetng metryka zespolona o statej krzy-
wiznie K na M. Wtedy

i) Jezeli M =P, to K > 0 oraz w = F,wp/VK dla pewnego F € Aut (P);

ii) Jezeli M = C, to K =0 oraz w = cwe dla pewnej stalej ¢ > 0;

iii) Jezeli M = A, to K <0 orazw =wa/+/|K|. O

Mozemy teraz scharakteryzowaé zupelne metryki zespolone o stalej krzywiznie
na dowolnej powierzchni Riemanna.

Twierdzenie 32.5. Na danej powierzchni Riemanna M zupelne metryki zespolone
o stalej krzywiznie to doktadnie metryki postaci p*®, gdzie p : M — M jest
nakryciem uniwersalnym, za$ © zupelna metrykq zespolona o statej krzywiZnie na
M. W szczegolnosci, na kazdej hiperbolicznej powierzchni Riemanna istnieje do-
ktadnie jedna zupelna metryka zespolona o krzywiznie -1.

Dowad. Jezeli w jest taka metryka na M, to p.w jest metryka o takiej samej
krzywiznie na M. Niech zj bedzie ciagiem Cauchy’ego na M , wtedy (p(z;)) jest
ciagiem Cauchy’ego na M (bo odwzorowanie p nie zwieksza odleglosci wzgledem
tych metryk - wynika to wprost z definicji odlegtosci), a wiec zbieznym do pewnego
w € M. 7 wilasnosci nakrycia wynika, ze znajdziemy ptat V w M taki, ze z; € V dla
j odp. duzego j. Otrzymamy, ze z; — (p|V) "} (w), a wiec p.w jest takze zupeha.
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Z drugiej strony, jezeli w jest taka metryka na M , to najpierw musimy pokazaé, ze
p*w jest dobrze zdefiniowane, tj. ze w jest niezmiennicza wzgledem automorfizmow
nakrycia. Jezeli M ~ P, to jedynym automorfizmem nakrycia jest identycznosé, zas
gdy M = A, to na mocy Twierdzenia 32.4 mamy W = cwa, a zatem w jest niezmi-
ennicza wzgledem kazdego automorfizmu M. Jezeli M = C, to dzieki Twierdzeniu
25.3.1i musimy tylko rozpatrzy¢ przypadki p(z) = e* (gdy M ~ C,) oraz rzutowa-
nia p: C — C/T', gdzie I' = a1Z + asZ, a1, a2 € C sa liniowo niezalezne nad R
(gdy M jest torusem). W pierwszym przypadku automorfizmy nakrycia sa postaci
z v+ z+ 2kmi, k € Z, natomiast w drugim z — z + kaq + las, k1 € Z, metryka we
jest za$ niezmiennicza wzgledem wszystkich translacji. Pokazaliémy wiec, ze me-
tryka p*@ jest dobrze zdefiniowana. Jest oczywiste, ze ma ona taka sama krzywizne
jak W, natomiast zupelmo$é p*w wynika natychmiast z zupelogci w oraz twierdzenia
Hopfa-Rinowa. [

Pokazaé, ze (e€)*(|dC|) = |dz|/|z].

Przeanalizujemy teraz dokladniej przypadek hiperbolicznych powierzchni Rie-
manna. Przez wys oznaczamy jedyna metryke zupelna o krzywiznie -1 na M.

Pokazaé, ze
1) wa = |dz|/y;

i) wa, = —

iii) wip<)z|<1y = ~Tlsn(alog ) |dz|, gdzie a = 7/log p.

Propozycja 32.6. Dia ¢ € O(A, M) mamy g.wy < wa.

Dowdd. Niech p : A — M bedzie nakryciem. Znajdziemy 1 € O(A, A) takie, ze
po = . Wtedy
Pxwn = YuPrwnr = Yawn < wa,

gdzie ostatnia nieréwnoé¢ to doktadnie lemat Schwarza-Picka. [
Latwa konsekwencja powyzszego rezultatu jest nastepujacy fakt.

Propozycja 32.7. Jezeli w pewnej mapie mamy wyr = gldz|, gdzie M jest hiper-
boliczng powierzchnia Riemanna, to w tej mapie

9(2) :min{ Lo € O(A, M), o(0) :z}.

2
|©"(0)]
Dowdd. 7 Propozycji 32.6 mamy <, natomiast rowno$¢ mamy dla nakrycia p :
A — M takiego, ze p(0) = z. O
Whniosek 32.8. Jezeli N C M, to wy <wny na N. 0O

Twierdzenie 32.9. (Bieberbach, 1916) Niech 2 bedzie ograniczonym obszarem w
C. Wtedy istnieje rozwiazanie problemu

ue C™(Q)

(32.2) Ay = e
lim u(z) = +o0.

z—00
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Dowdéd. Niech g € C*°(Q2) bedzie takie, ze wq = g|dz|. Potézmy u :=logg. Wtedy
K = —1 oznacza dokladnie, ze Au = e**. W celu pokazania warunku brzegowego
wezmy zg € 0 oraz R > 0 takie, ze Q C K(z0, R). Wtedy wo > Wk (z,R)\{20}s CO
oznacza, ze

u(z) > —log|z — zo| —loglog(R/|z — 2z9|). O

Propozycja 32.10. Jezeli Q = A, to funkcja

2

jest jedynym rozwiqzaniem problemu (32.2).

Dowdd. Musimy tylko pokazaé jednoznacznos$é (32.2). Niech v bedzie rozwiaza-
niem (32.2) i dla r < 1 potézmy v,(z) = v(z/r) —logr. Wtedy v, € C*>°(K(0,7))
spelnia Av, = e?Yr oraz lim ;| v.(2) = 4+00. Przypusémy, ze zbiér {v, < u} jest
niepusty. Jest on relatywnie zwarty w K (0,r), znajdziemy zatem zo w tym zbiorze
takie, ze v, — u ma minimum w zy. Wtedy w 2o mamy 0 < Av, — Ay = e?Vr — 24
- sprzecznos¢. Otrzymalismy zatem v < wv,, a stad v < v. Zamieniajac v z v
otrzymamy réownos¢. [

33. Iteracja funkcji wymiernych (nie bylo na wykladzie)

Bedziemy teraz stale zakladaé, ze R = P/Q jest funkcja wymierna (ktéra traktu-
jemy jako odwzorowanie holomorficzne P — P), gdzie P, ) sa wielomianami zespolo-
nymi bez wspélnych zer. Zakladamy takze, ze d = deg R := max{deg P,degQ} > 2.
Oznacza to, ze dla w spoza skoniczonego podzbioru P zbiér R~ (w) jest dokladnie
d-elementowy. Przez R” = Ro ---o R oznaczamy n-ta iteracje odwzorowania R.

Zbiér Fatou F funkcji R definiujemy jako zbidr wszystkich z € P takich, ze ciag
R™ jest rodzina normalna w pewnym otoczeniu z. (Normalnosé rodziny funkcji wy-
miernych, a nawet meromorficznych, oznacza dokladnie, ze z kazdego ciagu mozemy
wybraé¢ podciag zbiezny jednostajnie w metryce sferycznej na P.) Dopelnienie
zbioru Fatou J := P\ F to zbiér Julii funkcji R. Oczywscie F jest otwarty,
za$ J jest zwarty. Zbiory te zostaly zdefiniowane niezaleznie przez tych dwdéch
matematykéw w 1918 r.

Udowodnimy teraz podstawowe wtasnosci zbioru Julii.

Propozycja 33.1. J # 0.

Dowdd. Przypusémy, ze J = (). Wtedy {R"} jest rodzina normalna na P, a wiec
istnieje podciag R™ jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji f € O(P,P), czyli do
funkcji wymiernej. Jezeli f jest stala, to dla n odp. duzego R™ nie byloby surjekcja
- sprzecznosé. Jezeli f nie jest stala, to f ma skonczona liczbe zer. Z twierdzenia
Rouchégo (rozpatrujac odp. mate kota o srodkach w tych zerach) tatwo dostaniemy,
ze dla k odp. duzego R™ ma tyle samo zer liczonych z krotnoséciami co f. Oz-
naczaloby to, ze deg R™* jest ograniczony, ale deg R™* = dny, - sprzecznos¢. [

Propozycja 33.2. R-1(J)=J.
Dowdd. Jezeli rodzina {R™} jest normalna na zbiorze otwartym U, to jest réwniez

normalna na zbiorach otwartych R™(U) oraz R(U). Stad oraz z surjektywnosci R
otrzymamy R™(F) = F, a wiec takze R~1(J) = 7. O
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Propozycja 33.3. Zbior Julii odwzorowania RN, N > 1, jest taki sam jak zbior
Julii R.

Dowdd. Jezeli {R™} jest rodzina normalna na pewnym zbiorze otwartym, to jest
oczywiste, ze réwniez { R™V } jest rodzina normalna. Z drugiej strony, jezeli { R"V}
jest normalna i R™* jest ciagiem w { R™}, to, ewentualnie zamieniajac go z podcia-
giem, mozemy zalozy¢, ze ciag RI™ /NN jest jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji
f. Zmajdziemy wtedy No = 0,1,..., N — 1 oraz podciag ny, taki, ze R™ N0 — f,
czyli R — fo RNe, [0

Twierdzenie 33.4. Jezeli J ma niepuste wnetrze, to J = P.

Dowéd. Niech U C J bedzie zbiorem otwartym. Rozwazmy zbiér (J,,~; R"(U).
Z Propozycji 33.2 jest on zawarty w J, natomiast z twierdzenia Montela wynika,
ze jego dopelnienie jest co najwyzej dwuelementowe (bo ciag R™ nie jest rodzina
normalna na U). Z domknietosci J dostaniemy teze. [

Propozycja 33.5. Jezeli R jest wielomianem, to oo ¢ J.

Dowdd. Znajdziemy r > 01 A\ > 1 takie, ze |R(z)| > A|z|, gdy |z| > r, a zatem
|R"(z)| > A"|z|, gdy |z| > rin > 1. Wynika stad, ze P\ K(0,r) Cc F. O

Ponizsze twierdzenie moze byé¢ uzyte do komputerowego wyznaczania zbioru
Julii.
Twierdzenie 33.6. Dla kazdego zy € J zbior |J,,~; R™"(20) jest gesty w J.

Dowdd. Przypusémy, ze nie jest to prawda. Znajdziemy wtedy zbiér otwarty U
taki, ze UNJ # 0 oraz U N, R~ "(20) = 0. Oznacza to, ze zo ¢ |J,,~, R"(U).
Poniewaz {R"} nie jest rodzina normalna na U (bo U N J # 0), to z twierdzenia
Montela zbiér E :=P\J,,~; R"(U) jest co najwyzej dwuelementowy. Mamy wtedy
20 € E i w celu zakoriczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze £ C F.

Jezeli R(z) € E, to R(z) ¢ R™*(U) dla kazdego n, a stad z € E, czyli R~Y(E) C
E. Poniewaz zbiér E jest skoniczony, R|g jest bijekcja F — E. W przypadku, gdy E
jest jednoelementowy, to zmieniajac zmienne w P przy pomocy homografii mozemy
zatozyé, ze E = {oo}. Ale wtedy R™!(c0) = {0}, a wiec R jest wielomianem i
korzystamy z Propozycji 33.5.

Jezeli natomiast E jest dwuelementowy, to znowu zmieniajac zmienne mozemy
zalozy¢, ze E = {0,00}. Wtedy albo R(0) = 0, R(co) = oo albo R(0) = oo,
R(c0) = 0. W pierwszym przypadku R jest postaci Cz¢, a w drugim Cz=¢. W

obydwu E C F ([Gwicsenie|). O

Twierdzenie 33.7. J jest zbiorem doskonalym, tzn. nie zawiera punktow izolo-
wanych.

Dowdd. Niech U bedzie otoczeniem zy € J. Zalézmy najpierw, ze R™(zg) # 2o
dla wszystkich n > 1 (tzn. zp nie jest punktem okresowym). Wybierzmy z; takie,
ze R(z1) = z0. Wtedy z1 € J (Propozycja 33.2) i z Twierdzenia 33.6 znajdziemy
¢ € JNU oraz m > 1 takie, ze R"™({) = 2z1 i ( # 20 (inaczej zy bylby punktem
okresowym).

Niech z kolei R™(zy) = 2o dla pewnego ng > 1 i niech ny bedzie najmniejsza
taka liczba. Jezeli zg byloby jedynym rozwiazaniem réwnania R™(z) = zo, to z
Propozycji 33.3 1 33.5 otrzymaliby$my zo ¢ J (bo po konforemnej zmianie zmien-
nych, tak ze zp = 0o, R™ byloby wielomianem) - sprzecznosé. Niech wiec z5 € J,
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29 # 29, bedzie takie, ze R™(z) = zy. Jezeli teraz R’(zy) = 23 dla pewnego j > 1,
to z okresowosci zachodziloby to dla pewnego j = 1,...,ng9— 1, ale z drugiej strony
20 = R™(z5) = R™%I(2) = R/(z), co przeczy minimalnoéci ng. Postepujemy
teraz tak samo jak poprzednio. [J

Przypuéémy teraz, ze R = P jest wielomianem (stopnia d > 2). Dzieki Propo-
zycji 33.5 wiemy, ze zbiér Julii J jest zwarty w C.

Twierdzenie 33.8. Dla wielomianu P potozmy
K:={z¢€C: ciag P"(z) jest ograniczony}.

Wtedy OK = J oraz K jest wypelnionym zbiorem Julii, tzn. KK = J UU, gdzie U
jest suma sktadowych ograniczonych C\ J.

Dowdd. Niech A\, R beda takie jak w dowodzie Propozycji 33.5. Wtedy

(33.1) C\K=J P ({lz] > r}).

n>1

W szezegélnoscei, K jest zwarty. Zauwazmy, ze 2 € P(K) & 2 € K, tzn. P71(K) =
K. Z kolei P(z) € OK oznacza, ze P(z) € K oraz istnieje ciag wy, € C\ K zbiezny do
z. Np. dzieki otwartosci P jest to réwnowazne istnieniu ciagu zy, € C\ K zbieznego
do z i takiego, ze P(zx,) = wy,. Mamy wiec P~1(0K) = 9K.

Jezeli z € OK, to ciag P™(z) jest ograniczony, ale z (33.1) mamy P™ — oo lokalnie
jednostajnie na C\ K, a wiec na zadnym otoczeniu punktu z ciag P™ nie jest rodzing
normalna, czyli OK C J. Poniewaz C\ K C F, to J C K i, dzieki Propozycji 33.1,
K # 0. Niech zp € OK. Z Twierdzenia 33.6 wynika, ze zbiér |, ~; P~"(20) jest
gesty w J. Zbiér ten jest jednak zawarty w 0K (bo P71(0K) = 0K), a wiec 9K
jest gesty w J. Stad 0K = J.

Mamy oU C K, wiec z zasady maksimum i dzieki temu, ze P(K) C K dostaniemy
U C K. Pokazalidmy, ze OK UU C K i ze U jest suma sktadowych ograniczonych
C\ OK. Poniewaz skltadowa nieograniczona C\ 9K nie ma punktéw wspdlnych z IC,
mamy OK UU =K. O

Przyktady. i) Dla P(z) = 22 mamy J = 0A.

ii) Niech P(z) = 22 — 2. Mozna pokazaé , ze funkcja f(¢) =¢+1/¢
odwzorowuje konforemnie obszar {|¢| > 1} na C\ [-2,2]. Mamy takze (f 1o Po
£)(¢) = ¢%. Wynika stad, ze P* — oo na C\ [-2,2]. Z drugiej strony P([-2,2]) C
[—2,2], a wiec z Twierdzenia 33.8 J = K = [-2,2].

W ogélnym przypadku jednak dynamika wielomianu kwadratowego P.(z) :=
22 + ¢, ¢ € C, jest bardzo skomplikowana i zbiory Julii J. wielomianu P. maja
zwykle strukture fraktali. Zbiér Mandelbrota (Brook, Matelski, 1978, Mandelbrot,
1980) M to zbidr tych ¢ € C, dla ktérych ciag P*(0) jest ograniczony.

Pokaza¢ nastepujace wlasnosci zbioru Mandelbrota
i) [P2O)] > [el(e| = 1)*" 7, e =2, n>1;
ii) M C K(0,2);
iii) M = (){ce C:[Pr(0)| <2}
n>1

iv) MR = [-2,1/4].
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Mozna udowodnié¢ (zob. np. [3]), ze M jest spéjny i jednospdjny, ale otwartym
problemem pozostaje lokalna spéjnosé¢ M. Mozna takze pokazac, ze jezeli ¢ € M,
to J. jest spdjny, natomiast dla ¢ ¢ M zbiér J. jest calkowicie niespdjny (tzn.
wszystkie skladowe spdjne 7. sa jednopunktowe).
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