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Wstep

Zespolone rownanie Monge’a-Ampére’a zaczelo by¢ intensywnie ba-
dane w latach siedemdziesiatych. Najstynniejszym wynikiem jest twier-
dzenie Yau [Y], ktore byto w istocie rozwiazaniem tego réwnania na
zwartych rozmaitosciach kidhlerowskich. Dato ono pozytywna odpo-
wiedZ na wazne hipotezy w geometrii zespolonej, postawione w latach
piec¢dziesiatych przez Calabiego, i bylo jedng z gtéwnych przyczyn przy-
znania Yau medalu Fieldsa w 1982 r.

Powodem, dla ktorego zespolony operator Monge’a-Ampére’a jest
bardzo przydatny w geometrii jest fakt, ze krzywizna Ricciego rozma-
itosci kihlerowskich wyraza sie przy jego pomocy. W zwiazku z tym np.
znalezienie metryki zupetnej Kéhlera-Einsteina (co jest rowniez cze-
sto wazne dla fizykow) sprowadza sie do rozwiazania odpowiedniego
rownania Monge’a-Ampére’a. Réwnanie to ma takze zwiazki z jadrem
Bergmana, badane w pracy Feffermana [F| (zob. takze [C-Y]).

Jeszcze przed praca Yau ukazal sie artykul Bedforda i Taylora
[B-T1], w ktorym pokazali oni istnienie ciaglych rozwigzan problemu
Dirichleta dla zespolonego réwnania Monge’a-Ampére’a w obszarach
Scisle pseudowypuktych w C". Okazalo sie to fundamentalnym rezulta-
tem pozwalajacym na rozwdj teorii pluripotencjatu, ktorej najwazniej-
sze rezultaty zostaly udowodnione przez tych samych autoréw w pracy
|B-T2|. Operator Monge’a-Ampére’a pelni w tej teorii podobna role
jak laplasian w teorii potencjahu.

Z punktu widzenia rownan rozniczkowych czastkowych bardzo wa-
7zna pracg w teorii zespolonego rownania Monge’a-Ampére’a byl ar-
tykut |C-K-N-S|, gdzie autorzy wykazali istnienie gladkich rozwia-
zan problemu Dirichleta w obszarach $cisle pseudowypuktych w C".
Wezesniej analogiczny rezultat dla rzeczywistego réwnania Monge’a-
Ampére’a udowodniono w pracy [C-N-S| (podobne rezultaty zostaly
tez wykazane niezaleznie przez Krylowa). Zaréwno w pracy Yau [Y], jak
i [C-K-N-S] (oraz [C-N-S|) sposobem konstruowania rozwigzan jest
metoda cigglosci, ktora sprowadza cale zagadnienie do udowodnienia
odpowiednich oszacowan a priori.



Rzeczywiste rownanie Monge’a-Ampeére’a jest rowniez wykorzysty-
wane w geometrii, jednak nie do badania krzywizny Ricciego, tak wiec
z geometrycznego punktu widzenia przypadek rzeczywisty i zespolony
sa dos¢ rézne. Z kolei z punktu widzenia réwnan rézniczkowych metody
stosowane w przypadku rzeczywistym i zespolonym sa czesto podobne.
7 drugiej strony bardzo czesto zdarza sie jednak, ze przypadek ze-
spolony jest znacznie trudniejszy niz rzeczywisty. Celem tej pracy jest
udowodnienie pewnych rezultatow dotyczacych regularnosci rozwiazan
rOwnania zespolonego, ktore znane sa juz w przypadku rzeczywistym,
jednak odpowiednich metod z przypadku rzeczywistego nie da sie bez-
posrednio zastosowa¢ w przypadku zespolonym.

Guan, Trudinger i Wang w pracy |G-T-W| udowodnili optymalna
regularno$¢ zdegenerowanego rzeczywistego rownania Monge’a-Ampére’a.
W rozdziale 2 wykazano czeSciowy analogiczny rezultat w przypadku
zespolonym, w przypadku, gdy wartosci brzegowe znikaja. Pokazano
jednak w szczegolnosci, podobnie jak w [G-T-W]| dla przypadku rze-
czywistego, optymalnos¢é wyktadnika 1/(n — 1).

W rozdziale 3 udowodniono gladkosé (C'™°) rozwiazan pewnego ze-
spolonego rownania Monge’a-Ampére’a, bedacego uogoélnieniem rdw-
nania badanego w pracy Chenga i Yau |C-Y], przy nieskoficzonym wa-
runku brzegowym. W pracy doktorskiej Ivarssona [I1] (zob. takze [12])
pokazano, ze takie rozwigzania spelniaja lokalnie warunek Lipschitza.

Na poczatku ustalimy pewne podstawowe oznaczenia i definicje. Po-
tem w preliminariach zaprezentujemy niektore twierdzenia dotyczace
teorii operatora i réwnania Monge’a-Ampére’a, najpierw w przypadku
lokalnym, to znaczy na obszarach w C", a potem w przypadku rozma-
itosci kahlerowskich. Nastepnie przedstawimy teorie rownania Monge’a-
Ampére’a w przypadku zdegenerowanym, oraz dalej z nieskoriczonym
warunkiem brzegowym, co bezposrednio wprowadzi nas w tematyke
drugiego i trzeciego rozdzialu, w ktorych znajduja sie wyniki wtasne
autora. Na konicu preliminariow podamy pewne twierdzenia, ktore beda
dla nas przydatne w dalszej czesci pracy.

Oczywiscie w tym doktoracie zostanie pokazana tylko mata czes¢
teorii operatora Monge’a-Ampére’a i jego zastosowan. Jest wiele do-
brych opracowan na ten temat, na przyktad [B6|, [D1, D2|, [K] i [K2].
Dobra ksiazka dotyczaca rozmaitosci kdhlerowskich jest [T, dotyczy
ich tez |B7| (raczej z punktu widzenia rownania Monge’a-Ampére’a niz
geometrii), gdzie zostaly zaprezentowane dwie wersje dowodu (najtrud-
niejszego) oszacowania rozwiazania w normie L, pierwsza klasyczna
metoda Yau (uproszczona przez innych) a druga metoda Kotodzieja.
Godna polecenia ksiazka o rownaniach eliptycznych jest [G-T]. W [M]



znajduje sie bogata bibliografia o réwnaniach eliptycznych w kontekscie
warunku brzegowego +o0.
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Podstawowe oznaczenia i definicje

Podamy tu niektore podstawowe oznaczenia i definicje wykorzy-
stywane dalej w pracy. W naturalny sposob utozsamiamy R?" z C" i
piszemy (z1,...,%9,) = (21,...,2,) gdzie xor_1 = Rezy 1 x9, = Imzy
dla £ =1,...,n. Oznaczamy takze

2| = \/\zl|2 + ...+ |z,)2 dla z € C".

lz| = /a3 + ...+ a2, dlaz € R™.

Pochodne czastkowe bedziemy standardowo oznaczali poprzez dolne
indeksy np.:
du 0%u Pu
a —Upy, 5= T Upgy o o o
0z 02,07, 0x1,07,07%),
Roézniczkowanie funkcji u w kierunku wektora X bedziemy oznaczali
przez Xu lub uyx. Czesto bedziemy uzywali operatora
2
02,0z,

gdzie (uP?) jest macierzg odwrotng do (u,g).Przez dL bedziemy ozna-
cza¢ miare Lebesgue’a (z kontekstu bedzie wiadomo ilu wymiarowa).Stosujemy
rowniez standardowe oznaczenia na kule jednostkowa

B:Bn:{ZECnI’Z|<1}_
Dla zbioru otwartego 2 C R™ i funkcji f € C’f(Q) niech
DPf(z) — D f(y
Ifllera@ =Y. sup|D7fl+ > sup | (x) ()|

S [0
o<lBl<k @ |Bl=k ©YEL |z —y|

= Ugy4;p 16P-

L=1L,=u"

)

dlak=0,1,2...1ia € (0,1]. Natomiast (ogdlniej) dla zbioru zwartego
K C 2 definiujemy

[ flleroci) = nf{]| flleraq) : U otwarty, K C U C Q},
dlak=0,1,2...1« € (0,1]. Wtedy
Ch(Q) = {f e M NCQ) : [ fllekaay < +oo},
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CH () = {f € C*() : | flleraqm) < +oo, dla U € Q},
natomiast C*°(Q2) = C*¥(€2). Mowimy, ze funkcja u jest prawie C' na
2 jesli u € C(Q2) oraz

sup Au < +00.
0

Teraz przypomnimy definicje przestrzeni Sobolewa. Dla £k =0,1,2...1
p > 1 (oraz Q) jak wyzej) niech

WHEP(Q) = {u: Du € LP(Q), dla |a| < &},
WEP(Q) = {u: D% € L} (Q), dla |a| < k}.

Jesli bedziemy pisac¢, ze stata C' zalezy od perwnych wielkosci, na
przyktad diamQ i || f]|c11(q) to oznacza to, ze zalezy od oszacowan gor-
nych na te wielkosci. W szczegolnosci jesli je zmniejszymy (na przyktad
wezmiemy zbior 2 o mniejszej Srednicy) to stala C' dalej mozemy wziaé
taka sama.



ROZDZIAL 1

Preliminaria

1.1. Podstawowe fakty z teorii operatora Monge’a-Ampére’a

Niech 2 C C™ bedzie zbiorem otwartym. Funkcje u :  — [—00, +00)
nazywamy plurisubharmoniczng jezeli:

1) jest polciagta z gory,

2) nie jest rowna tozsamosciowo —oo na zadnej sktadowej spojne;
zbioru €2,

3) dla kazdych a, b € C" funkcja

{fAeC:da+beQ} 35 A— u(la+b) € [—o0, +00)

jest subharmoniczna lub réwna tozsamosciowo —oo.

Funkcje plurisubharmoniczne wprowadzili niezaleznie Oka [O] oraz
Lelong [L|. Zbior funkcji plurisubharmonicznych na € oznaczamy przez
PSH(S?). Funkcje u nazywamy plurisuperharmoniczna jezeli funkcja
—u jest plurisubharmoniczna. Podstawowe wtasnosci funkcji plurisub-
harmonicznych mozna znalez¢ na przyktad w [B6] lub [K]|. Szuka¢ be-
dziemy takich rozwiazan réwnania Monge’a-Ampére’a, ktore sg funk-
cjami plurisubharmonicznymi.

Funkcje u € PSH() nazywamy Scisle plurisubharmoniczna, je-
sli dla kazdego zbioru otwartego D & (2 istnieje ¢ > 0 takie, ze
u — €|z|* € PSH(D). Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja u € C*(Q)
jest $cisle plurisubharmoniczna wtedy i tylko wtedy gdy wartosci wta-
sne zespolonej macierzy Hessego (u,;) sa wieksze od zera.

Ograniczony obszar ) C C" nazywamy Scisle pseudowypuktym
klasy C* gdzie k = 00,2,3,... (odpowiednio klasy C*® gdzie (k,a) =
(1,1) lub £ =2,3,... a a € [0,1]), jesli istnieje cisle plurisubharmo-
niczna funkcja p klasy C* (odpowiednio klasy C*) okreslona w otocze-
niu Q, ktorej gradient nie znika na 9Q i taka, ze Q = {p < 0} (wtedy
p nazywamy funkcja definiujacg dla ).

Funkcje u € PSH(2) nazywamy maksymalna jesli dla kazdej funk-
cji v € PSH(Q) takiej, ze u > v poza pewnym zwartym podzbiorem
Q2 mamy u > v na Q. W swojej pracy [BR] z lat pie¢dziesiatych dwu-
dziestego wieku Bremermann pokazal, ze jesli 2 jest écisle pseudowy-
puktym obszarem klasy C?, to dla dowolnej funkcji ¢ € C(99) istnieje
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funkcja u € PSH()) maksymalna w € taka, ze
lim u(z) = ¢(20)

z—20

dla zy € 0f). Funkcje te zdefiniowal jako supremum po funkcjach plu-
risubharmonicznych ktérych gérna granica na brzegu jest mniejsza lub
rowna . Pokazal réwniez, ze maksymalna funkcja u klasy C? spehia
rownanie det(u,;) = 0. W latach szes¢dziesiatych Walsh (zobacz [W])
pokazal, ze funkcja zdefiniowana przez Bremermanna jest ciagla.
Przetomowe w teorii zespolonego operatora Monge’a-Ampére’a byty
wyniki Bedforda i Taylora z lat siedemdziesigtych i osiemdziesiatych.
W |B-T2| korzystajac z teorii pradéow dodatnich zdefiniowali go dla
dowolnej lokalnie ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej u jako re-
gularna miare borelowska oznaczana przez (dd°u)”, przy czym jesli u
jest klasy C? albo przynajmniej W2, to
(1.1) (dd°u)™ = 2*"n! det(upg)dL
(jest to wtedy zwykla n-ta potega zewnetrzna (1, 1) formy ddu, gdzie
d® =i(0 — 0)). Zachodzi tez nastepujace
TWIERDZENIE 1.1 (|[B-T2]). Niech u, uy, us,... € PSHNLZ.(Q),

loc
ciqg uy jest monotoniczny oraz zmierza prawie wszedzie do u. Wiedy

(dd®uy)™ zmierza stabo do (dd°u)™.

Niech  bedzie écisle pseudowypuktym obszarem klasy C't, f € C(Q)
jest funkcja nieujemng i ¢ € C(0N2). Rozwazmy nastepujacy problem
Dirichleta

w e PSH(Q)NCQ)
(1.2) (ddu)" — fdL w O
ulag = .

Zwroémy uwage, ze jezeli u € W2 (Q) to réwnanie
(dd°u)™ = fdL

jest rownowazne rOwnaniu

det(uyg) = n!22”f
i w takiej formie bedziemy je czasami zapisywac.
W ponizszym twierdzeniu sa zebrane trzy wazne wyniki z [B-T1].!

'W [B-T1] w zalozeniach twierdzeri wystepowata klasa C? w miejsce C1'! ale
(na przyktad z punktu widzenia dowodu) nie jest to istotna réznica. Klasa C1+! jest
jednak optymalna i gdyby$my ja zamienili na C* dla jakiego$ o < 1 to twierdzenie
przestatoby by¢ prawdziwe.



TWIERDZENIE 1.2. Przy powyzszych zatozeniach mamy
(1) Istnieje doktadnie jedno rozwigzanie u problemu (1.2);
(ii) Jesli p € CH(Q) oraz f1/™ € COY(Q), to u € COH(Q);
(iii) Jesli Q = B oraz @, fY/™ € CY1(Q), to u € CV1(Q).

Dla funkcji u € PSHN L52.(2) mozna dowiesé (zobacz na przyktad
|B6]), ze jest maksymalna wtedy i tylko wtedy gdy (dd“u)™ = 0. Wi-
dzimy wiec, ze funkcja skonstruowana przez Bremermanna jest rozwia-
zaniem problemu (1.2) dla f = 0, a punkt (i) powyzszego twierdzenia
jest uogodlnieniem wspomnianego wyniku Walsha.

Waznym twierdzeniem, z ktérego miedzy innymi natychmiast wy-
nika jedynos¢ rozwiazania problemu (1.2) jest zasada poréwnawcza

TWIERDZENIE 1.3 (|B-T2]|). Niech Q C C" bedzie obszarem ogra-
niczonym oraz u,v € PSH N L2.(QY). Wtedy jesli

loc
limsup(v(z) —u(z)) <0 i (dd“u)" < (ddv)",
z—08)
to
v<u wd.

Bedziemy réwniez korzystali z zasady poréwnawczej w ponizszej
formie ktora jest troche ogoélniejsza, ale prosto wynika z powyzszej.

TWIERDZENIE 1.4. Niech Q@ C C" bedzie obszarem ograniczonym
oraz u,v € PSH NC(QN). Niech f € C(Q x R) bedzie takg funkcjq
nieujemnq, ze dla kazdego z € Q, funkcja (f(z,-)) jest niemalejeca.
Wiedy jesli

limsup(v(z) — u(z)) <0,

z—00
(dd°u)" < f(-,u)dL oraz f(-,v)dL < (ddv)"
to
v<u na (.

Bardzo istotna praca dotyczaca regularnosci rozwigzan réwnania
Monge’a-Ampére’a jest [C-K-N-S|. Bedziemy korzystali z technik tam
uzytych oraz z nastepujacego fundamentalnego twierdzenia

TWIERDZENIE 1.5. Niech (2 bedzie Scisle pseudowypuktym obszarem
Klasy C*®. Niech f € C®(Q x R) bedzie takg funkcjg dodatniq, Ze dla
kazdego z € Q funkcja (f(z,-)) jest nieujemna. Niech ¢ € C>®(02).
Wtedy istnieje jedyne rozwigzanie problemu

u € PSH(Q) NC>(Q)
(1.3) det(upg) = f(-,u) w
ulo = .
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1.2. Réwnanie Monge’a-Ampére’a na zwartych
rozmaito$ciach kihlerowskich

Niech M bedzie (gtadka) rozmaitoscia zespolona, a w gtadka (1,1)-
forma na M. Pare (M,w) nazywamy rozmaitoscia kahlerowska jesli w
jest dodatnio okreslong rzeczywista forma zamknieta (to znaczy w > 0
jest rzeczywista 2-forma i dw = 0). W lokalnym uktadzie wspolrzednych
mozna zapisaé

i
w= 2> gpgdzp N dz,.
2 p,q
Forme w taka jak wyzej nazywamy formg kihlerowska. Jest z nig sto-

warzyszona metryka h dana wzorem

h=> gpgdz, ® dzy, *
p,q
ktora nazywamy metryka kidhlerowska. Lokalnie istnieje gladka §cisle
plurisubharmoniczna funkcja g taka, ze w = dd°g. Wtedy w lokalnym
ukladzie wspolrzednych mamy g, = %.
Krzywizna Ricciego to (1, 1)-forma dana wzorem

Ric,, = —ddlog(det(gyg))-
Forme kihlerowska w nazywamy forma Kéahlera-FEinsteina jesli
Ric, = lw

dla pewnej stalej A € R. Wtedy stowarzyszona z nia metryke rowniez
nazywamy metryka Kéhlera-Finsteina.

Zalozmy dalej, ze rozmaitos¢ M jest zwarta. W tym przypadku na
M nie ma niestatych funkcji plurisubharmonicznych. Rozpatruje sie
wiec rownanie Monge’a-Ampére’a w troche innej postaci, a mianowicie

(1.4) (w+dd°p)" = fu",

gdzie f jest funkcja nieujemny, przy czym szukamy funkcji ¢ spelniaja-
cej nier6wnosé w+dd¢p > 0? (czyli takich, ze lokalnie g+ ¢ jest funkcja
plurisubharmoniczna). Dzieki teorii Bedforda i Taylora funkcja ¢ moze
2To znaczy h(a%p, ()%q) = h(a%p, a%q) = 0 oraz h(a%p, 8%(1) = Gpg-

3Przypomnijmy potrzebna tu definicje. Jezeli funkcja ¢ € LY(M), to dd®p
jest (1,1)-pradem czyli (1,1)-forma o wspolcaynnikach bedacych dystrybucjami,
doktadniej lokalnie mozemy napisaé¢ dd®p = 2i Zp,q ©pgdzp N dZg Przy czym po-
chodne bierzemy w sensie dystrybucyjunym. Wtedy w + dd®p jest rowniez (1,1)-
pradem (lokalnie rownym dd¢(p + ¢)). Moéwimy, ze prad T lokalnie dany wzorem
T=2% Zp,q Tpgdz, A dzg jest pradem nieujemnym i piszemy T > 0, jezeli mamy
(Tpg) > 0 (w slabym sensie). Wtedy T)pg sa dystrybucjami rzedu 0, czyli miarami
zespolonymi.
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by¢ niegtadka, wystarczy, ze jest ograniczona i potciagta z gory. Z twier-
dzenia Stokesa wynika, ze jesli istnieje rozwiazanie rownania (1.4), to
f spelnia warunek

(1.5) z‘w fw" = /M w".

W latach siedemdziesiatych Yau w swojej stynnej pracy [Y] pokazal
nastepujgce

TWIERDZENIE 1.6. Niech f € C*°(M) bedzie dodalniq funkcjq spet-
niajgcq warunek konieczny (1.5). Wiedy istnieje funkcja ¢ € C*(M)
taka, ze w + dd°p > 0, bedgca rozwigzaniem réwnania (1.4).

Pierwszg klasa Cherna nazywamy nastepujacy zbior
c1(M) = {Ric, +ddn:neC*(M)}.

Mimo takiej definicji nie zalezy ona od wyboru formy kihlerowskiej na
M to znaczy jesli @ jest forma kihlerowska na M to istnieje n € C>°(M)
taka, ze Ric; = Ric, + ddn.

W latach sze$¢dziesiatych Calabi postawil nastepujaca hipoteze:
Dla kazdego R € ¢;(M) istnieje metryka @, kohomologiczna z w, taka,
ze Ric; = R. Yau w wyzej wymienionej pracy pokazal, ze jest praw-
dziwa i wynika natychmiast z twierdzenia 1.6 zastosowanego do funkcji
f = e "¢ gdzie R = Ric, + ddn a c jest tak dobrana stala, zeby byt
spelniony warunek (1.5). Istotnie, potézmy w = w + dd°p gdzie ¢ jest
rozwiazaniem (1.4). Wtedy

Ricg = —dd*(log det(gpg + ¢pg)) = —dd°(—n + ¢ + log det(gp7)) = R.

Wazny w geometrii zwartych rozmaitosci kiihlerowskich jest rowniez
problem istnienia formy Kéihlera-Einsteina. Jesli taka forma istnieje,
to musi by¢ spelniony jeden z nastepujacych warunkow: ¢ (M) < 0,
c1(M) =01lub ¢;(M) > 0 (czyli istnieje element z ¢; (M) taki, ze odpo-
wiednio jest ujemnie okreslony, zerowy lub dodatnio okreslony). Jesli
jeden z powyzszych koniecznych warunkéw jest spelniony to istnieja
A € R oraz forma kihlerowska w, takie, ze A\w € ¢;(M) a wiec Ric, =
Aw + dd°n dla pewnego n € C*°(M). Wtedy jesli @ jest forma Kéhlera-
Einsteina to (po ewentualnym przemnozeniu przez stala dodatnia) mo-
zemy przyjaé, ze Ric; = Mo oraz @ = w + dd°p dla pewnego ¢ €
C>*(M). Rozpisujac przedostatnia réwnosé dostajemy —dd®(log det(gyz+
0pg) — logdet(gy;) — 1+ Ap) = 0. To oznacza, ze funkcja log det(g,; +
©pg) —log det(gpg) —n+ Mg jako funkeja plurisubharmoniczna jest stala,
czyli o spelnia nastepujace réwnanie Monge’a-Ampére’a

(1.6) det(gpg + ¥pg) = e—rete det(gpg)-
12



Odwrotnie, istnienie rozwigzania powyzszego rownania latwo daje
nam forme Kéahlera-Einsteina. SprowadziliSmy wiec problem istnienia
takiej formy do problemu istnienia rozwiazania rownania (1.6). Gdy
c1(M) = 0 to A = 0 i rozwiazanie istnieje dzieki twierdzeniu 1.6. W
przypadku ¢;(M) < 0 mamy A < 0 i istnienie rozwiazania réwnania
(1.6) zostalo pokazane w pracach [A] i [Y]. Przypadek c¢;(M) > 0
nie zostal jeszcze do konca zbadany. Wiadomo, ze na niektorych roz-
maitosciach z pierwsza klasa Cherna dodatnig istnieje forma Kéhlera-
Einsteina, a na niektorych nie (zobacz na przyktad [T)).

W latach dziewiecdziesigtych Kolodziej pokazal odpowiednik Twier-
dzenia 1.2 (i) dla rozmaitosci kihlerowskiej.!

TWIERDZENIE 1.7 (|[K1]). Niech f € C(M) bedzie nieujemng funk-
cja spetniajgeq warunek konieczny (1.5). Wtedy na M istnieje funkcja
ciggta ¢ spetniajgca warunek w+dd°p > 0 1 bedgca rozwigzaniem row-
nania (1.4).

Blocki wykazal w [B5], ze lokalnie ograniczone rozwiazanie rowna-
nia (1.4) jest zawsze jedyne z doktadnoscia do stalej (to znaczy dwa
lokalnie ograniczone rozwiazania roznia sie o stala).

1.3. Przypadek zdegenerowany

Rownanie (dd“u)™ = fdL nazywamy zdegenerowanym jesli dopusz-
czamy zerowanie sie funkcji f. Rozpatrzmy nastepujacy przyktad po-
dany przez Gamelina i Sibony’ego

Przyktad 1.8 (|G-S]).

Niech z = (21,2') € Cx C" 1, Q= B, ¢(z) = (|za]* = 2)* = (]¢']*— 3)?
dla z € 0B, f = 0 oraz u = (max{0, |z |> — %, || — 3})? dla z € B.
Wtedy u jest rozwigzaniem klasy C*'(B) problemu (1.2), ale nie jest
klasy C? w B mimo, ze B, f i ¢ sg bardzo gladkie.

Dowdd: Poniewaz u jest funkcja maksymalna, wiec jest rozwiaza-
niem problemu (1.2). Gladko$¢ u psuje si¢ na zbiorze

1 1
{l1]* = 5 =0ty {I1* - 5 =0k

To ze u jest klasy C*! tatwo wida¢ (a takze wynikaé to bedzie z na-
stepnego twierdzenia). [J

4Kolodziej pokazal to réwniez w przypadku gdy f € LP(M) dla pewnego p > 0
(zamiast f € C(M)).
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Widzimy zatem, ze w przypadku zdegenerowanego rownania Monge’a-
Ampére’a raczej nie uzyskamy wyzszej regularnosci niz Ch'. ° Najsil-
niejsze twierdzenie o takiej regularnosci udowodnit Krylov

TWIERDZENIE 1.9 ([KR1, KR2|). Niech Q C C" bedzie Scisle
pseudowypuktym obszarem klasy C*', ¢ € C¥1(Q) oraz f1/™ € CH1(Q).

Wtedy istnieje u € CH1(Q) bedgce rozwigzaniem problemu (1.2).

Zalozenie o ¢ jest tu silniejsze niz w twierdzeniu 1.2(iii), ale tez do-
stajemy co$ wiecej czyli globalne oszacowanie dla drugich pochodnych
rozwigzania. Pokazemy teraz, ze zalozenia o (i () s optymalne.

Ustalmy o < 1. Dla z € C" niech z = (z1,2') € R x R*1,
Q={zeC": (1-—n)*+ 2 <1}, u= P2 o = ulgq oraz
f = det(u,z). Wtedy poniewaz u zalezy tylko od x1, wiec f = 0. Funk-
cja @ jest gladka poza zerem, a w otoczeniu zera na brzegu () mamy

||

N

Stad ¢ € CH®, ale u nie jest oczywiscie klasy CY! na €. Czyli zalozenie
0 ¢ w powyzszym twierdzeniu jest optymalne.

Niech teraz u(z) = 37 jesli x; = >+ 37 i t > 0 (znowu funkcja u
rzalezy tylko od x1). Niech Q@ C C" bedzie takim $cisle pseudowypuktym
obszarem o brzegu klasy C* poza zerem, ze dla pewnego otoczenia
zera U,

p(2) = u( ') < Ol

NNU ={zcC":ay = |2+ |2P}nU
oraz
QN {x, =0} = {0}.

Niech ¢ i f beda zdefiniowane jak wyzej. Wtedy znowu f = 0, na-
tomiast na zbiorze U ¢ = x; — |2'|?, wiec rozszerza si¢ do funkcji
gltadkiej w C" i Q jest klasy C>®. Poniewaz istnieje stala C taka, ze
Clzi™ < u(z) < Cx1t* dla z € €, wiec u nie moze mieé¢ ograniczo-
nych drugich pochodnych.

Ostatni przyktad jest moze troche sztuczny, bo zazwyczaj zaktada
sie co najwyzej taka regularno$¢ warunku brzegowego co brzegu (ale
jak pokazuje powyzszy przyklad, to ze ¢ € C*1(Q) nie implikuje, ze Q
jest $cisle pseudowypukly klasy C31).

SRowniez ¢ = 0 i gladkie Q i f nie wystarczaja zeby dosta¢ u € C2(), zobacz
[B-F|.
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Mozna wiec zadaé¢ pytanie o optymalno$é zatozen o funkcji f, w
szczegblnoscei o to, czy wyktadnik % jest optymalny. W przypadku rze-
czywistego rownania Monge’a-Ampére’a® Krylov rowniez udowodnit re-
zultat analogiczny do Twierdzenia 1.9, jednak Guan w swojej pracy

1

|G| uzyskal pewne wyniki dla wyktadnika — i ostatecznie twierdze-

nie Krylowa zostato poprawione przez Guana, Trudingera i Wanga do
nastepujacego

TWIERDZENIE 1.10 (|G-T-W]). Niech Q € R" bedzie obszarem
scisle wypuktym klasy C>', ¢ € C>1(Q) oraz fY/("=D € CV1(Q). Wtedy
rozwigzanie problemu

u € C(Q) jest funkcjq wypukty

(1.7) det(z20-) = f w Q

u|aQ = @.

istnieje i jest klasy C11(Q).

Przypomnijmy, ze € jest obszarem $cile wypuklym klasy C3! jesli
istnieje $cisle wypukta (to znaczy wartosci wlasne rzeczywistej macie-
rzy Hessego sa dodatnie) funkcja p klasy C*! okreglona na otoczeniu
taka, ze jej gradient nie znika na 0% oraz Q2 = {p < 0}.

Dowod powyzszego twierdzenia w cytowanej pracy ma drobng luke
zauwazong przez Blockiego, to znaczy nie musi by¢ prawdziwa wielo-
krotnie uzywana tam nier6wnosé

(1.8) |7 (fYO < o,

Ale dowdd mozna poprawi¢, w szczegblnosci niewykorzystujacy powyz-
szej nierownosci dowod Lematu 2.1 (oczywiscie z [G-T-W]) znajduje
sie w |G|, dowod Lematu 2.2 podal Blocki [B8|, a w pozostatych przy-
padkach wystarczy stosowaé powyzsza nieréwnos$é¢ dla pochodnych w
kierunkach stycznych do brzegu. Jej prawdziwos¢ w tym wypadku wy-
nika z nastepujacego elementarnego lematu

LEMAT 1.11. Niech Q0 C R" bedzie ograniczonym obszarem o glad-
kim brzegu, Q C R" bedzie takim obszarem, ze Q C Q, & : Q0 — R"
bedzie (gtadkim) polem wektorowym takim, zZe dla x € 09, £(x) jest
wektorem stycznym do OS), oraz niech g € C®(Q) bedzie funkcjg nie-
ujemnq. Wtedy istnieje stata C' zalezna tylko od ||gllc1a(q) @ od [[€]|co.(q)
taka, ze

lge| < C'\/g na Q.

6Zobacz na przyklad w [GU] definicje i wlasnodci rzeczywistego operatora
Monge’a-Ampére’a.
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Dowodd: Mozemy zatozy¢, ze & ma nosnik zwarty a wiec indukuje
globalny potok ¢ : R x Q — € taki, ze ¢(R x Q) = Q. Niech ¢, (t) :=
o(t,x) dla z € Q (wtedy ¢, = £ o ¢,). Istnieje stala C (zalezna tylko
od [lgllcri(q) i od [|€]lcoray), taka, ze

(g0 ¢2)'(0) = (g © ¢)(th)| < C|h]
dlah€R, t€[0,1]ix € Q. Wynika stad, ze
0 < min{g o ¢,(=h),g o ¢.(h)} < g(z) — [Bl(|ge] — C|h]).
Podstawiajac h = 25 dostajemy
_ %
AC"

co daje nam nierowno$¢ z Lematu dla C' = 2V C. O

Wyktadnik ﬁ w Twierdzeniu 1.10 jest optymalny co pokazuje
przyklad z pracy Wanga [WA|. Wydaje sie wiec, ze takze w przypadku
zespolonym optymalny wyktadnik w Twierdzeniu 1.9 to (n%l Przyktad

0 <g(2)

2.12 (jest to adaptacja wspomnianego wyzej przyktadu Wanga) pokaze,
ze nie moze on by¢ wiekszy. Rowniez w przypadku zespolonym wyktad-
nik ten nie moze by¢ wickszy od ﬁ co pokaze przy (jest to adaptacja
przykladu Wanga do sytuacji zespolonej).

Pelny odpowiednik Twierdzenia 1.10 w przypadku zespolonym po-
zostaje nadal problemem otwartym. Rozdziat 2 zawiera pewne wyniki
czesciowe dotyczace tego problemu. Najwazniejszy (Twierdzenie 2.1) to
taki, ze jesli ) jest obszarem $cisle pseudowypuklym klasy C%!, o = 0,
i/ e COYQ) oraz /1) € CLH(Q) to jedyne rozwigzanie u problemu
(1.2) jest prawie C*! na (.

Podobna sytuacja zachodzi dla réwnania Monge’a-Ampére’a na zwar-
tych rozmaitos$ciach kihlerowskich. Blocki udowodnil nastepujace

TWIERDZENIE 1.12 (|B3|). Niech (M,w) bedzie zwartq rozmaito-
Sciq kdhlerowskq i niech f bedzie takq funkcjg nieujemng na M spetnia-
jacqg warunek (1.5), ze f1/"=Y ¢ CYY(M). Wtedy istnieje ¢ rozwigzanie
réwnania (1.4) ktére jest prawie C' na M.

Przyktad 2.13 pokazuje, ze i w tym wypadku wyktadnika ﬁ nie
da si¢ poprawic.
1.4. Przypadek wartosci brzegowych réwnych +oo

Pierwszym ktory rozpatrywal rownanie eliptyczne z warunkiem brze-
gowym nieskonczonym byt Bieberbach. W pracy [B| z 1916 roku roz-
wazal on problem
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(1.9)

Au=e"w
lim, .., u(z) = 400 dla kazdego z, € 012,

gdzie Q jest ograniczonym podzbiorem C. Cheng i Yau [C-Y] na po-
czagtku lat osiemdziesigtych rozwazali nastepujacy problem

(1.10) { det(uyg)

=geft w Q
lim, ., u(z) =

+oo dla kazdego zg € 011,
gdzie Q jest $cidle pseudowypukltym obszarem klasy C*®, g € C=(Q)

1 K > 0 jest stala. Jest to uogodlnienie na wiele zmiennych problemu
Bieberbacha. Przy tych zatozeniach pokazali

TWIERDZENIE 1.13. Istnieje doktadnie jedna funkcja plurisubhar-
miniczna u € C*(Q) bedgca rozwigzaniem problemu (1.10).

Zobaczmy, ze powyzsze twierdzenie natychmiast daje nam zupeina
metryke Kéhlera-Einsteina na 2. Niech w = ddu, gdzie u jest rozwia-
zaniem problemu (1.10) przy g = 1. Wtedy

Ric,, = —dd(log det(uy;)) = —dd(Ku) = —Kw.

Zupelnos$¢ metryki stowarzyszonej z w wynika z tego, ze u jest rowne
+00 na brzegu €. Mok i Yau [M-Y]| pokazali, ze zupelna metryka
Kéhlera-Einsteina istnieje na 2 € C" wtedy i tylko wtedy, gdy 2 jest
obszarem pseudowypuktym.’

Z punktu widzenia réwnan rézniczkowych ciekawe wydaje sie rozwa-
zanie ogoélniejszego problemu niz rozwazali Cheng i Yau, a mianowicie

(1.11) (dd°u)" = f(u)dL w Q
' lim, .., u(z) = +oo dla kazdego zy € 012,

gdzie f jest nieujemng i gltadka funkcja spetniajaca pewne dodatkowe
warunki. Taki problem byt rozwazany w doktoracie Ivarssona [I1]| z
ktorego pochodza ponizsze wyniki.

Niech f € C*(R) bedzie dodatnia funkcja rosnaca spelniajaca wa-
runek

o0 dt
gdzie F(z) = [y f(t)dt i niech g € C>®() bedzie funkcja dodatnia.

7Przypomnijmy, ze obszar ) € C" nazywamy pseudowypuklym jezeli istnieje
funkcja u € PSH N C(N) taka, ze lim,_,,, u(z) = +oo dla kazdego zo € OS.

17



TWIERDZENIE 1.14 (|11, I-M]). Przy powyzszych zatozeniach jesli
Q= Big(z) zalezy tylko od |z|, to istnieje funkcja u € PSHNC™(B)
bedgca rozwigzaniem problemu ( 1.11) taka, zZe u(z) zalezy tylko od |z|.

TWIERDZENIE 1.15 (|11, 12|). Przy powyzszych zatozeniach, jesli
Q jest silnie pseudowypuktym obszarem klasy C*°, g = 1 oraz istnieje
k > 0 takie, ze dla x > 0 spetniony jest warunek

(F(z) + k) f'(x) _n—1 4
) Tt
to istnieje u € PSHNC(Q) lokalnie lipshitzowskie rozwigzanie problemu
(1.11).

Ivarsson w [I1, I2| udowadnia tez przy pewnych zaltozeniach jedy-
nos¢ rozwiagzania, ale w ogélnym przypadku nie jest jasne czy istnieje
tylko jedno rozwiazanie.

Problemowi (1.11) po$wiecony jest Rozdziat 3. Twierdzenie 3.5 mowi
o tym, ze dla funkcji f spelniajacej pewne techniczne zalozenie, mia-
nowicie f’ > 0 na R oraz istniejg stale o, 3, v > 1, oraz xy € R takie,
ze dla = > x( zachodza nieréwnosci

a ' f7P(2) < f(2) < aff(@),

(log f)"(x) < ~v(log f)*(2),
istnieje gladkie rozwigzanie tego problemu. Poniewaz, zalozenia tego
twierdzenia spetnione sg tez przez funkcje f(z) = X%, wiec mamy tam
tez alternatywny dowodd istnienia gltadkiego rozwigzania w twierdze-
niu 1.13. Mozna pokazaé, ze zatozenia te spetnione sg na przyktad dla
funkcji f(z) = 2% dla k > n (dla k¥ < n pokazano w Rozdziale 3, 7e
rozwiazanie problemu (1.11) nie istnieje).

Ciekawym problemem do zbadania wydaje si¢ tez istnienie rozwia-
zania tego typu rownania w obszarach pseudowypuktych to znaczy uzy-
skanie pewnego uogolnienia wyniku Moka i Yau.

Warto chyba tez wspomnie¢, ze w przypadku rzeczywistego row-
nania Monge’a-Ampeére’a rozwazano podobne problemy. Na przyktad
ciekawy wynik uzyskal Mohammed w niedawnej pracy [M], z ktorej
autor zaczerpnal sposob konstrukcji rozwigzania w rozdziale trzecim.
Rozpatruje on tam w obszarach $cisle wypuktych problem analogiczny
do (1.11) i dostaje gladkie rozwiazania dla gtadkich, rosnacych funk-
cji f spelniajacych warunek 1.12 bez zadnych dodatkowych technicz-
nych warunkéw. Jest tam pewna luka w dowodzie ktoéra dotyczy tylko
przypadkow gdy f sie zeruje. Wtedy rozwazane jest tam réwnanie

n+1
mialy dla autora poniewaz nigdy nie jest spelniony w zerze.

8W [I1, I2] jest podany warunek 1}—12” > =1 ale nie byl on w tej formie zrozu-
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det(agg%) = \f zamiast det(ag(;;q) = f gdzie ) jest stalg ktora w nie-
ktorych przypadkach jest rézna od 1. Ale rozwigzanie takiego rownania
nie daje nam automatycznie rozwigzania rownania wyjsciowego. Auto-
rowi wydaje sie, ze wlasciwe byloby tam zalozy¢, ze zachodzi warunek

W2 z rozdziatu trzeciego (wtedy w dowodzie w [M] A = 1).

1.5. Narzedzia

Teraz podamy jeszcze kilka twierdzen, ktore beda nam przydatne
w dalszej czedci. Pierwsze z nich to szczegblny przypadek glownego
twierdzenia z z |B1].

TWIERDZENTE 1.16. Niech € bedzie ograniczonym obszarem w C",

niech u, v € PSH(Q)NC(Q). Zatozmy, ze w < 0 7 lim,_,,, v(z) =0 dla

20 € 0N). Wtedy zachodzi nierownosé

/Q (—v)™(ddu)™ < n!|ul|" /Q (dd°v)".

Dzieki nastepnemu twierdzeniu otrzymujemy jednostajna stabil-
no$¢ rozwiazan problemu (1.2).

TWIERDZENIE 1.17 (|[B-T1]). Niech 2 bedzie obszarem w C™ i niech
u,v € PSHNC(Q). Wtedy na 2 zachodzi nierdwnosé

(1.13) (dd°(u + v))" > (dd°w)" + (dd°v)".

Nastepne twierdzenie dotyczy funkcji prawie C!. Dowdd mozna
znalez¢ na przykltad w [K|, gdzie jest czescia dowodu Twierdzenia 4.3.3.

TWIERDZENIE 1.18. Niech ) bedzie obszarem w R™. Jesli u jest
funkcjq subharmoniczng na Q takq, Ze supg, Au < 400, to u € WP
dla 1 < p < +o0.

Ponizszy rezultat to znane twierdzenie Sobolewa.

TWIERDZENIE 1.19. Niech Q C R". Wtedy WEP(Q) c C', dla
k,l=0,1,2...,p>1,a € (0,1) takich, z'el+oz<k‘—%.

Ponizsze dwa twierdzenia znajduja si¢ w [B2|. Pierwsze wynika z
twierdzen Trudingera z [TR| a drugie jest prosta konsekwencja Lematu
17.16 z |G-T).

TWIERDZENIE 1.20. Jezeli u € PSH N W?P(Q) dla pewnego p >
2n(n — 1), gdzie Q jest obszarem w C", det(uy;) € W**(Q), oraz
det(upz) > 0 to u € C**(Q) dla pewnego a € (0,1).

TWIERDZENIE 1.21. Niech Q) bedzie obszarem w C", k = 1,2,...
i miech a € (0,1). Jesli u € PSH N C%Q), det(uyg) € CH*(Q), oraz
det(uyg) > 0 to u € CFT22(Q).
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Sformutujemy teraz lemat Hopfa (nazywany tez zasada Zaremby).

TWIERDZENIE 1.22. Niech ) bedzie obszarem w R™ o brzegu klasy
C' i niech u bedzie niestatq funkcjq harmoniczng w Q i cigglqg na €.
Jesli zg € 082 jest punktem, w ktorym u przyjmuje warto$é najwickszg,
a & wektorem prostopadtym w zo do brzegu € i zwrdconym do wnetrza,
to ug(zo) < 0.

Niech S'i T bedg liniowymi operatorami rézniczkowymi pierwszego
rzedu o stalych wspotezynnikach. Ponizsze wzory sg bardzo czesto uzy-
wane w pracach o regularnoéci rownania Monge’a-Ampére’a

(1.14) S(log f) = uP1Suyy,

(1.15) TS(log f) = uPT Sy — upjuiuni;Supq.
Dowdd: Niech (M?7) bedzie macierza minoréw macierzy (u,;). Po-
liczmy

- _ Sdet(upg) _ o MM
S(log f) = S(log det(uyg)) = det(uyg)  ° " det(uyy)

Zeby udowodni¢ druga rownosé rozpatrzmy odwzorowanie f okre-
§lone dla n x n-macierzy odwracalnych i dane wzorem f(A) = A™%

Jego pochodna jest dana wzorem f'(A)(H) = —A'HA™! dla dowol-
nej n X n-macierzy H. W takim razie

— Pq
= uP1Suyg.

(TuP?) = f'((upg))(Tupg) = —(uP?)(Tupg) (uP?),
a zatem B
TuP = —uP ',

co w polaczeniu z (1.14) daje nam (1.15). O

20



ROZDZIAL 2

Zdegenerowane zespolone réwnanie
Monge’a-Ampére’a

Bedziemy dalej stale zaktadac¢, ze n > 21 Q C C" jest obszarem
Scisle pseudowypuktym. Bedziemy rozpatrywa¢ problem Dirichleta po-
staci:

u € PSH(Q)NC(Q)
(2.1) det(uyg) = fw Q
ulgn = ¢

Sformutujemy teraz najwazniejsze twierdzenie w tym rozdziale:

TWIERDZENIE 2.1. Niech Q) bedzie Scisle pseudowyputym obszarem
klasy C*'. Niech f bedzie nieujemng funkcjg na U, takg, ze fY/™ €
COLQ) i [0 e CcVY(Q). Wiedy rozwigzanie u problemu (2.1), z
warunkiem brzegowym ¢ = 0, jest C*' oraz prawie CH' na Q

Zauwazmy, ze funkcja ktora jest prawie C1! dzieki Twierdzeniu 1.18
jest w przestrzeni I/Vlicp a wiec dzieki Twierdzeniu 1.19 lokalnie jest klasy
Cl dla 0 < a < 1 oraz, ze funkcja plurisubharmoniczna u jest pra-
wie CH1 wtedy i tylko wtedy, gdy ma ograniczone wszystkie pochodne
mieszane ,g.

Udowodnimy teraz lematy (dotyczace kolejnych oszacowan a priori)
potrzebne, do udowodnienia powyzszego twierdzenie. We wszystkich
raktadamy, ze Q = {z € C" : p(z) < 0} gdzie p jest funkcja Sci-
$le plurisubharmoniczna klasy C* w otoczeniu €2, 0 € €, dla kazdego
z € () istnieje kula B, o promieniu 1 taka, ze z € B, C €, Vp # 0 na
00, f € C®(Q) jest funkcja dodatnia, p € C>(Q) jest funkcja nieko-
niecznie zerowa (pozwoli to nam zobaczy¢, przy ktorym oszacowaniu a
priori jest trudnoéé, ktora nie pozwala autorowi pokazaé¢ zespolonego
odpowiednika twierdzenia z pracy |G-T-W]) a u jest rozwiazaniem
problemu (2.1).

Pierwszy lemat jest najprostszy:

LEMAT 2.2. Zachodzi nieréwnosé
ullg < C,
gzie € = C (diam® | g, o).
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Dowdd: Zauwazmy, ze z zasady poréwnawczej
A(lz* = B) <u <ll¢lla

dla dostatecznie duzych A, B € R. [J

7 nastepnych dwoch lematéw wynika oszacowanie na gradient roz-
wigzania:

LEMAT 2.3. Prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie

Hu”co,l(ag) < C,

gdzie C = C(infq det(pyg), lplleraay [ flla, leller@))-

Dowdd: Zauwazmy, ze poniewaz p jest funkcja $cigle plurisubhar-
moniczng, wiec dla dostatecznie duzego A funkcja ¢ + Ap jest pluri-
subharmoniczna a ¢ — Ap jest funkcja superharmoniczna. Korzystajac
7 tego, 7e na brzegu u = ¢ + Ap i z zasady poréwnawczej (zwiekszajac
odpowiednio A) dostajemy nieréwnosé

©+ Ap < u.
Poniewaz na brzegu réwniez u = ¢ — Ap, wiec otrzymujemy nier6wnosé
u< o+ Ap. O

LEMAT 2.4. Gradient funkcji u we wnetrzu ) jest szacowany przez
jej gradient na brzegu. Doktadniej

(2.2) [ullco.r @) < C([Juflcorany + 1),
gdzie C = C(diamQ, || f/*[|cor (), l¢lleri(gy)-

Dowdd: Rozwazmy funkcje wy, = +u,, + A|z|* dlak = 1,...2n. Po-
niewaz korzystajac z (1.14) i z nieréwnosci miedzy srednimi (z wartosci
wlasnych), dla dostatecznie duzego A, mozemy oszacowaé

(fl/n)aj o
Luwy = £(l0g f)o, + AD ups > ifli/n’“ +AfTY S0,
wiec (dla tego A) funkcja wy nie przyjmuje maksimum w Q, co implikuje

(2.2). 0
Szacowanie laplasjanu zaczynamy od pokazania, ze wystarczy osza-
cowa¢ go na brzegu.

LEMAT 2.5. Prawdziwa jest nastepujgca nierownosé

(2.3) sup Au < C(sup Au + 1),
Q o0

gdzie C = C(diamQ, || fY/"V||c11(q))-
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Dowdd: Niech 3(z) = max;e(i,. n el gdzie \; sa wartodciami
wlasnymi macierzy (u,g(2)). Mozemy zalozy¢, ze [ przyjmuje maksi-
mum w pewnym punkcie zy € Q (w przeciwnym wypadku nieréwnosé
(2.3) jest automatycznie spelniona). Po liniowej zmianie zmiennych mo-
zemy zalozy¢, ze w zp macierz (u,;) jest diagonalna i max |u,;| = w3.
Wtedy funkcja

h = ulie|z|2

rowniez przyjmuje maksimum w zg i h(z9) = B(z0). Od tego momentu
wszystkie obliczenia bedziemy robi¢ w punkcie zy. Poniewaz h ma tam
maksimum wiec

0= (logh)y = 2 + k1L

U1
dla k=1,...,n oraz
u**(log b)) < 0.

Niech g = f = Stosujac (1.15), nieréwnosé miedzy $rednia kwa-
dratows a arytmetyczna, (1.14) i nieréwnosé miedzy Srednig arytme-
tyczng a geometryczna, mozemy dokonaé¢ nastepujacych oszacowan

3 ~ 1 lo T 1 Urn|? 1 Unis
u* (log h) i 2274_%4_72@ — |t
Uik a1 U1l “pq UppUqg  UTT Uk

1 lo T 1 Unir |2
7+%+721 KE1|

>y L

ukk U1 U1t k>2 ukl;}
2
1 (log f)i 1 U1y
> ) — + + log f)1 — —
=z Z U Uy Uﬁ(n . 1) ( )1 Uy
>3 L + M _ 236%
>2 Wkk guaT (n — Dug
1
S (= Dw)=r  (n=Voa  op g1
9 guii guii(n — 1)
Po przemnozeniu przez gu,i tatwo widac, ze
U1l < C~’7

gdzie C zalezy tylko od diam i Hfl/("*l)Hcl,l(Q). Stad dostajemy nie-
rownosé (2.3). O

Zeby uzyskaé oszacowania a priori dla drugich pochodnych na brzegu
ustalmy punkt 2z € 9€2. Po holomorficznej zmianie zmiennych mozemy
zatozyc¢, ze:

ZOZO
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oraz
(2.4) p(z) = —Rez + Y ez + O(2)).

p,q=1
gdzie (cp5) jest macierza dodatnio okreslona taka, ze c,; = 0 dla p #
q, p,q=1,....,n—1. W Q zachodzi rownos¢ u — ¢ = op, gdzie o

jest pewna gladka funkcja na ). Roézniczkujac te rownosé obustronnie
dostajemy

(2.5)  upg(0) = ©pg(0) + (9 (0) — 1, (0))ppg dla p,g=1,...,n — 1,
w szczegolnodei u,g(0) = ¢,5(0) dlap # ¢, pg=1,...,n— 1.

Prosta konsekwencja rownosci (2.5) jest nastepujacy lemat o osza-
cowaniu drugich pochodnych w kierunkach stycznych do brzegu €.

LEMAT 2.6. Dla p,q=1,...n — 1 zachodzi nieréwnosc
gdzie C = C—rr—r, ll@llcri@). O

infg det(ppg), || fllq’

Troche trudniejsze jest wykazanie oszacowania, gdy tylko jeden z
kierunkow nie jest styczny do brzegu ).

LEMAT 2.7. Gdyi=1,...n—1, to
(2.7) ‘Um<0>| < C,
gdzie C' = C(ma ||p||c2.,1(Q), Hfl/nHCO’la H90’|6'2’1(Q))'

Dowdd: Niech a = py,, ,,0=p,,.Dlak=1,...,2n—2 rozpatrzmy
funkcje

wy = £Thu(u — ) + ((u = ©)a,)* + (4 = ©)as,)* + Al2]* — Brag-1,
gdzie T, = a0y, — b0y, .. W dalszym ciggu dowodu ¢y, ca, ... beda
stalymi zaleznymi tylko od Q.|| fY"||corq, |¢llce1(q)- Zauwazmy, ze
zachodza nastepujace rownosci
upq(u - @)anflq - 2upq<u - 90)”(7 + Zupq(u - SO)xan

= 20pn — 20"z + WP (U — ©)gp,7 -

WU — 0)agn 1p = 20" (U — ©)pn — WP (U — ©)ipp
= 20g, — upq‘ppﬁ — duP(u — ©)zanp
Uzywajac wzoru (1.14), Lematow 2.3 i 2.4 oraz nieréwnosci Schwarza
mozemy policzy¢
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L(iTk(u - 90)) = :I:upq(apCY(u - 90)$k - bpl?(u - (70)3321171 + ap(u - QO)JJN?
_bp(u - @)an—lq + alf(u - So)ﬂﬁnp - b@(u - @)xQn—lp) + Tk(logf + LSO)

> —c1 Y u — | Vul > uP? — 2\/up‘?apaq\/upq(u — ©)ap(U — ©) g

— _ nTk(fl/”)
—2\/uqupbq\/upq(u — 0)a20p(U — P)asng — f
Dzieki nier6wnosci miedzy $rednimi arytmetyczng a geometryczna oraz
dlatego, ze Y- u,p < €330 Upg, dostajemy

L(£Tk(u = ¢))

> —C4 Z Upp — 2up(j(u - SD)Ian(u - 90)962711? - QUPq(u - Qp)ﬂ%p(u - 90)06141'
Poniewaz dla [ =1,...,2n,

L((u=9)x,)*) = 2(t=0)x, (108 f ), =" 00pg)+ 207 (=) (=P

> =5 ) tpp + 207 (U = Q)g (U = )z
wiec dla dostatecznie duzego A zachodzi nieréwnosé

ka > 0.

Niech S. ={z € UNQ: x9, 1 > ¢} gdzie U jest takim otoczeniem
zera, ze w zbiorze U N2 zachodzi nieréwnosé xq, 1 > D|z|? dla pewne]
statej D. Zauwazmy, ze mozna dobraé¢ € i D tak, zeby zalezaly tylko
od infg det(ppg) 1 [|pllcz1(q)-

Na brzegu €, dla £ = 1,...,2n — 2 mamy Ty(u — ¢) = 0. Na-
tomiast na zbiorze 0S. N L), dla | # 2n — 1 zachodzi nieréwnosé
(u(z) — @(2))s)? < c6|z|®. Dzigki temu dla dostatecznie duzych B
otrzymujemy wy < 0 na 0S.. Dzieki zasadzie maksimum dostajemy
wy < 0 na S;, co nam daje |ug,4,, ,(0)] < ¢7. Poniewaz uy,,,, (0) =
Carzon (0) + Prpzsn (0)(0n(0) — u,(0)) jest ograniczone, w takim razie
dostajemy (2.7). O

Ostatni lemat dotyczy oszacowania drugich pochodnych w kierun-
kach nie stycznych do brzegu.

LEMAT 2.8. Jesli ¢ =0, to
(2.8) |una (0)] < C,

gdzie C' = C(m, £lle2 @), ||f1/n||C071(Q)7 Hfluﬁ)-
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Dowdd: Istnieje R > 0 takie, ze f > % na pewnej kuli B C
o promieniu R. Wtedy z nier6wnosci pomiedzy Srednia arytmetyczna
i geometryczng mamy Au > n(||f/2]|q)"/". Z lematu Hopfa otrzy-

mujemy —u,, ,(0) > D dla pewnej statej D zaleznej od H]}”Q i od

Hfl/nHCO,l(Q). To nam implikuje, ze liczby 1/u; = —u,(0)pgi sa ogra-
niczone. Mozemy zapisa¢

n

29) 10 = [Tus0) - (T ws0) X 0"

i=1 = u5(0)
Wtedy

_ e wn(0)? f(0)
210 @ =2 5 o) T i we) O

Dzieki powyzszemu lematowi mozemy dowie$é¢ gtownego twierdze-
nia.

Dowdd Twierdzenia 2.1: Zalozmy najpierw, ze () jest obszarem $ci-
Sle pseudowypuklym klasy C>*. Wtedy mozemy funkcje f aproksymo-
waé ciagiem funkcji dodatnich f;, klasy C=(€2), tak zeby ciag go,i/” byt
zbiezny do fY/" w normie C°(Q) a ciag ¢ ™" byl zbieiny do f1/=1)
w normie C1(€). Dzigki nieréwnosci (1.13) oraz zasadzie poréwnaw-
cze] u+ epp < up < u, gdzie uy sg rozwigzaniami problemu (2.1) z
fr w miejsce f oraz ¢, \, 0. Ze zbieznosci jednostajnej ciggu uy i
wspolnego oszacowania na laplasjan otrzymujemy oszacowanie na la-
plasjan u znowu (po ewentualnym przeskalowaniu €2) zalezne tylko od
infg det(ppg), [lpllez1 (), 11" leor @)y 170 Vlleri () oraz -

Niech teraz Q2 bedzie tylko takie jak w twierdzeniu. Wtedy mozemy
od érodka aproksymowa¢ €) ciggiem obszaréow €2 Scisle pseudowypu-
kiymi klasy C* tak, zeby p bylo aproksymowane w normie C*! przez
funkcje definiujace dla .. Wtedy znowu dzieki zasadzie poréwnawczej
uy zmierza lokalnie jednostajnie do u (gdzie uy sa rozwigzaniami pro-

blemu (2.1) z ) w miejsce §2) wiec mamy oszacowanie na laplasjan u.
|

UWAGA 2.9. Metody dowodu Twierdzenia 2.1 sq takie jak w [C-K-N-S]
poza dowodem Lematu 2.5 ktory autor opracowal na podstawie |B4]
(g9dzie dowdd dotyczy troche innego twierdzenia z teorii rzeczywistego
operatora Monge’a-Ampére’a, ale podobne rozumowanie w przypadku
zespolonym jest tez w |B2]).

Zalozenie o funkcji f'/", ze jest lipschitzowska, nie jest bardzo re-
strykeyjne. Jest spetnione na przyktad gdy funkcja /Y rozszerza
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sie na pewne otoczenie () do dodatniej funkcji klasy C*'. Mozemy jed-
nak w przypadku kuli dosta¢ prawie C1! regularnoéé nie korzystajac z
tego zatozenia:

TWIERDZENIE 2.10. Niech () = B. Niech f bedzie nieujemng funk-
cja na B, takg, ze fY/"71) € CYY(B). Wtedy rozwigzanie u problemu
(2.1), 2z warunkiem brzegowym o = 0, jest prawie Ct' na B.

Dowod: Tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 2.1 wystarczy do-
wies¢ oszacowania a priori:

Au < Cw B,

gdzie O jest stala zalezaca tylko od || £/ V||¢11, w przypadku f glad-
kiego i dodatniego. Ze wzgledu na dowdd tamtego twierdzenia zostato
tylko do pokazania oszacowanie na brzegu dla pochodnych mieszanych
urn(0,1) dlak=1,...,n—1 ((0,1) € C*! x C).

Niech T}, = Zk% — znﬁ dla k = 1...n — 1. Rozpatrzmy funkcje
wy, = +ReTpu + A(|z|? — 1). Poniewaz T}, jest styczne do brzegu B,
wiec z Lematu 1.11 na B zachodzi nier6wnos¢

|ka1/(n—1)| < Oy /fl/(n—l)

gdzie stata C zalezy tylko od || f1/("—1) |¢11(6- Dla A dostatecznie duzego
ReT, f/ (=1 C

(n—1)fY0=Y [ f1/m-1)

Dzieki zasadzie maksimum mamy wy, < supgg wi = 0, a wiec

|u1’2k711n(07 1)| < 2A.

_ A
L(wg) = + +AY uP > +§f1/”>0.

Podobnie (biorac wy = +ImTyu + A(|z|> — 1)) otrzymujemy
U2, (0,1)] <24 dla k <n. O

UWAGA 2.11. Zauwazmy, Ze w powyiszym twierdzeniu (w przeci-
wienstwie do Twierdzenia 2.1) nie uzyskalismy globalnej lipschitzow-
skosci rozwigzania, ale tylko lokalng.

Przedstawimy teraz przyktad pochodzacy z |P], ktory pokaze, ze
wykladnik —= w Twierdzeniu 2.1 (jak i w Twierdzeniu 2.10) jest opty-
malny.

Przyktad 2.12.
Niech ,
n(t) = e VO gdy |t < 1,
0, gdy t| > 1.
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Pot6zmy
EINW,
f=nGp)l 7,

gdziey > 1, 6=2(n—1)(y—1) — 112 = (21, 2n-1)-

Niech a > ﬁ Dla dostatecznie duzego v spetniona jest nieréwnosc¢
a > 2v/p. Wtedy dla f zdefiniowanego powyzej (oraz 0 = B i ¢ = 0)
rozwiazanie u problemu (2.1) nie jest prawie C' w zadnym otoczeniu
zera, ale f* € CH(B).

Dowad:

Proste wyliczenie pokazuje, ze f¢ € C“'(B). Zeby pokazaé¢ niere-
gularnosé¢ rozwigzania u w zerze pokazemy, ze dla pewnego C' > 0 i
malejacego do zera ciagu {e;}32, zachodzi nier6wnosé

(2.11) u(0,er) —u(0) > Cez_m.

Poniewaz rozwigzanie jest jedyne wiec zalezy tylko od |Z/| oraz |z,|. W
takim razie, rzeczywiscie powyzsza nieréwnos$¢ pokazuje, ze u nie jest
Ctodlaa>1-— n%

Funkcja u jest ciagla, jej minimum jest w zerze i z zasady maksimum

wynika, ze
(2.12) u(?, zn) Su(w',wn) gdy [ < [w'[ 1 [zn] < fuwnl.

Rozpatrzmy funkcje h(t) = u(0,e') okreslona na przedziale [—oo,0].
Wtedy h jest niestata funkcja wypukla. Niech t, € (—o0,0) bedzie
punktem Scistej wypuktoséci funkcji h, to znaczy istnieja liczby n, u
takie, ze

{t € (—00,0] : h(t) < nt+ p} = {to}-

Poniewaz w zbiorze B N {|2'|" > |z,|} funkcja u jest maksymalna,
wiec dla @ > p zbior {u(z) < nlog|z,| + a} U (BN {|2'|" > |2,}) nie
moze by¢ relatywnie zwartym podzbiorem zbioru B N {|Z'|” > |z,}.
Wynika z tego, ze
(2.13) u(,e) = h(ty) jesli (2, e) € BN{|Z|" > |za]}.

Niech s = sup{t : h(t) = h(—o00)}. Oczywiscie s # 0, wiec istnieje
taki ciag sp "\, s, ze h jest Scisle wypukla w s;. Z ciagtosci funkcji u oraz
7 (2.13) wynika, ze u(0, e*) = u(2/, e®), gdy |2/|" = min{e*, (1—e?*)7/2}.
Dzieki (2.12) implikuje to

u(0) > u(z) dla z € BU{z:||” < min{e?, (1 — )72}, |2,| < €°}.
Poniewaz funkcja f nie jest tozsamosciowo réwna zero w otoczeniu zera,

wiec réwniez rozwigzanie u nie jest stale w otoczeniu zera. Otrzymu-
jemy stad, ze s = —o0.
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W dalszym ciggu dowodu cy, co, ... beda pewnymi stalymi dodat-
nimi niezaleznymi od k. Pot6zmy ¢, = e dla k € N. Mozemy zatozy¢,
ze €3 + e <1 (poniewaz tak jest dla dostatecznie duzych k, wiec w
przeciwnym wypadku mozemy pominaé poczatkowe wyrazy).

Ustalmy k& € N. Niech ¢ = ¢;. Zdefiniujmy

P={z: IZ’\7 |2n| < e},

= (e | 2P 2P <),

Z 1z, 1

W‘<4” <3w

77b 1/7’2+| |2_1

P={z:-<| s

Zauwazmy, ze

Pc-PcP={y<1}cCP

DN | —

oraz
2=/ ¢ 5(13) L(P) < ¢+ m=D/7),

Poniewaz infs f = f(2/,2,) > e3¢ gdy 2] = 2]z,| = e oraz

det(1),g) = e~ 2+M=D/7) wiec zachodza nastepujace nieréwnosci

/A FAL > ¢yeP 20+ =1/
P

/ det ()AL < cs.
P

Uzywajac powyzszych nier6wnosci i Twierdzenia 1.16 mozemy policzy¢

lu = u(0)[[ > 66/( )" fdL > co /A(—w)”fdﬁ > g2+ m=1)/7),
P P
Drzieki (2.12) i (2.13) otrzymujemy

u(0,€) —u(0) = |lu —w(0)][p > [lu —u(0)]
co dzieki poprzedniej nieréwnosci daje nam (2.11). O
Powyzszy przyklad mozna zmodyfikowaé¢ do przyktadu na prze-
strzeni rzutowej P" z metryka Fubiniego-Study’ego. Pokazuje on, ze
w przypadku rownania Monge a-Ampére’a na zwartych rozmaitosciach
kihlerowskich wykladnik —— w twierdzeniu 77 jest optymalny.

Przyktlad 2.13.

Niech P* = C* UP"! i niech w bedzie metryka Fubiniego-Study’ego.
Wezmy funkcje f ciagla na P" spelniajaca warunek (1.5) ktora jest
rowna 0 poza kulag B C C", jest rowna funkeji #gm) w otoczeniu
0 € C" gdzie f jest funkcja z poprzedniego wykladu a g =  log(1+|z[?)
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(czyli w = dd°g) oraz w C™ zalezy tylko od |z1] i [2/|. Wtedy jesli ¢ jest
taka, ze w + dd°p > 0 oraz spelnia rownanie (w+ dd°p)™ = W™ to ¢ nie
jest C1 dla pewnego o < 1 w zadnym otoczeniu punktu 0 € C".

Dowdd: Wystarczy powtorzy¢ dowod z poprzedniego przyktadu dla
funkeji u = g + .
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ROZDZIAL 3

Réwnanie Monge’a-Ampére’a z nieskonczonym
warunkiem brzegowym

Niech Q € C" (n > 2) bedzie $cisle pseudowyputym obszarem
klasy C*. Niech g € C>(Q) bedzie funkcja dodatnia, 7 € {—oo} UR,
f € C>®(1,+00) bedzie funkcja dodatnia i rosnaca oraz w przypadku
T # —oo zakladamy jeszcze, ze lim; ..+ f(t) = 0.

Bedziemy rozpatrywaé¢ problem Dirichleta postaci:

uePSHNC(Q)
(3.1) det(upg) = g (1) w O
lim, .., u(z) = 400 dla kazdego zy € 0f0.

Zalozmy, ze f spetnia dodatkowo warunek:
W1: Funkcja
dt

U(z) :/m W;

gdzie F jest dowolna funkcja taka, ze F' = f, jest dobrze okreslona dla
dostatecznie duzych .

Powyzszy warunek implikuje nastepujaca rownosé (zobacz dowod
w |G-P)):

n/(n+1)
(3.2) lim @) —0.

rotoo f(a)
Bedzie nam przydatna funkcja w bedaca jedynym rozwigzaniem
problemu Dirichleta

w € PSHNC(Q)
(3.3) det(wyg) =g w Q
w=0 na 00

Dzieki Twierdzeniu 1.5, w € C®(Q).
Powtarzajac rozumowanie z [I1, 12| (lub w przypadku rzeczywistym
z [M]) udowodnimy nastepujacy:

LEMAT 3.1. Istnieje funkcja H € PSHNC(RY) taka, Ze u < H dla
kazdej funkcji u € PSH(Y) N C(Q) spetniajgcej rdwnanie det(uy;) =
g9f(w).
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Dowdd: Niech W = (—W)~! oraz H = W o (Kw), gdzie K > 0 jest
na tyle matle, zeby H bylo dobrze okreslone. Wtedy W’/ = FY/ 0+ oy,
W" = IO FC D7D © W. Funkcja W jest gladka, rosngca i wypukta
wiec H jest gladka funkcja plurisubharmoniczng w Q. Mozemy wiec
policzy¢

1
det(Hpy;) = det(W' o (Kw)Kwp; + mW” o (Kw)K*wywy)

= gK"FY ) o W oo (Kw) + gK™™ f o W o (Kw)wlw,wg

KnFn/(n—H)
o

Poniewaz dzigki warunkowi W1 zachodzi wzor (3.2), wiec dla dostatecz-
nie matych K otrzymujemy det(H,;) < gf(H). Z zasady poréwnawczej
otrzymujemy teze lematu. [

Rozpatrzmy funkcje @ : (7,+00) — R dang wzorem

© dt
o) = [ o

Jest ona dobrze okreslona, poniewaz wzor (3.2) razem z warunkiem W1
gwarantuja zbieznos$¢ powyzszej catki.

Zalozmy teraz dodatkowo, ze f spelnia jeszcze nastepujacy waru-
nek:

W2: Zachodzi nier6wnos¢:

d(7) = lim O(z) > Slép(—w).

Oczywiscie gdy 7 = —oo to warunek W2 jest spetniony. W przy-
padku 7 € R, jesli f(7 + x) < Cz" dla pewnego C' > 0 i x z pewnego
prawostronnego otoczenia 0, to réwniez warunek W2 jest spelniony.
Jesli natomiast warunek W2 nie jest spelniony, to zawsze istnieje takie
e > 0, ze po zmianie 2 na eQ) = {ez: z € Q} i gna goT gdzie T'(z) = 2
juz jest spelniony (mozna tez nie zmieniaé 2 tylko przemnozy¢ g przez
dostatecznie male ¢).

Mozemy teraz zdefiniowaé funkcje V = (—®)~! i p = V ow. Latwo
policzy¢, ze V! = f/" oV oraz V" = nf(nf%g)/n o V. Funkcja ¢ (podob-
nie jak funkcja H z Lematu 3.1) jest gladka i plurisubharmoniczna.
Policzmy dla niej operator Monge’a-Ampére’a:

det(ppg) = det(V' o wwyg + V" o wwywy)

1 _
=gfop+ gﬁ(f””f’) o puwPlwywg > gf ().
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Niech Q, = {z € C" : p(2) < k} (gdzie k jest tak duze, zeby
zbior byl obszarem $cisle pseudowypuktym klasy C*) oraz niech wuy
bedzie rozwigzaniem nastepujacego problemu Dirichleta:

u € PSHNC®(Q)
det(1tpg) = g (u) w O
u= k(=) na 0.

7 zasady poréwnawczej dostaje, ze ¢ < wug na ) a dzieki temu
stosujac ja drugi raz, ze up < ugy1. Stosujac Lemat 3.1 na kazdym ze
zbiorow ) otrzymujemy, ze ciag uy, jest rosnacy i lokalnie ograniczony.
Przy dodatkowych zalozeniach dowiedziemy, ze

(3.4) u= kllfr&-loo uy,

jest gladkim rozwigzaniem problemu (3.1).

LEMAT 3.2. Przy powyzszych zatozeniach, istnieje stata C nieza-
lezna od k (moze zalezeé od Q, f, g) taka, Ze

V| < CfY(k).
Dowdd: Poniewaz u > , wiec na brzegu otrzymujemy
FY™M ) | Vug| = [V o ug| < [V® o | = [Vu).

Ustalmy r € {1,...,2n}. Zeby oszacowaé u, rozwazmy funkcje
N = Uy, + K [/ (k)|z|2. Zatézmy, ze n przyjmuje maksimum w zy € 2.
Mozemy zatozy¢, ze u,, > 0. Korzystajac ze wzoru (1.14) oraz z tego,
ze f jest rosnaca, w zp mamy

Liuy, + K F/(R)|2P) = (log g (ui))er + K Fm(R) S
p=1

> (log g)s, + nK >0

dla dostatecznie duzego K. Z zasady maksimum dostajemy otrzymu-
jemy (3.2). O

Oczywiscie powyzszy lemat nie daje nam jeszcze lipshitzowskosci
funkcji u, ale uzyjemy go, zeby otrzymacé oszacowanie na laplasjan na
brzegu 2.

Niech T'= (&~ !(sup,(—w)), +00). Rozpatrzmy jeszcze nastepujacy
warunek (wymieniony juz w Preliminariach®):

W3: Istnieja state o, (B, v > 1 takie, ze na zbiorze T zachodza
nieréwnosci

o< < af?,

'W podanej tu postaci jest nawet troche stabszy bo nie wymagamy by f' > 0
na calym R.
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(log f)" < y(log f)".

.et

UWAGA 3.3. Zauwazmy, ze funkcje f = eXt dla K > 0, f = e
f=t"dlay>n, t"+t""" oraz t"(log(t + 2))*" spetniajq warunks Wi-
Ws.

LEMAT 3.4. Zalozmy, ze spetnione sq warunki Wi- W3. Wtedy ist-

niejg N i C' niezalezne od k takie, Ze
Auk
fw)Y

Dowdd: Niech ¢y, cq, co, ... beda stalymi dodatnimi zaleznymi tylko
od diam?, ||w||c21, f oraz g. Wystarczy dowies¢, ze funkcje uy, w obsza-
rze €2, maja laplasjan lokalnie wspdlnie ograniczony. Dla uproszczenia
w dalszej czeéci dowodu bedziemy pisa¢ u w miejsce uy oraz () zamiast
Q. Nie bedziemy tez pisa¢ funkcji u tam, gdzie wystepuje jako funkcja
wewnetrzna zlozenia, np. zamiast f ou lub f(u) bedziemy pisa¢ tylko
f. Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumieri.

Pokazemy, ze dla dostatecznie duzych N funkcja

o 2
A= max N\f Nell
i€{1,...,n}

< C na .

gdzie \; sa wartoSciami wlasnymi macierzy (u,;), jest ograniczona. Do-
wod podzielimy na dwie czesci, najpierw oszacujemy A na brzegu, a
potem we wnetrzu (korzystajac rowniez z oszacowaniu na brzegu).
Cze$¢ I: Funkcja A jest ograniczona na brzegu
Wezmy punkt zo € 92. Po zmianie zmiennych mozemy zalozy¢, ze

2o = 0,
W= —Zon_1 + apgzpZe + 0(|2|*) dla pewnej macierzy (apq)7 .y > 0
wyg = Upg = 0 dla p, g < n takich, ze p # q.
Niech a = py,, ,, b=py. Dlal=1,...,2n — 2 rozwazmy funkcje
w; = £Tiu 4 (ug)? + (g, )* + Al2|* — Brgy
, gdzie T} = a0,, — b0,,, ,. Korzystajac z tego, ze
PNy, 1 q = 20PTUg + Py, g = 20, + 0Py, g
WPy, p = 20PTuy, — Py, , = 2684, — P, ,
policzmy
Lw; = 2uP(apgtig, — bpgliay, | + Qplisyg — bplas, 15+ Agla,p — bglas, 1p)
+T;log(gf) + 2uy, (10g(gf)) 2, + 2P Uy, Uge, +

2y, (108(9f))zsn + 2upqupx2n Ugr,, + A Z ut?
p
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> —a|Vu| Y up—co| Val —2\/up‘1apaq\/upqumlpumq—2\/uqupbq\/upqumnpumnq
P

71Vl FIvaP : :
—C3—Cy —c5|Vul|—4 F 20PN, U, +2UP Uy U, +A DY UPP.
f f v
Poniewaz ) u,; > ﬁ? wiec (korzystajac jeszcze z nieréwnosci mie-

dzy $rednig arytmetyczna a geometryczna oraz Lematu 3.2) dla pew-
nego A < cg(fY/™(k) + supq f') otrzymujemy Luw; > 0.

Niech S. bedzie sktadowa sp6jna zbioru {z € Q : 9, 1 < €} ktore]
domkniecie zawiera 0. Dla odpowiednio dobranego (dostatecznie ma-
lego i niezaleznego ani od k ani od zp) € > 01 z € 9S. mamy

C
’Z‘ < ;7\/ Topn—-1 = C8y/Top—1-

Wtedy na 05, zachodza réwniez nieréwnosci:

+Tiu < coxa,—1 (poniewaz Tyu = 0 na 9 N 9S,),

(U, )? < c10|Vul?|2|? < cirf w9, dla k # 2n — 1.

W takim razie dobierajac odpowiednie B < c15(f*™(k) + supg, ') do-
stajemy w; < 0 na 0S.. Korzystajac z zasady maksimum otrzymujemy,
ze w; < 0 na catym S.. To implikuje, ze wy,, | < ci3(fY/"(k)+supq ).
Dzieki Lematowi 3.2 oraz warunkowi W3 otrzymujemy z tego oszaco-
wanie na pochodng mieszana

[upn| < cifY dla pewnegoN > 0.

Standardowo (tak jak w dowodzie Lematu 2.8) korzystajac z lematu
Hopfa oraz rozwiazujac w naszym uktadzie wspolrzednych réownanie
Monge’a-Ampére’a ze wzgledu na u,; dostajemy w zerze oszacowanie

Au < Cl5fN.

Cze$¢ 11: Funkcja A jest ograniczona na ().

Wezmy teraz punkt zy we wnetrzu 2 w ktorym funkcja A przyjmuje
maksimum (jesli nie ma takiego punktu to dzieki czesci pierwszej dowod
jest skonczony). Po liniowej zmianie uktadu wspolrzednych mozemy
zatozy¢, ze w 2o macierz (uyg) jest diagonalna i ujy = maXpeq1,..n} Ak-
Niech h = w1 f Vel Wtedy funkcja h rowniez przyjmuje maksimum
w 2o 1 h(20) = A(20). Mozemy zalozy¢, ze

(3.5) h(z) > Cell’
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dla pewnego C ktore (dostatecznie duze) dobierzemy pozniej oraz |2g| <
7r- Wtedy

(3.6) Z uP? > Cf(N—l)/("—l)‘
p
Zauwazmy jeszcze, ze h, = 0 dlap =1,...,n co nam daje rownos¢
fup
(3.7) Upii = uri(N fp — %)

Zacznijmy liczy¢:

(3.8)

PPy, - pp ay _ n B
L(log h) _ U uuljpll . u UZ;IUPII _N(log f)/luppupuI;_N(log f)/+z upp‘
11 11 1

Bedziemy szacowaé¢ powyzsze wyrazy po kolei. W ponizszych rachun-

kach korzystamy kolejno z (1.15), W3, (3.7), nieréwnosci miedzy $red-

nimi potegowymi, (1.14), ograniczenia na |z| oraz nieréwnosci Schwarza
Upp11 (log(gf>>1i

_ 11, pp,,qq _
= = + uuPPutug paugs
Ui ull Pa=pa

lo i lo "uug =Up1TUp11 " Uy U T " Ups Uy
( gg)ll (l f)/ ( gf) 141 uPP pll2 pll Z pll ;2)11 Z ppl2 ppl
U1 Ui T UppUTT Upp U7
11 11 11 p=2 “PP711 p=2 “pp “11

V

" _ _ _
(log f)"uyus pp Up11Up11
+u 3
U1 Uiy

= —C16 — Oéfﬂi1 +

+ zn: upp(Nfi;p

f/uﬁ 1 U111 |9
— —z,)+ ——+—|(loggf) — —
f 2 (n — Dugg I ) U1

- zp)(N

1 Mo oo T n )
> —cirfP 4 (log f)"uuz f)fulul + uppiupn;pu +(N? = 1)(log f) > uPPuyugp
11 p=2

p=2 p=2 p=2 p=2

n _ 1 n _ n _ n ~
+(log f)' > uppupuﬁ—l—z > upp—QJ > ((log f)’)ZuPpupuﬁJ > uPPN?z,z,

1 & 5 . 5 1 U111 |2
oS P | (log g ) — P
41;::2 pZ::Z P (n—1)u i

11 U1
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Korzystajac z nierdbwnosci miedzy srednig arytmetyczng i geometryczng
otrzymujemy

(3.9)
Yppll o 81 4 upﬁ“pLzuﬁli + (N? = 1)(log )" Y uPPuyu,
Ug U1 p=2
1 1 uiy ), | (log f)"urug
— > uP + ————|(loggf) — +
4 2 (n — Dug I ) Uit | Uit

Tak jak wyzej stosujac warunek W3 dostajemy
(3.10) (log f)' > af?~1.

Rozwazmy teraz dwa przypadki:

Przypadek 1:
luy| < |(log 9)1] + [21]
(log f)’
Wtedy dzieki W3 mamy

|U1‘ < Clgfa+l.
Drzieki (3.5) i W3 implikuje to
—(10g f)//ullulu1 > —019f4a_N-

Przypadek 2:
[(log g)1] + |21
‘u1| = / .
(log f)
W tym przypadku, dzieki (3.7) i W3 mamy

(log gf )1 — L2 — (log f)"u uyuyg
Ui

1
(n— 1Duyg
uuyug (log g)1 —
T -1 uy(log f )
> (log £t (220 ) 5 g pro2 (220
Widzimy zatem, ze tak w przypadku pierwszym jak i drugim otrzymu-
jemy dla dostatecznie duzego N, ze

+ 1— N|? = (log f)"u"uius

— y)uttugug.

1 U
ml(loggf)l - %F (log f)"uuyus > 0
- 11 11

Dzieki temu uzywajac (3.6), (3.9), (3.5) otrzymujemy dla dostatecznie
duzych C'i N, ze

L(logh) > 0.
Otrzymali$my wiec sprzeczno$é z zasadg maksimum. [
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Dzieki powyzszemu lematowi tatwo jest pokaza¢ gladko$é rozwig-
zania problemu (3.1):

TWIERDZENIE 3.5. Zatozmy, ze spetnione sq¢ warunki Wi- W3.
Wtedy skonstruowane rozwigzanie u jest klasy C* na €.

Dowdd: Poniewaz lokalnie Awu jest ograniczony, wiec u nalezy do
przestrzeni Sobolewa W?2? dla p > 1. Z Twierdzeri 1.20 i 1.21 wynika
wiec, ze u jest funkcja gtadka. [

UWAGA 3.6. W powyzszym twierdzeniu nie trzeba zaktadaé klasy C*
zbioru (2, ale zeby dowdd pozostawal poprawny, trzeba, zeby rozwigzanie
w problemu (3.8) bylo klasy C*1(Q).

Podobnie jak w przypadku rzeczywistym (zobacz [L-M]) dla funkcji
f(z) = 27 problem (3.1) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy gdy v > n.
Pokazuje to nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.7. Zatézmy, ze catka [ # jest rozbiezna w +00.
Wtedy nie istnieje funkcja u bedgca rozwigzaniem problemus:
u€ PSHNC(Q)
(3.11) det(upg) < gf(u) w Q
lim, .., u(z) = 400 dla 2z, € 09

Dowdd (podobny jak w [M]): Mozemy zatozy¢, ze 7 < 0. Zalozmy,
ze istnieje rozwiazanie u problemu (3.11). Niech

(z) e dt

)= [ —.

T

Wtedy dla dostatecznie duzych A funkcja ¢4 = p='o (w + A) jest
dobrze okreslona. Tak samo jak wcze$niej dla funkcji ¢ otrzymujemy
det(dapg) = gf(¢pa). Z zasady poréwnawczej dostajemy u > ¢4. Po-
niewaz, A moze by¢ dowolnie duze otrzymalismy sprzecznosé. [J
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