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Wst¦p
W 1921 roku Stefan Bergman1 (zob. [Ber22],[Ber70]) wprowadziª poj¦cie funkcji j¡drowej

K(z, ζ), któr¡ dzi± nazywa si¦ j¡drem Bergmana. Funkcja ta zachowuje si¦ bardzo specy�cz-
nie wzgl¦dem odwzorowa« biholomor�cznych mi¦dzy obszarami, co umo»liwiªo konstrukcj¦
licznych niezmienników biholomor�zmów. Daªo to nadziej¦ na powodzenie programu klasy-
�kacji obszarów w Cn, n > 1, na klasy obszarów biholomor�cznie równowa»nych, lub przy-
najmniej na znalezienie efektywnej metody pozwalaj¡cej stwierdzi¢, »e dane dwa obszary
nie s¡ biholomor�cznie równowa»ne. Inspiracj¡ do wszcz¦cia takiego programu badawczego
jest sªynne twierdzenie uniformizacyjne, które mówi, »e ka»da jednospójna powierzchnia Rie-
manna jest biholomor�czna z jednym z nast¦puj¡cych trzech obiektów: koªem jednostkowym
D na pªaszczy¹nie zespolonej, pªaszczyzn¡ zespolon¡ C lub sfer¡ Riemanna CP1. Z punktu
widzenia dzisiejszej wiedzy, dzi¦ki pracy licznych matematyków wiadomo, »e sukces takiego
programu jest utopi¡. Wiadomo w szczególno±ci (zob. [BSW78]), »e istnieje nieprzeliczalnie
wiele parami niebiholomor�cznych obszarów, z których ka»dy jest bardzo maª¡ perturbacj¡
kuli jednostkowej. Wiadomo te», »e w przypadku n > 1 istotn¡ rol¦ w tej kwestii odgrywa
nie tylko topologia obszaru, lecz tak»e geometria jego brzegu, w szczególno±ci takie czynniki
jak silna lub sªaba pseudowypukªo±¢ (zob. [Bel81]), gªadko±¢ (zob. [Pin79]) i inne. W latach
dwudziestych ubiegªego wieku teoria funkcji holomor�cznych wielu zmiennych nie byªa jed-
nak na tyle rozwini¦ta, aby mo»na byªo taki stan rzeczy przewidzie¢, jednak»e dzi¦ki próbom
znalezienia pozytywnego rozwi¡zania problemu powstaªo wiele metod i technik, które do dzi±
znajduj¡ zastosowanie równie» w kontek±cie innych, odlegªych problemów. Tak na przykªad
zwi¡zana z j¡drem Bergmana metryka - metryka Bergmana - staªa si¦ prototypem metryk
kählerowskich na rozmaito±ciach - przedmiotu bada« geometrii ró»niczkowej. Innym pomy-
sªem Bergmana (zob. [Ber30]) byªy tak zwane wspóªrz¦dne reprezentatywne (terminologia
pochodzi z [Fuk63], gdzie teoria zwi¡zana z tymi wspóªrz¦dnymi zostaªa dalej rozwini¦ta).
Wspóªrz¦dne te byªy modelowane na wspóªrz¦dnych geodezyjnych (normalnych) znanych z
geometrii riemannowskiej. Pomysªem kryj¡cym si¦ za wprowadzeniem tych wspóªrz¦dnych
byªa idea odwzorowania dowolnego obszaru na obszary �uniwersalne� (w terminologii Berg-
mana �Repräsentantenbereichen�), które sªu»yªyby za pewien model. Istotnym problemem
jednak, jak si¦ okazaªo, jest fakt, »e na ogóª wspóªrz¦dne reprezentatywne nie s¡ okre±lone
globalnie. Inaczej mówi¡c odwzorowanie na obszar reprezentatywny jest biholomor�zmem
tylko pewnego otoczenia ±rodka wspóªrz¦dnych reprezentatywnych, globalnie za± jest tylko
odwzorowaniem meromor�cznym wielu zmiennych. Jak zauwa»a Lu Qi-Keng w [Lu66], nie
ma pewno±ci nawet, »e obraz odwzorowania generowanego przez wspóªrz¦dne reprezenta-
tywne jest w ogóle obszarem. Powstaje zatem pytanie o to, jakie s¡ obiektywne korzy±ci z
wprowadzania wspóªrz¦dnych, które istniej¡ tylko lokalnie, podczas gdy na obszarach ograni-
czonych s¡ dost¦pne �zwykªe� globalne wspóªrz¦dne euklidesowe, które dodatkowo s¡ �prost-
sze� w sensie, »e wiele wzorów zapisanych we wspóªrz¦dnych euklidesowych wygl¡da mniej
skomplikowanie, z mniejsz¡ ilo±ci¡ (krótszych) wyrazów. Odpowiedzi na powy»sze pytanie
jest co najmniej trzy.
• W 1966 roku, w [Lu66] Lu Qi-Keng wykorzystaª wªa±nie wspóªrz¦dne reprezentatywne

do wykazania swojego sªynnego twierdzenia - odpowiednika twierdzenia Riemanna o odwzo-
rowaniu w wielu wymiarach, lecz przy zaªo»eniu staªej holomor�cznej krzywizny sekcyjnej.

1Istniej¡ pewne wzmianki historyczne, »e pierwsze«stwo nale»y przyzna¢ Bochnerowi. Idea j¡dra Berg-
mana pojawia si¦ w jego pracy [Boc22].
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• W przypadku niektórych klas obszarów2 odwzorowania biholomor�czne staj¡ si¦ od-
wzorowaniami liniowymi, gdy ich skªadowe zapisze si¦ we wspóªrz¦dnych reprezentatywnych.
Pozwala to na przykªad wyznacza¢ grupy automor�zmów (odwzorowa« biholomor�cznych
obszaru w siebie) tych obszarów. W przypadku ogólnych obszarów powy»sze przedstawie-
nie biholomor�zmów jako odwzorowa« liniowych ma miejsce lokalnie (zob. [Fuk63], [Kra93],
[Mok])
• W sªynnym problemie rozszerzania odwzorowa« biholomor�cznych mi¦dzy obszarami

o gªadkim brzegu do dyfeomor�zmu mi¦dzy ich domkni¦ciami pojawiaj¡ si¦ (cho¢ w spo-
sób ukryty) wspóªrz¦dne reprezentatywne (zob. [Web79]). Problem ten zostaª rozwi¡zany
najpierw przez Fe�ermana (zob. [Fef74]) w przypadku gdy obszary s¡ klasy C∞ i silnie
pseudowypukªe. Po pewnym czasie prostszy dowód podaª Webster (zob. [Web79]), jednak»e
jego argumenty zostaªy niebawem zast¡pione jeszcze prostszym i dziaªaj¡cym w ogólniejszej
sytuacji dowodem Bella i Ligockiej (zob. [BL80]).

We wszystkich trzech wy»ej wymienionych sytuacjach okazywaªo si¦, »e �lokalno±¢� ob-
szaru istnienia wspóªrz¦dnych reprezentatywnych nie jest przeszkod¡ do rozwi¡zania kon-
kretnego problemu. W niniejszej pracy doktorskiej postaramy si¦ cz¦±ciowo odpowiedzie¢ na
pytanie: Co to oznacza �lokalnie� w konkretnym kontek±cie geometrycznym. W szczególno±ci
udowodnimy
Twierdzenie 0.1. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie ograniczonym obszarem, wyposa»onym w metryk¦
Bergmana. Dla ka»dego z0 ∈ Ω, wspóªrz¦dne reprezentatywne dla obszaru Ω o ±rodku w
punkcie z0 s¡ dobrze okre±lone (a wi¦c holomor�czne, bez osobliwo±ci) w kuli geodezyjnej
{z ∈ Ω : distΩ(z, z0) <

π
2
}.

Powy»ej odlegªo±¢ distΩ to geodezyjna odlegªo±¢ wzgl¦dem metryki Bergmana.
Uwaga. Alternatywnie Twierdzenie 0.1 mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co: j¡dro BergmanaK(·, z0)
nie zeruje si¦ w kuli geodezyjnej {z ∈ Ω : distΩ(z, z0) <

π
2
}.

Twierdzenie to w szczególno±ci wykazuje, »e promie« kuli geodezyjnej, w której wspóª-
rz¦dne geodezyjne s¡ dobrze okre±lone, jest staª¡ uniwersaln¡, nie zale»n¡ ani od wymiaru,
ani od obszaru Ω, ani od poªo»enia punktu z0 ∈ Ω. Twierdzenie to zostanie udowodnione w
podrozdziale 2.1.

Ponadto udowodnimy
Twierdzenie 0.2. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem ograniczonym, wyposa»onym w metryk¦
Bergmana. Niech c ∈ (−∞, n + 1) b¦dzie globalnym dolnym ograniczeniem krzywizny Ric-
ciego metryki Bergmana. Dla dowolnego z0 ∈ Ω odwzorowanie generowane przez wspóªrz¦dne
reprezentatywne

z → (w1(z), w2(z)..., wn(z))
t

jest immersj¡ w kuli geodezyjnej {z ∈ Ω : distΩ(z, z0) <
π

2
√
n+1−c}.

Udowodnimy te» lokaln¡ wersj¦ Twierdzenia 0.2, przydatn¡ w przypadku gdy krzywizna
Ricciego metryki Bergmana nie jest ograniczona od doªu.
Twierdzenie 0.3. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem ograniczonym, wyposa»onym w metryk¦
Bergmana. Niech U ⊂ Ω b¦dzie zbiorem otwartym, dla którego inf

z∈U

X∈Cn \{0}

Ricij̄(z)XiX̄j

Tij̄(z)XiX̄j
> c. Dla

2konkretnie np. w tak zwanych �reprezentatywnych obszarach� w sensie Lu Qi-Kenga, zob. [Lu84]
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ka»dego z0 ∈ Ω odwzorowanie
z → (w1(z), w2(z)..., wn(z))

t

jest immersj¡ w zbiorze U ∩ {z ∈ Ω : distΩ(z, z0) <
π

2
√
n+1−c}.

Twierdzenia te wskazuj¡, »e kontrol¦ obszaru immersywno±ci wspóªrz¦dnych reprezenta-
tywnych uzyskujemy tylko dzi¦ki wiedzy o zachowaniu krzywizny Ricciego metryki Berg-
mana. Ich dowód przedstawimy w podrozdziale 2.2.

Iniektywno±¢ odwzorowania generowanego przez wspóªrz¦dne reprezentatywne (która im-
plikuje immersywno±¢ (zob. np. [Ros82]), a wi¦c Twierdzenie 0.2 i Twierdzenie 0.3) wydaje
si¦ by¢ gª¦bszym faktem, do wykazania którego metody tej pracy nie wydaj¡ si¦ by¢ do-
statecznie silne. Wiadomo tylko, »e równie» �lokalnie� iniektywno±¢ zachodzi. Mimo tego
sama geometryczna kontrola �obszaru immersywno±ci� wydaje si¦ by¢ krokiem do przodu w
lepszym zrozumieniu wspóªrz¦dnych reprezentatywnych.

W nast¦pnej cz¦±ci tej pracy przeniesiemy wyniki poprzedniego rozdziaªu na rozmaito-
±ci zespolone. Rozpatrywanie j¡dra Bergmana dla funkcji jest zbyt restrykcyjne, gdy» dla
wielu (np. zwartych) rozmaito±ci jedynymi funkcjami holomor�cznymi s¡ staªe. Dlatego te»
dokonamy mody�kacji de�nicji obiektów z poprzedniego rozdziaªu, przenosz¡c je na formy
ró»niczkowe maksymalnego stopnia. Rozdziaª ten jest w du»ej mierze po±wi¦cony dowodom
faktu, »e przenoszenie teorii z Cn na rozmaito±ci jest poprawne oraz analizie jakie dodatkowe
zaªo»enia o rozmaito±ci musz¡ by¢ speªnione, aby uzyskana teoria si¦ nie trywializowaªa. W
szczególno±ci mo»na rozpatrywa¢ wspóªrz¦dne reprezentatywne metryki Bergmana na nie-
których rozmaito±ciach. W kontek±cie rozmaito±ci nie pojawiaj¡ si¦ ju» powy»sze w¡tpliwo±ci
o zasadno±¢ konstrukcji, gdy» globalne euklidesowe ukªady wspóªrz¦dnych ju» nie wyst¦puj¡.
Co wi¦cej, opisane zalety wspóªrz¦dnych reprezentatywnych czyni¡ ich wybór szczególnie
uzasadnionym. Ponadto wyka»emy nast¦puj¡ce twierdzenie z zakresu geometrii rozmaito±ci

Twierdzenie 0.4. Niech M b¦dzie zespolon¡ zwart¡ rozmaito±ci¡ dopuszczaj¡c¡ metryk¦
Bergmana. Wtedy diamM ≥ π

2
, gdzie ±rednica diamM wzi¦ta jest wzgl¦dem metryki Berg-

mana.

Jak ju» zostaªo wspomniane, metryka Bergmana byªa modelem dla ogólniejszych metryk
rozpatrywanych w geometrii ró»niczkowej. Pomimo tego wydaje si¦, »e do dzi± wzgl¦dnie
maªo wiadomo o geometrii jak¡ generuje sama metryka Bergmana. Wynika to oczywi±cie
mi¦dzy innymi z faktu, »e wzór na j¡dro (a wi¦c i na metryk¦) Bergmana w wi¦kszo±ci
przypadków nie posiada prostej postaci explicite - dany jest jako suma szeregu funkcji, które
stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ pewnej przestrzeni Hilberta. Niestety wyznaczenie takiej bazy
mo»liwe jest (efektywnie) tylko dla specjalnych obszarów, które �posiadaj¡ du»o symetrii�. W
ostatniej cz¦±ci zbadamy kilka aspektów geometrii zadanej przez metryk¦ Bergmana, podaj¡c
trzy przykªady modelowane na geometrii pier±cienia na pªaszczy¹nie

Pr := {z ∈ C : r < |z| < 1}.
Pierwszy przykªad posiada osobn¡ histori¦:
Z punktu widzenia geometrii ró»niczkowej metryka Bergmana jest szczególn¡ metryk¡

kählerowsk¡. Próbowano wi¦c wyznacza¢ rozmaite oszacowania na ró»ne krzywizny tej me-
tryki. Niektóre oszacowania zale»¡ od wªasno±ci obszaru, inne maj¡ charakter uniwersalny.
Tak na przykªad ju» Bergmanowi byªo wiadomo, »e holomor�czna krzywizna sekcyjna me-
tryki Bergmana jest nie wi¦ksza ni» 2 (fakt ten jako pierwszy udowodniª Fuks [Fuc37]).
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Kobayashi w swojej przeªomowej pracy [Kob59] wyraziª przypuszczenie, »e wi¦kszo±¢ obsza-
rów ograniczonych ma jednak ujemn¡ holomor�czn¡ krzywizn¦ sekcyjn¡ metryki Bergmana.
Po pewnym czasie Lebed (zob. [Leb71]) wykazaª, »e gdy n ≥ 2 staªa 2 jest optymalna w
nast¦puj¡cym sªabym sensie: Dla ka»dego ε > 0 istnieje ograniczony obszar Uε, dla którego
istnieje z0 ∈ Uε i X ∈ Cn takie, »e holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana
w punkcie z0 i kierunku X, RUε(z0, X) > 2− ε. Istotny post¦p w tej dziedzinie dokonaª si¦
dopiero niedawno. Wiadomo w szczególno±ci, »e staªa 2 jest optymalna w mocnym sensie.
Sprawa optymalno±ci w wymiarze n = 1 pozostawaªa jednak otwarta. W tej pracy wyka»emy,
»e (zob. te» [Din09])
Twierdzenie 0.5. Dla pier±cienia na pªaszczy¹nie Pr zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci

lim
r→0+

RPr(
√
r) = −∞

lim
r→0+

RPr(r
3
10 ) = 2.

W szczególno±ci daje nam to sªab¡ optymalno±¢ staªej 2 oraz brak uniwersalnego ograni-
czenia od doªu.

Ponadto wykorzystamy Twierdzenie 0.5 do konstrukcji ograniczonego obszaru na pªasz-
czy¹nie, dla którego holomor�czna krzywizna sekcyjna metryki Bergmana jest rozbie»na w
pewnym jego punkcie brzegowym. Konkretnie wyka»emy
Twierdzenie 0.6. Istnieje ograniczony obszar na pªaszczy¹nie Ω oraz punkt ζ ∈ ∂Ω taki, »e

lim sup
Ω3z→ζ

RΩ(z) = 2

lim inf
Ω3z→ζ

RΩ(z) = −∞.

Dzi¦ki faktowi, »e ró»ne krzywizny redukuj¡ si¦ do tej samej krzywizny Gaussa, gdy
wymiar wynosi 1, uzyskujemy wnioski nie tylko o holomor�cznej krzywi¹nie sekcyjnej, lecz i
o innych krzywiznach. W szczególno±ci krzywizna Ricciego metryki Bergmana nie musi by¢
ograniczona od doªu dla dowolnych obszarów co naturalnie wi¡»e ten wynik z Twierdzeniami
0.2 i 0.3.

Drugi przykªad przytoczony jest w celu wykazania, »e Twierdzenie 0.1 jest w pewnym
sensie optymalne, mianowicie mamy
Twierdzenie 0.7. Dla ka»dego ε > 0 istnieje ograniczony obszar Ωε taki, »e istnieje z0 ∈ Ωε,
dla którego K(·, z0) posiada zero w kuli geodezyjnej {z ∈ Ωε : distΩε(z, z0) <

π
2

+ ε}.
W podobnym duchu utrzymana jest konstrukcja przykªadu trzeciego, który wskazuje

jak nale»y zmody�kowa¢ Twierdzenia 0.2 i 0.3 aby oszacowanie promieni kul, które w nich
wyst¦puj¡ równie» byªo optymalne.
Twierdzenie 0.8. Dla ka»dego ε > 0 istnieje ograniczony obszar Ωε taki, »e istnieje z0 ∈ Ωε,
dla którego z → (w1(z), z2(z), .., wn(z))

t nie jest immersj¡ w caªej kuli geodezyjnej
{z ∈ Ωε : ˜distΩε(z, z0) <

π

2
+ ε}.

Odlegªo±¢ ˜dist jest tu odlegªo±ci¡ geodezyjn¡ ale wzgl¦dem innej metryki, danej bardziej
skomplikowanym wzorem. Metryka ta jest te» zdecydowanie rzadziej spotykana w pracach
matematycznych. Jednak»e dzi¦ki jej bliskim zwi¡zkom z metryk¡ Bergmana mo»emy uzy-
ska¢ Twierdzenia 0.2 i 0.3.
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Podzi¦kowania. Pragn¦ wyrazi¢ serdeczne podzi¦kowania mojemu promotorowi Zbignie-
wowi Bªockiemu za dªugoletni¡ opiek¦ naukow¡, wprowadzenie do tematyki i zaprezento-
wanie otwartych problemów, za wszelkie uwagi pod adresem niniejszej pracy na etapie jej
powstawania jak i za cenione przez mnie fachowe i jednocze±nie liberalne podej±cie do naszej
wspóªpracy.

Pragn¦ podzi¦kowa¢ tak»e pozostaªym pracownikom katedry Analizy Matematycznej Uni-
wersytetu Jagiello«skiego, profesorom Józefowi Siciakowi, Markowi Jarnickiemu, Sªawomi-
rowi Koªodziejowi, Wªodzimierzowi Zwonkowi oraz profesorom Wiesªawowi Ple±niakowi i
Armenowi Edigarianowi za trud wªo»ony w przekazanie wiedzy w trakcie seminariów, wykªa-
dów i ¢wicze«, w których miaªem szcz¦±cie uczestniczy¢. Wiele inspiruj¡cych idei, o których
po raz pierwszy usªyszaªem w trakcie ww. zaj¦¢, le»y u podstaw tej pracy jak i przyczyniªo
si¦ do ukierunkowania moich zainteresowa« naukowych.

Nie mo»e zabrakn¡¢ podzi¦kowa« dla mojego brata Sªawomira, za wspólne stawianie
pierwszych kroków w matematyce, dzielenie si¦ pasj¡ i liczne inspiruj¡ce dyskusje.

Wreszcie pragn¦ podzi¦kowa¢ osobom, które miaªy istotny udziaª w uksztaªtowaniu mnie
jako czªowieka na ró»nych etapach mojego »ycia. Przede wszystkim moim rodzicom Danucie
i Dymitrowi, dalszej rodzinie, nauczycielom Georgiemu Dimitrowowi i Stance Kunczewej, ±p.
ks. Marianowi Gr¡dzielowi CR, prof. Nikoªajowi Nikoªowowi oraz szczególnie »onie Izabeli
za oddanie, miªo±¢ i wsparcie we wszystkich trudach dnia codziennego.

Praca ta powstaªa przy pomocy grantu promotorskiego nr N N201 271235 Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wy»szego.

1. Preliminaria
1.1. Oznaczenia i konwencje. Przez Cn b¦dziemy oznacza¢ n- wymiarow¡ zespolon¡ prze-
strze« wektorow¡ z norm¡ euklidesow¡.

Fakt, »e obszar (zbiór otwarty i spójny) Ω jest ograniczony b¦dziemy oznacza¢ przez
Ω ⊂⊂ Cn.
Uwaga. Zaªo»enie ograniczono±ci w wi¦kszo±ci twierdze« tej pracy mo»na zast¡pi¢ sªab-
szymi zaªo»eniami, np. »e obszar jest biholomor�czny z obszarem ograniczonym, lub zupeª-
nie pomin¡¢. Powodem rozpatrywania obszarów ograniczonych jest nie do ko«ca rozwini¦ta
teoria funkcji holomor�cznych, caªkowalnych z kwadratem na obszarach ogólnych (w tym
nieograniczonych). W szczególno±ci brak jest (w przypadku n > 1) charakteryzacji obsza-
rów, dla których ww. przestrze« funkcji holomor�cznych i caªkowalnych z kwadratem jest
niezerowa. Nie mo»na te» (w sytuacji ogólnej) zaªo»y¢, »e skªadowe odwzorowania identycz-
no±ciowego z1, z2, ..., zn, które zadaj¡ naturalny euklidesowy ukªad wspóªrz¦dnych, nale»¡ do
tej przestrzeni, co jest bardzo istotne w kilku miejscach tej pracy. Poniewa» intencj¡ pracy nie
jest szczegóªowa analiza ró»nicy w teoriach w przypadkach ograniczonym i nieograniczonym,
postanowiono dla uproszczenia rozpatrywa¢ wyª¡cznie obszary ograniczone.

Przez
√−1 b¦dziemy oznacza¢ jednostk¦ urojon¡ i, notacja ta jest zgodna z powszechnie

przyj¦t¡ w geometrii ró»niczkowej i ma na celu oszcz¦dzenie indeksu �i� do wykorzystania w
bardziej skomplikowanych wzorach.

Znaczek � t"przy wyra»eniu oznaczaª b¦dzie transponowanie.
Przez TrP b¦dziemy oznacza¢ ±lad macierzy P .
Przez ∂Ω b¦dziemy oznacza¢ brzeg topologiczny obszaru Ω.
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Dla uªatwienia zapisu stosowa¢ b¦dziemy konwencj¦

K(z, z)1 =
∂

∂z1

K(z, z)(=
∂

∂z
K(z, z), gdy n = 1)

K(z, z)1̄ =
∂

∂z̄1

K(z, z)(=
∂

∂z̄
K(z, z), gdy n = 1)

K(z, z)11̄ =
∂2

∂z1∂z̄1

K(z, z)(=
∂2

∂z∂z̄
K(z, z), gdy n = 1)

itd.
Przez Jac

(
∂g
∂z

)
= ∂(g1,g2,...,gn)

∂(z1,z2,...,zn)
b¦dziemy oznacza¢ wyznacznik zespolonej macierzy Jaco-

biego odwzorowania g:

det




∂g1
∂z1

· · · ∂g1
∂zn... . . . ...

∂gn

∂z1
· · · ∂gn

∂zn




Przez O(f(r)) b¦dziemy oznacza¢ wyra»enie, które podzielone przez f(r) jest ograniczone,
gdy r d¡»y do 0, r > 0.

Przez o(f(r)) b¦dziemy oznacza¢ wyra»enie, które podzielone przez f(r) d¡»y do zera,
gdy r d¡»y do 0, r > 0.

Przez O(Ω) b¦dziemy oznacza¢ zbiór wszystkich funkcji holomor�cznych n- zmiennych
na obszarze Ω ⊂ Cn. Zbiór O(Ω) posiada naturaln¡ struktur¦ przestrzeni wektorowej.

Przez L2 ∩ O(Ω) b¦dziemy oznacza¢ podprzestrze« O(Ω) zªo»on¡ z tych funkcji f , dla
których ∫

Ω

|f |2dλ <∞,

gdzie dλ oznacza miar¦ Lebesgue'a w Cn. Przestrze« L2∩O(Ω) posiada struktur¦ zespolonej
przestrzeni Hilberta z iloczynem skalarnym

L2 ∩ O(Ω)× L2 ∩ O(Ω) 3 f, g −→ 〈f, g〉 =

∫

Ω

fḡdλ ∈ C .

Przestrze« t¡ b¦dziemy nazywa¢ przestrzeni¡ funkcji holomor�cznych, caªkowalnych z kwa-
dratem na obszarze Ω.

Poprzez zwart¡ rozmaito±¢ zawsze b¦dziemy rozumie¢ rozmaito±¢ bez brzegu, która jest
topologicznie zwarta.

Poprzez X(f), gdzie X jest wektorem z zespolonej przestrzeni stycznej do rozmaito±ci
(zespolonej) M w punkcie z0 ∈M , b¦dziemy rozumie¢ wyra»enie

n∑
i=1

xi
∂f(z)

∂zi |z=z0
,

gdzie ∂
∂zi
, i = 1..n s¡ lokalnymi pochodnymi cz¡stkowymi, w lokalnych wspóªrz¦dnych z,

w otoczeniu punktu z0. Pochodne te tworz¡ baz¦ zespolonej przestrzeni stycznej do M w
punkcie z0 i X =

∑n
i=1 xi

∂
∂zi

.
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1.2. De�nicje z zakresu Analizy Zespolonej.
De�nicja 1.1. Niech Ω ⊂ Cn b¦dzie obszarem o brzegu gªadkim w punkcie z0 ∈ ∂ Ω.
Przestrzeni¡ styczn¡ w punkcie z0 b¦dziemy nazywa¢ zespolon¡, n−1 wymiarow¡ przestrze«
wektorow¡ (zawart¡ w Cn), skªadaj¡c¡ si¦ z tych wektorów X, dla których

n∑
j=1

∂ ρ

∂ zj
(z0)Xj = 0,

dla dowolnej gªadkiej lokalnej funkcji de�niuj¡cej ρ3. Zespolon¡ przestrze« styczn¡ do Ω w
punkcie z0 b¦dziemy oznacza¢ przez TCz0 .

De�nicja 1.2. Zaªó»my, »e obszar Ω jest obszarem o gªadkim brzegu. Obszar Ω b¦dziemy
nazywa¢ obszarem silnie pseudowypukªym, je»eli dla ka»dego punktu z brzegu Ω istnieje
gªadka lokalna funkcja de�niuj¡ca ρ, zde�niowana na otoczeniu U taka, »e

n∑

j,k=1

∂2 ρ

∂ zj ∂ zk
(z)XjXk > 0,

dla wszystkich z ∈ ∂ Ω ∩ U,X ∈ TCz \ {0}.
De�nicja 1.3. Obszar Ω ⊂⊂ Cn nazwiemy hiperwypukªym, gdy istnieje ujemna funkcja
plurisubharmoniczna h na Ω taka, »e zbiory {z ∈ Ω : h(z) < c} s¡ relatywnie zwarte w Ω,
dla ka»dego c < 0.

De�nicja 1.4. Ujemn¡ funkcj¡ Greena, dla obszaru Ω ⊂ C, o biegunie logarytmicznym w
z ∈ Ω, b¦dziemy nazywa¢ funkcj¦
GΩ(·, z) := sup{f(·) : f < 0, f jest subharmoniczna w Ω i lim

ζ→z
(f(ζ)− log |ζ − z|) <∞}.

Funkcja ta jest subharmoniczna w Ω i harmoniczna w Ω \ {z}.
Uwaga. Gdy Ω ⊂ C, nast¦puj¡ca równo±¢ równowa»na jest hiperwypukªo±ci

lim
Ω3ζ→∂Ω

GΩ(ζ, z) = 0,

dla ka»dego z ∈ Ω.

Twierdzenie 1.5 (Rouché). Niech f i f1 b¦d¡ funkcjami holomor�cznymi na obszarze Ω ⊂
C. Niech U ⊂ Ω b¦dzie jednospójnym obszarem o gªadkim brzegu. Je»eli |f ||∂U > |f1||∂U , to
funkcje f + f1 i f maj¡ tak¡ sam¡ ilo±¢ zer (licz¡c z krotno±ciami) w obszarze U .

1.3. De�nicje z zakresu Geometrii Ró»niczkowej.
De�nicja 1.6. Metryk¦ gpq̄ (odwzorowanie przyporz¡dkowuj¡ce ka»demu punktowi z ob-
szaru Ω zespolony iloczyn skalarny, którego macierz to (gpq̄)p,q=1..n) nazwiemy metryk¡ käh-
lerowsk¡, je»eli stowarzyszona z ni¡ forma

√−1
n∑

i,j=1

gij̄dzi ∧ dz̄j

3Okazuje si¦, »e zespolona przestrze« styczna nie zale»y od wyboru lokalnej funkcji de�niuj¡cej.
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jest d zamkni¦ta, gdzie d jest peªn¡ ró»niczk¡. Tj.

d

(
√−1

n∑
i,j=1

gij̄dzi ∧ dz̄j
)

= 0

lub równowa»nie
∂gij̄
∂zk

=
∂gkj̄
∂zi

,

dla i, j, k = 1..n.
De�nicja 1.7. Immersj¡ nazwiemy odwzorowanie ró»niczkowalne f mi¦dzy rozmaito±ciami
M i N lub mi¦dzy rozmaito±ci¡ M , a przestrzeni¡ niesko«czenie wymiarow¡ takie, »e jego
ró»niczka df jest staªego rz¦du (macierz pochodnych cz¡stkowych jest staªego rz¦du) na
caªej rozmaito±ci M , równego wymiarowi M . Je»eli rz¡d ró»niczki jest równy wymiarowi M
lokalnie to f nazwiemy lokaln¡ immersj¡, a obszar U ⊂M na którym wªasno±¢ ta zachodzi
nazwiemy obszarem immersywno±ci.
De�nicja 1.8. Zanurzeniem nazwiemy odwzorowanie ró»niczkowalne f mi¦dzy rozmaito-
±ciami M i N lub mi¦dzy rozmaito±ci¡ M , a przestrzeni¡ niesko«czenie wymiarow¡ takie, »e
jest jednocze±nie immersj¡ i odwzorowaniem iniektywnym.
De�nicja 1.9. Cofni¦ciem (z angielskiego �pullback�) metryki gij̄ na rozmaito±ci (lub prze-
strzeni niesko«czenie wymiarowej) N poprzez immersj¦ f mi¦dzy rozmaito±ci¡ M i N , na-
zwiemy metryk¦ hpq̄ na M zde�niowan¡ punktowo w nast¦puj¡cy sposób

hpq̄(ξ) := f ∗gij̄ =
dimN∑
i,j=1

∂fj(z)

∂zq
|z=ξgij̄(ζ)|ζ=f(ξ)

∂fi(z)

∂zp
|z=ξ,

dla p, q = 1, ..., dimM .
De�nicja 1.10. Zanurzeniem izometrycznym (lub izometri¡) nazwiemy zanurzenie f mi¦dzy
rozmaito±ciamiM z metryk¡ hpq̄ i N z metryk¡ gij̄ lub mi¦dzy rozmaito±ci¡M , a przestrzeni¡
niesko«czenie wymiarow¡ (oba obiekty wyposa»one w metryki) takim, »e hpq̄ jest cofni¦ciem
gij̄ przez zanurzenie f .
De�nicja 1.11. Powierzchni¡ Riemanna nazwiemy ka»d¡ jednowymiarow¡ (wymiar zespo-
lony) rozmaito±¢ zespolon¡.
Uwaga. Dowolna metryka na powierzchni Riemanna jest metryk¡ kählerowsk¡.
De�nicja 1.12. (zob. [FK92]) Zwart¡ powierzchni¦ Riemanna b¦dziemy nazywa¢ hiperelip-
tyczn¡, je»eli jest ona dwukrotnym rozgaª¦zionym nakryciem sfery Riemanna CP1. Równo-
wa»nie hipereliptyczne powierzchnie Riemanna mo»na zde�niowa¢ jako te, które dopuszczaj¡
istnienie globalnej, niestaªej funkcji meromor�cznej o dokªadnie dwóch biegunach jednokrot-
nych (lub o jednym biegunie, który jest dwukrotny).
De�nicja 1.13. Powiemy, »e zwarta powierzchnia Riemanna ma genus g, je»eli jest ona
homeomor�czna ze �sfer¡ z doklejonymi g r¡czkami�, obiektem w R3, który mo»na formalnie
zde�niowa¢ w nast¦puj¡cy sposób. Jest to brzeg topologiczny ∂X, gdzie X = B∪T1∪ ...∪Tg.
Powy»ej B = {(x, y, z) ∈ R3 : |x|2 + |y|2 + |z|2 < 1} jest kul¡ jednostkow¡, a

Tj :=
{(

cos

(
2jπ

g

)
+ (R + r cos v) cos u, sin

(
2jπ

g

)
+ (R + r cos v) sin u, r sin v

)
∈ R3 :

10



u, v ∈ (0, 2π]
}
, j = 1..g

jest obrazem odwzorowania parametryzuj¡cego torus. Parametry R i r s¡ dodatnimi liczbami
rzeczywistymi takimi, »e r < R (aby torus "miaª dziur¦") i 2 arccos 2−(R+r)2

2
< 2π

g
(aby

poszczególne torusy (r¡czki) nie nachodziªy na siebie).

(a) widok z boku (b) widok z góry

Rysunek 1. Sfera z g r¡czkami, dla g = 6

Twierdzenie 1.14. (zob. [FK92]) Ka»da zwarta powierzchnia Riemanna, której genus g = 2
jest hipereliptyczna.
Twierdzenie 1.15. (zob. [FK92]) Niech M b¦dzie zwart¡ powierzchni¡ Riemanna genusu
g. M jest hipereliptyczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automor�zm f : M → M taki,
»e f ◦ f = idM (automor�zm inwolucyjny) i f posiada dokªadnie 2g + 2 punkty staªe (tj.
punkty zj ∈ M, j = 1..2g + 2 takie, »e f(zj) = zj). Je»eli 〈f〉 jest grup¡ ze wzgl¦du na
operacj¦ skªadania (rz¦du 2), generowan¡ przez automor�zm f , to rozgaª¦zione nakrycie
mo»na zrealizowa¢ jako rzutowanie kanoniczne π : M → M/〈f〉 ∼= CP1. Rozgaª¦zienia
wyst¦puj¡ dokªadnie w punktach staªych automor�zmu f .
De�nicja 1.16. Niech M b¦dzie zwart¡ powierzchni¡ Riemanna genusu g. Dla ka»dego
punktu p ∈M ci¡giem lukowym Weierstrassa nazwiemy ci¡g

1 = n1 < n2 < ... < ng < 2g, nj ∈ N, j = 1..g

liczb takich, »e nie istnieje funkcja meromor�czna na M , holomor�czna na M \ {p} i posia-
daj¡ca biegun rz¦du nj w punkcie p. Dopeªnienie ci¡gu lukowego, {1, ..., 2g} \ {n1, n2, ..., ng}
posiada struktur¦ addytywn¡, gdy» je»eli funkcja f1 ma biegun rz¦du l1, a f2 ma biegun rz¦du
l2, to f1f2 ma biegun rz¦du l1 + l2 w punkcie p. Ci¡g lukowy jest ±ci±le zale»ny od punktu.
Wag¡ punktu p ∈ M nazwiemy liczb¦ mp = (n1 − 1) + (n2 − 2) + ... + (ng − g) ∈ N ∪ {0}
gdzie {nj}gj=1 jest ci¡giem lukowym w punkcie p. Powiemy, »e punkt p ∈ M jest punktem
Weierstrassa, je»eli mp > 0.
Obserwacja 1. Gdy M jest hipereliptyczn¡ powierzchni¡ Riemanna genusu g, to punktów
Weierstrassa jest dokªadnie 2g+ 2. S¡ to punkty staªe automor�zmu inwolucyjnego z Twier-
dzenia 1.15. Ponadto w ka»dym punkcie Weierstrassa ci¡g lukowy to 1, 3, 5, .., 2g− 1, a wi¦c
jego waga to g(g−1)

2
.
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Twierdzenie 1.17. (zob. [FK92]) Suma wszystkich wag
∑

p∈M mp = g(g2 − 1). W szczegól-
no±ci punktów Weierstrassa na zwartej powierzchni Riemanna jest sko«czenie wiele, ponadto
gdy g > 1, punkty Weierstrassa istniej¡.
Twierdzenie 1.18 (Wersja twierdzenia Riemanna-Rocha). NiechM b¦dzie zwart¡ powierzch-
ni¡ Riemanna o genusie g. Zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

dimL
(
(z − z0)

j
)

= ord
(
(z − z0)

j
)

+ dim Ω
(
(z − z0)

j
)
− g + 1,

dla ka»dego j ∈ N ∪ {0}, gdzie L
(
(z − z0)

j
)

jest przestrzeni¡ wektorow¡ wszystkich glo-
balnych funkcji meromor�cznych, holomor�cznych poza {z0} i posiadaj¡cych w z0 biegun
rz¦du co najwy»ej j, ord

(
(z − z0)

j
)
jest rz¦dem wyra»enia (z − z0)

j i wynosi j, natomiast

Ω
(
(z − z0)

j
)
jest przestrzeni¡ wszystkich holomor�cznych (1, 0) - form na M posiadaj¡cych

w z0 zero rz¦du co najmniej j (czyli ϕ takich, »e limz→z0

∣∣∣ ϕ∗(z)
(z−z0)j

∣∣∣ <∞).

Uwaga. Formy z przestrzeni Ω
(
(z − z0)

j
)

mog¡ si¦ zerowa¢ równie» w innych punktach

powierzchni Riemanna M , natomiast funkcje meromor�czne z przestrzeni L
(
(z − z0)

j
)
nie

mog¡ mie¢ biegunów innych ni» w punkcie z0.
1.4. De�nicje obiektów zwi¡zanych z j¡drem Bergmana. Niech z0 ⊂ U ⊂⊂ Cn,
X, Y ∈ Cn. Wprowad¹my wielko±ci

(1.1) J0,U(z0) := sup{|f(z0)|2 : f ∈ L2 ∩ O(U),

∫

U

|f |2dλ ≤ 1}

J1,U(z0;X) := sup
{∣∣∣

n∑
j=1

∂f

∂zj
(z0)Xj

∣∣∣
2

: f ∈ L2 ∩ O(U),

(1.2)
∫

U

|f |2dλ ≤ 1, f(z0) = 0
}

J2,U(z0;X, Y ) := sup
{∣∣∣

n∑
i,j=1

∂2f

∂zj∂zi
(z0)XjYi

∣∣∣
2

: f ∈ L2 ∩ O(U),

(1.3)
∫

U

|f |2dλ ≤ 1, f(z0) = 0,
∂f

∂zj
(z0) = 0, j = 1..n

}

Obserwacja 2. Je»eli z0 ∈ U ⊂ Ω ⊂⊂ Cn, to
∞ > J0,U(z0) ≥ J0,Ω(z0) > 0,

∞ > J1,U(z0;X) ≥ J1,Ω(z0;X) > 0

i
∞ > J2,U(z0;X, Y ) ≥ J2,Ω(z0;X,Y ) > 0,

dla dowolnych X, Y ∈ Cn \{0}.
Uwaga. Wynika to z faktu, »e supremum brane jest po wi¦kszej rodzinie.
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Niech ϕ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2...} b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta L2∩O(Ω). J¡dro
Bergmana obszaru Ω, K(z, ζ) = KΩ(z, ζ) zde�niowane jest nast¦puj¡c¡ równo±ci¡

(1.4) K(z, ζ) :=
∞∑
i=0

ϕi(z)ϕi(ζ).

Szereg wyst¦puj¡cy w powy»szej równo±ci jest zbie»ny lokalnie jednostajnie na zbiorze (z, ζ) ∈
Ω× Ω. Okazuje si¦, »e de�nicja K(z, ζ) nie zale»y od wyboru bazy ϕ.

Obserwacja 3. Zachodzi równo±¢ K(z, ζ) = K(ζ, z), w szczególno±ci K(z, z) ∈ R+, dla
z ∈ Ω.
Obserwacja 4. K(·, ζ) ∈ L2 ∩ O(Ω), dla ustalonego ζ ∈ Ω. Z Obserwacji 3 wynika, »e
K(z, ·) jest funkcj¡ antyholomor�czn¡, dla ustalonego z ∈ Ω.
Uwaga. Dla podkre±lenia powy»szego faktu, czasami w literaturze u»ywa si¦ notacjiK(z, ζ̄).
Obserwacja 5. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢

KU(z, ζ) = KΩ(F (z), F (ζ))Jac

(
∂F

∂z

)
(z)Jac

(
∂F

∂z

)
(ζ).

Obserwacja 6. Je»eli z ∈ Ω ⊂⊂ Cn, zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢ KΩ(z, z) = J0,Ω(z).
Obserwacja 7. Je»eli U,Ω ⊂⊂ Cn s¡ obszarami, to zachodzi nast¦puj¡ca wªasno±¢ produk-
towa dla j¡dra Bergmana obszaru Ω× U ⊂ C2n

KΩ×U ((z1, z2), (ζ1, ζ2)) = KΩ (z1, ζ1)KΩ (z2, ζ2) .

Twierdzenie 1.19 (Ohsawy). (zob. [Ohs93]) Je»eli Ω jest obszarem hiperwypukªym to
K(z, z) →∞,

gdy Ω 3 z → ∂Ω.
Z j¡drem Bergmana zwi¡zana jest nast¦puj¡ca (1, 1)-forma ró»niczkowa.

(1.5)
√−1

n∑
i,j=1

Tij̄(z)dzi ∧ dz̄j :=
√−1

n∑
i,j=1

∂2

∂zi∂z̄j
logK(z, z)dzi ∧ dz̄j

(Tzn. Tij̄(z) = ∂2

∂ζi∂ζ̄j
logK(ζ, ζ)|ζ=z)

Przy naszych zaªo»eniach (Ω ⊂⊂ Cn) forma ta jest globalnie dodatnio okre±lona, po-
nadto ªatwo zauwa»y¢, »e jest to forma kählerowska z globalnym potencjaªem (logK(z, z)).
Stowarzyszona z t¡ form¡ metryka

∑n
i,j=1 Tij̄dzidz̄j nazwiemy metryk¡ Bergmana.

Dªugo±¢ wektora X ∈ Cn, wzgl¦dem tej metryki w punkcie z ∈ Ω to

(1.6) β(z,X) = βΩ(z,X) :=

√√√√
n∑

i,j=1

Tij̄(z)XiX̄j,

Obserwacja 8. Podobnie jak w Obserwacji 5, je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem
biholomor�cznym mi¦dzy ograniczonymi obszarami U i Ω, a X ∈ Cn, to zachodzi równo±¢:

βU(z,X) = βΩ(F (z), F ′X).
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Obserwacja 9. Powy»sza równo±¢ dowodzi, »e odwzorowania biholomor�czne s¡ izometriami
rozmaito±ci kählerowskich - obszarów U i Ω, wyposa»onych w metryki Bergmana.

Twierdzenie 1.20. (zob.[Die70],[Die73],[McN92] i [DH00]) Dªugo±¢ wektora X ∈ Cn \{0},
wzgl¦dem metryki Bergmana dla ograniczonego obszaru silnie pseudowypukªego Ω zachowuje
si¦ w nast¦puj¡cy sposób przy brzegu

lim
Ω3p→∂Ω

βU(p,X) = ∞.

Uwaga. W odró»nieniu od sytuacji w Twierdzeniu 1.19, teza Twierdzenia 1.20 nie zachodzi
dla ogólnych obszarów hiperwypukªych. Kontrprzykªadem jest np. obszar D×D, przy wybo-
rze wektora X = (1, 0)t i d¡»eniu p = (0, z),D 3 z → ∂D. Natomiast w sytuacji gdy wymiar
n = 1, teza Twierdzenia 1.20 zachodzi równie» dla obszarów hiperwypukªych (zob. [PZ03]).

Obserwacja 10. Je»eli z ∈ Ω ⊂⊂ Cn, X ∈ Cn, to

β2(z,X) =
J0,U(z)

J1,U(z;X)
.

Dªugo±¢ krzywej kawaªkami C1

γ : [0, 1] 3 t→ γ(t) ∈ Ω,

oznaczymy przez

(1.7) `(γ) :=

∫ 1

0

β(t, γ′(t))dt

Odlegªo±¢ Bergmana pomi¦dzy dwoma punktami z, ζ ∈ Ω

(1.8) distΩ(z, ζ) := inf{`(γ) : γ jest kawaªkami C1 krzyw¡ tak¡, »¦ γ(0) = z, γ(1) = ζ}.
Odlegªo±¢ Bergmana jest rzeczywi±cie odlegªo±ci¡ i wyposa»a obszar Ω w struktur¦ prze-
strzeni metrycznej.

Obserwacja 11. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢:

distU(z, ζ) = distΩ(F (z), F (ζ)).

Niech G(z) := det(Tij̄(z))i,j=1..n. Wprowad¹my nast¦puj¡c¡ form¦ ró»niczkow¡

(1.9)
√−1

n∑
i,j=1

T̃ij̄(z)dzi ∧ dz̄j :=
√−1

n∑
i,j=1

(
(n+ 1)Tij̄(z) +

∂2

∂zi∂z̄j
logG(z)

)
dzi ∧ dz̄j.

Powy»sza forma jest tak»e dodatnio okre±lona (zob. np. [Lu08]) przy zaªo»eniu Ω ⊂⊂ Cn
oraz kählerowska, z potencjaªem Kählera log (K(z, z)n+1G(z)). Nieco innej konstrukcji u»yto
w [Kat67]. Tak jak powy»ej de�niujemy dªugo±¢ wektora β̃(z,X), dªugo±¢ krzywej ˜̀(γ) i
odlegªo±¢ ˜distΩ(z, ζ) wzgl¦dem tej nowej metryki kählerowskiej.

Obserwacja 12. powy»sze obiekty zachowuj¡ si¦ tak samo wzgl¦dem biholomor�zmów jak
stosownie β(z,X), `(γ) i distΩ(z, ζ).
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De�nicja 1.21. Dla obszaru Ω ⊂⊂ Cn, z0 ∈ Ω i i = 1..n,

wi(z) =
n∑
j=1

T ji(z0)
∂

∂ζ̄j
log

K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0
,

gdzie T ji(z0) jest macierz¡ odwrotn¡ do (Tij(z))i,j=1..n, jest i-t¡ wspóªrz¦dn¡ reprezenta-
tywn¡. Odwzorowanie w : Ω 3 z → (w1(z), w2(z), ..., wn(z))

t ∈ Cn nazwiemy odwzorowa-
niem generowanym przez wspóªrz¦dne reprezentatywne.

Obserwacja 13. Poniewa»




∂w1

∂z1
· · · ∂w1

∂zn... . . . ...
∂wn

∂z1
· · · ∂wn

∂zn


 w punkcie z0 redukuje si¦ do macierzy jed-

nostkowej In, w pewnym maªym otoczeniu punktu z0 odwzorowanie w b¦dzie dobrze okre±lon¡
immersj¡ i iniekcj¡ holomor�czn¡.
Obserwacja 14. Odwzorowanie w mo»na dobrze (jednoznacznie) zde�niowa¢ jako odwzo-
rowanie holomor�czne (bez osobliwo±ci) na caªym Ω, poza zbiorem

Wz0 := {z ∈ Ω : K(z, z0) = 0}.
Logarytm nie powoduje potrzeby rozpatrzenia ró»nych gaª¦zi, gdy» poprzedzony jest on ope-
racj¡ ró»niczkowania.
Obserwacja 15. Odwzorowanie w jest immersj¡ na caªym Ω, poza zbiorem Wz0∪W̃z0, gdzie

W̃z0 := {z ∈ Ω : det(
∂2

∂zi∂z̄j
logK(z, z0))i,j=1..n = 0}.

Obserwacja 16. Zbiory Wz0 i W̃z0 s¡ zbiorami analitycznym wymiaru co najwy»ej n− 1.

Obserwacja 17. Gdy Ω ⊂ C jest obszarem jednospójnym to odwzorowanie
√
πK(z0,z0)

2
w1

(przy ustalonym z0 ∈ Ω) realizuje efektywnie biholomor�zm Ω na koªo jednostkowe, przy
czym w1(z0) = 0.
1.5. Holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana. Holomor�czna krzy-
wizna sekcyjna dla ogólnej metryki kählerowskiej gpq̄ na obszarze U ⊂ Cn, w punkcie z ∈ U
i w kierunku X ∈ Cn \{0} jest dana nast¦puj¡cym wzorem:

(1.10) Rg
U(z,X) :=

(
n∑

p,q=1

gpqXpXq

)−2 n∑

i,j,k,l=1

RijklXiXjXkXl,

gdzie

Rijkl := − ∂2gji
∂zk∂zl

+
n∑

r,s=1

grs
∂gjr
∂zk

∂gsi
∂zl

,

gdzie grs oznacza (r, s)-ty element macierzy odwrotnej do gpq. Wyra»enie w nawiasie w
de�nicji Rg

U peªni funkcje normalizacyjne.
Obserwacja 18. Holomor�czna krzywizna sekcyjna nie zale»y od dªugo±ci wektora X, tylko
od jego kierunku. Jest to wi¦c warto±¢ zale»na tylko od wyboru pªaszczyzny zespolonej

{λX : λ ∈ C}.
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W przypadku gdy chcemy wyrazi¢ holomor�czn¡ krzywizn¦ sekcyjn¡ konkretnie dla me-
tryki Bergmana, to za gpq podstawiamy ∂2

∂zp∂zq
logK(z, z). Przy takim wyborze b¦dziemy

opuszcza¢ znaczek "g", pisz¡c RU(z,X), zamiast Rg
U(z,X). Konwencja ta b¦dzie obowi¡zy-

wa¢ równie» w przypadku pozostaªych krzywizn, zde�niowanych poni»ej.
Twierdzenie 1.22. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢

RU(z,X) = RΩ(F (z), F ′X).

Twierdzenie 1.23 (Klembecka). (zob. [Kle78], gdzie u»yto innej notacji, st¡d ró»nica w
staªych) Holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana dla ograniczonego obszaru
silnie pseudowypukªego Ω zachowuje si¦ w nast¦puj¡cy sposób przy brzegu

lim
Ω3p→∂Ω

RΩ(p,X) = − 2

n+ 1
.

W szczególno±ci granica nie zale»y od kierunku X.
Twierdzenie 1.24 (Kima i Yu). (zob. [KY96a]) Powy»sze zachowanie RΩ pozostaje bez
zmian przy sªabszych zaªo»eniach - gdy Ω jest obszarem silnie pseudowypukªym z brzegiem
klasy C2 (tzn. zamiast zakªada¢ gªadko±¢ lokalnej funkcji de�niuj¡cej w De�nicji 1.2 zakªa-
damy tylko klas¦ C2).
Twierdzenie 1.25 (Fuksa). Holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana dla
ograniczonego obszaru Ω w dowolnym punkcie z ∈ Ω i dla dowolnego kierunku X ∈ Cn \{0}
jest zawsze mniejsza ni» 2.

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e powy»sze ograniczenie jest optymalne w sªabym sensie
Przykªad 1.26 (Lebeda). (zob. [Leb71]) Dla obszaru

Ωε := {z ∈ Cn : |z1| < 1, .., |zn−1| < 1, |zn| < hε(|zn−1|)},
gdzie

hε(r) =

{
ε−3 , je»eli 0 ≤ r ≤ ε

r−3 , je»eli ε ≤ r ≤ 1
,

który jest ograniczony, zachodzi równo±¢ RΩε(0, (0, ..0, 1, 0)t) = 2− 6(3−2ε2)2

(3−ε4)(1−6 log(ε))
. W szcze-

gólno±ci
lim
ε→0+

RΩε(0, (0, ..0, 1, 0)t) = 2.

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e powy»sze ograniczenie jest optymalne w mocnym sen-
sie
Przykªad 1.27 (Chena i Lee). (zob. [CL09]) Obszar

Ω1 = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : Imz3 > |z4
1 + z2

1z2 + z1z
2
2 + z4

2 |2}
jest nieograniczony. Mo»na jednak dobra¢ taki obszar Ω2 ograniczony, gªadki, pseudowypukªy
i zawieraj¡cy zero, »e Ω = Ω1 ∩Ω2 jest obszarem ograniczonym o gªadkim brzegu. Zachodzi
równo±¢

lim
Ω3p→0

RΩ(p, (1, 0, 0)t) = 2,

pod warunkiem, »e p d¡»y do brzegu w sposób niestyczny.
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Ponadto holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana mo»e by¢ nieograni-
czona od doªu

Przykªad 1.28 (Herborta). (zob. [Her07]) Niech a,m ∈ N b¦d¡ takie, »e 2a < m. Obszar

Ω = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : Rez1 + |z1|2 + |z2|2m + |z2z3|2a + |z3|2m < 0}
jest ograniczony i posiada gªadki brzeg. Zachodzi na nim równo±¢

lim
t→0

RΩ(t(1, 0, 0), (0, 1, 1)t) = −∞.

Zauwa»my, »e wszystkie powy»sze przykªady podane s¡ w przestrzeniach o wy»szych
wymiarach. W sytuacji n = 1 zachodzi

Obserwacja 19. Je»eli Ω ⊂⊂ C jest obszarem z gªadkim brzegiem, to holomor�czna krzy-
wizna sekcyjna dla metryki Bergmana obszaru Ω jest ograniczona od doªu oraz istnieje ε > 0
takie, »e RΩ < 2−ε, dla ka»dego punktu z Ω. Dzieje si¦ tak dlatego, »e obszar o gªadkim brzegu
w C jest silnie pseudowypukªy (warunki s¡ pusto speªnione), a zatem zachodzi Twierdzenie
1.23. Ponadto holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana nie mo»e osi¡gn¡¢
warto±ci 2 ani warto±ci −∞ w punkcie wewn¦trznym obszaru (zob. wzór (1.11) poni»ej).

Prawdziwe jest te» nieco ogólniejsze stwierdzenie

Obserwacja 20. Je»eli Ω ⊂⊂ C jest obszarem sko«czenie spójnym, to holomor�czna krzy-
wizna sekcyjna dla metryki Bergmana obszaru Ω jest ograniczona od doªu oraz istnieje ε > 0
takie, »e RΩ < 2− ε, dla ka»dego punktu z Ω.

Uwaga. Dowód tego faktu przebiega w dwóch krokach. W pierwszym korzystamy z faktu, »e
j¡dro Bergmana (a wi¦c i wszystkie skonstruowane przy jego pomocy obiekty) przedªu»aj¡ si¦
przez izolowane punkty brzegowe. Tak wi¦c holomor�czna krzywizna sekcyjna dla metryki
Bergmana dla obszaru Ω jest zaw¦»eniem holomor�cznej krzywizny sekcyjnej dla metryki
Bergmana dla obszaru Ω1, powstaªego z Ω poprzez �zaklejenie jednopunktowych dziur� (jest
ich sko«czona ilo±¢). Wynika st¡d, »e w jednopunktowych skªadowych brzegu obszaru Ω
mamy stosowne ograniczenie. W ten sposób mo»emy zaªo»y¢, »e »adna skªadowa dopeªnienia
obszaru Ω nie jest jednopunktowa. Teraz wystarczy skorzysta¢ z klasycznego twierdzenia,
które mówi, »e taki obszar jest biholomor�czny z obszarem o gªadkim brzegu (zob. np.
[Sib70]) i Twierdzenia 1.22.

Obserwacje te pozwalaj¡ lepiej zrozumie¢ istot¦ przykªadu pierwszego z rozdziaªu 4.
Ponadto holomor�czna krzywizna sekcyjna wyra»a si¦ nast¦puj¡cym wzorem

(1.11) RU(z0, X) := 2− J0,U(z0)J2,U(z0;X,X)

J1,U(z0;X)2
,

1.6. Holomor�czna krzywizna bisekcyjna dla metryki Bergmana. Holomor�czna
krzywizna bisekcyjna (lub tylko krzywizna bisekcyjna) jest poj¦ciem wzgl¦dnie mªodym,
pojawiªo si¦ ono w pracy [GK67]. Jak si¦ jednak wkrótce okazaªo, jest to poj¦cie bardzo
wa»ne, przy czym rozmaite zaªo»enia o holomor�cznej krzywi¹nie bisekcyjnej nios¡ gª¦bokie
informacje o geometrii. Dzieje si¦ tak dlatego, »e holomor�czna krzywizna bisekcyjna niesie
wi¦cej informacji ni» holomor�czna krzywizna sekcyjna.

Holomor�czna krzywizna bisekcyjna dla metryki kählerowskiej gpq̄, wyra»a si¦ wzorem
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(1.12) BisecgU(z,X, Y ) :=

(
n∑

p,q=1

gpqXpXq

)−1 (
n∑

p,q=1

gpqYpYq

)−1 n∑

i,j,k,l=1

RijklXiXjYkYl,

dla z ∈ U ⊂⊂ Cn, X, Y ∈ Cn \{0}.
Obserwacja 21. Holomor�czna krzywizna bisekcyjna nie zale»y od dªugo±ci wektorów X, Y ,
tylko od ich kierunków. Jest to wi¦c warto±¢ zale»na tylko od wyboru pªaszczyzn zespolonych
{λX : λ ∈ C} i {λY : λ ∈ C}.
Obserwacja 22. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢

BisecU(z,X, Y ) = BisecΩ(F (z), F ′X,F ′Y ).

Obserwacja 23. Zachodzi równo±¢
BisecU(z,X,X) = RU(z,X),

w szczególno±ci przykªady Lebeda, Chena i Lee oraz Herborta dziaªaj¡ równie» w przypadku
holomor�cznej krzywizny bisekcyjnej dla metryki Bergmana.

Autorstwo nast¦puj¡cego wzoru przypisuje si¦ Andrei Pagano (zob.[KK03]) w [Pag].

(1.13) RU(z0, X, Y ) := 2− J0,U(z0)J2,U(z0;X, Y )

J1,U(z0;X)J1,U(z0;Y )
,

W szczególno±ci staªa 2, podobnie jak w przypadku holomor�cznej krzywizny sekcyj-
nej jest uniwersalnym ograniczeniem górnym dla holomor�cznej krzywizny bisekcyjnej dla
metryki Bergmana.

1.7. Krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana. Krzywizna Ricciego dla metryki käh-
lerowskiej gpq̄ dana jest nast¦puj¡cym wzorem

(1.14) RicgU(z,X) :=

(
n∑

p,q=1

gpqXpXq

)−1 n∑

k,l=1

(
n∑

i,j=1

gijRijkl

)
XkXl,

dla z ∈ U ⊂⊂ Cn, X ∈ Cn \{0}.
Wyraz

∑n
i,j=1 g

ijRijkl b¦dziemy oznacza¢ przez Ricg
kl̄
. Mo»na go interpretowa¢ jako (k, l)-

ty element pewnej n× n macierzy (macierzy wspóªczynników formy Ricciego)
Obserwacja 24. Dokonuj¡c oblicze« mo»na wykaza¢, »e

RicgU(z,X) = −
(

n∑
p,q=1

gpqXpXq

)−1 n∑

k,l=1

∂2

∂zk∂z̄l
log(det(gjī)i,j=1..n)XkXl.

Z krzywizn¡ Ricciego metryki Bergmana stowarzyszona jest wi¦c nast¦puj¡ca (1, 1) forma
(por. wzór (1.9))

(1.15)
√−1

n∑
i,j=1

Ricij̄(z)dzi ∧ dz̄j := −√−1
n∑

i,j=1

∂2

∂zi∂z̄j
logG(z)dzi ∧ dz̄j.
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Obserwacja 25. Ograniczeniem górnym dla krzywizny Ricciego metryki Bergmana w punk-
cie z ∈ Ω jest najwi¦ksza (a dolnym najmniejsza) warto±¢ wªasna macierzy

−
(

∂2

∂zi∂z̄j
log(det Tkl̄)i,j=1..n

)
(Tpq̄)

−1
p,q=1..n.

Obserwacja 26. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢

RicU(z,X) = RicΩ(F (z), F ′X).

Twierdzenie 1.29. (zob. [CY80],[Eng08]) Krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana dla
ograniczonego obszaru silnie pseudowypukªego Ω zachowuje si¦ w nast¦puj¡cy sposób przy
brzegu

lim
Ω3p→∂Ω

RicΩ(p,X) = −1.

W szczególno±ci granica nie zale»y od kierunku X.
Ograniczeniem górnym dla krzywizny Ricciego jest n + 1 (zob. [Kob59]). Nast¦puj¡cy

przykªad pokazuje, »e jest to ograniczenie optymalne (w sªabym sensie)
Przykªad 1.30 (Kytmanowa i Lebeda). (zob. [Kyt73] dla n = 2 i [Leb74] dla n ≥ 2) Niech

Ωa := {z ∈ Cn : |z1|2 + |z2|2 < 2a, ||z1|4 − |z2|4| < 4,

||z1|2 + |z2|2 − 2|zs|2| < 2, s = 3, ...n},
dla a ∈ R, a > 1. W szczególno±ci gdy n = 2 ostatnie n− 2 warunki nie wyst¦puj¡.

Zachodzi równo±¢

lim
a→∞

max
X∈Cn

RicΩa(0, X) = lim
a→∞

min
X∈Cn

RicΩa(0, X) = n+ 1.

Uwaga. Obszary Ωa nie s¡ pseudowypukªe, w [Leb74] znalezienie rodziny pseudowypukªych
obszarów, wykazuj¡cych optymalno±¢ staªej n + 1 postawione jest jako problem otwarty.
Oczywi±cie Twierdzenie 0.6 rozwi¡zuje ten problem w przypadku jednowymiarowym.

Inny przykªad wykazuj¡cy optymalno±¢ podano w [Naz73].
Wyra»enie krzywizny Ricciego przy pomocy wielko±ci typu (1.1) - (1.3) jest mo»liwe,

jednak»e wzory wygl¡daj¡ nieco sztucznie, gdy» same wyra»enia zale»¡ od metryki.
Wprowad¹my wielko±¢

J3,U(z0;X) := sup
{
X t

(
∂2f

∂zi∂zj

)

i,j=1..n

T−1

(
∂2f

∂zi∂zj

)

i,j=1..n

X : f ∈ L2 ∩ O(U),

(1.16)
∫

U

|f |2dλ ≤ 1, f(z0) = 0,
∂f

∂zj
(z0) = 0, j = 1..n

}
.

Uwaga. W przeciwie«stwie do wielko±ci J0, J1 i J2, dla wielko±ci J3 wªasno±¢ monotonicz-
no±ci wzgl¦dem obszaru (z Obserwacji 2) nie zachodzi (zob. [KY96b]).

Zachodzi równo±¢ (zob. [KY96b])

Ric(z,X) = n+ 1− J3,U(z;X)

J1,U(z;X)
.
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Alternatywnie mo»emy si¦ posªu»y¢ nast¦puj¡cym wzorem. Je»eli e1, ..., en stanowi¡ baz¦
ortonormaln¡ (wzgl¦dem metryki gpq̄) w punkcie z ∈ U , a wektor X jest niezerowy to
zachodzi wzór (zob. [GK67])

RicgU(z,X) = BisecgU(z, e1, X) + ...+BisecgU(z, en, X).

Tak wi¦c dostajemy wzór

RicU(z,X) = 2n−
n∑
j=1

J0,U(z;X)J2,U(z;X, ej)

J1,U(z;X)J1,U(z; ej)
.

1.8. Krzywizna skalarna dla metryki Bergmana. Krzywizna skalarna dla metryki käh-
lerowskiej dana jest wzorem

(1.17) ScalgU(z) :=
n∑

i,j,k,l=1

glkgijRijkl,

dla z ∈ U ⊂⊂ Cn.
Obserwacja 27. Je»eli F = (f1, f2, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomor�cznym mi¦dzy
ograniczonymi obszarami U i Ω, to zachodzi równo±¢

ScalU(z) = ScalΩ(F (z)).

Twierdzenie 1.31. (zob. [Eng08]) Krzywizna skalarna dla metryki Bergmana dla ograni-
czonego obszaru silnie pseudowypukªego Ω zachowuje si¦ w nast¦puj¡cy sposób przy brzegu

lim
Ω3p→∂Ω

ScalΩ(p,X) = −n.
W szczególno±ci granica nie zale»y od kierunku X.
Przykªad 1.32 (Kytmanowa i Lebeda). Przykªad Kytmanowa i Lebeda dziaªa tak»e dla
krzywizny skalarnej metryki Bergmana. W szczególno±ci zachodzi równo±¢

lim
a→∞

ScalΩa(0, X) = n(n+ 1),

co dowodzi optymalno±ci staªej n(n+ 1) (por. wzór (1.19) poni»ej).
Wprowad¹my wielko±¢

J4,U(z0) := sup
{
Tr

[(
∂2f

∂zi∂zj

)

i,j=1..n

T−1

(
∂2f

∂zi∂zj

)

i,j=1..n

T−1

]
: f ∈ L2 ∩ O(U),

(1.18)
∫

U

|f |2dλ ≤ 1, f(z0) = 0,
∂f

∂zj
(z0) = 0, j = 1..n

}
.

Uwaga. Tak jak w przypadku wielko±ci J3, J4 nie posiada (na ogóª) wªasno±ci monotonicz-
no±ci wzgl¦dem obszaru.

Zachodzi równo±¢ (zob. [KY96b])

(1.19) Scal(z) = n(n+ 1)− J4,U(z)

J0,U(z)
.
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1.9. Przypadek n = 1. W przypadku gdy n = 1, zgodnie z obserwacjami na temat zale»-
no±ci tylko od kierunku i poniewa» w C nie ma mo»liwo±ci wyboru ró»nych kierunków, X
oraz Y nie b¦d¡ wyst¦powa¢ w wyra»eniach RΩ, BisecΩ i RicΩ. Ponadto zachodzi
Obserwacja 28. Gdy Ω ⊂⊂ C to

RΩ = BisecΩ = RicΩ = ScalΩ = −
∂2

∂z∂z̄
log

(
∂2

∂z∂z̄
logK(z, z)

)

∂2

∂z∂z̄
logK(z, z)

,

co jest krzywizn¡ Gaussa (przy konwencji, »e operator Laplace'a ∆ jest znormalizowany tak,
aby ∆ = ∂2

∂z∂z̄
, inaczej, przy klasycznej de�nicji dostajemy ró»nic¦ o staª¡) powierzchni z

metryk¡
∂2

∂z∂z̄
logK(z, z).

Dlatego te» b¦dziemy w przypadku n = 1 u»ywa¢ okre±lenia "krzywizna metryki Bergmana",
bez konkretyzowania o któr¡ z ww. krzywizn nam chodzi.
1.10. Zupeªno±¢ metryki β̃. Zupeªno±ci danej metryki kählerowskiej (tj. wªasno±¢ - ka»dy
ci¡g Cauchy'ego wzgl¦dem odlegªo±ci caªkowej wzgl¦dem danej metryki jest zbie»ny) jest klu-
czow¡ wªasno±ci¡. Dzi¦ki bliskim zwi¡zkom metryki β̃ z metryk¡ Bergmana β, oraz prostym
obserwacjom dostajemy
Twierdzenie 1.33. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem, dla którego metryka β jest zupeªna i
istnieje staªa C > 0 taka, »e krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona od
góry przez n+ 1− C. Wtedy metryka β̃ jest zupeªna.
Dowód. Z zaªo»enia

β̃2(z,X) =
n∑

i,j=1

(
(n+ 1)Tij̄ −Ricij̄

)
XiXj ≥

n∑
i,j=1

CTij̄XiXj = Cβ2(z,X).

Wiadomo, »e gdy dana metryka jest zupeªna, to zupeªna jest te» ka»da metryka nie
mniejsza od niej. Ponadto zupeªno±¢ metryki zachowuje si¦ po przeskalowaniu. ¤
Uwaga. Zupeªno±¢ metryki Bergmana β byªa obiektem licznych bada«, wiadomo w szcze-
gólno±ci, »e gdy Ω jest obszarem hiperwypukªym (zob. [BP98] i [Her99]) to β jest zupeªna.
Dzi¦ki temu do udowodnienia zupeªno±ci β̃ zasadniczo potrzebna jest tylko znajomo±¢ za-
chowania krzywizny Ricciego metryki Bergmana

Zupeªnie analogicznie dostajemy
Twierdzenie 1.34. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem, dla którego metryka β̃ jest zupeªna
i krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona od doªu przez staª¡ C. Wtedy
metryka β jest zupeªna.

i
Twierdzenie 1.35. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem, dla którego istnieje staªa C > 0 taka,
»e krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona mi¦dzy staªymi

−C < RicΩ(z,X) < n+ 1− 1

C
.

Wtedy zupeªno±¢ metryki β̃ jest równowa»na zupeªno±ci metryki β.
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2. Wspóªrz¦dne reprezentatywne
2.1. Konstrukcja Kobayashiego. Sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ rzutow¡ CPn, wy-
miaru n, nazwiemy przestrze« ilorazow¡ Cn+1 \{0}/∼, gdzie ∼ jest nast¦puj¡c¡ relacj¡ równo-
wa»no±ci:

Niech z, ζ ∈ Cn+1 \{0}. Punkty z, ζ s¡ w relacji z ∼ ζ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
λ ∈ C takie, »e z = λζ. Inaczej mówi¡c klasami abstrakcji relacji ∼ (a wi¦c punktami
CPn) s¡ poszczególne proste zespolone z przestrzeni Cn+1, przechodz¡ce przez {0}. Tak
wprowadzona przestrze« rzutowa posiada struktur¦ rozmaito±ci zespolonej. Ka»dy punkt
[z] ∈ CPn odpowiada prostej, która nale»y do którego± ze zbiorów

Uj := {(z0, z1, ..., zn) ∈ Cn+1 : zj 6= 0} ∪ {0}, j = 0..n.

Odwzorowanie

πj : Cn+1 3 (z0, z1, ..., zn) →
(
z0

zj
, ..,

zj−1

zj
,
zj+1

zj
, ...,

zn
zj

)
∈ Cn,

jest dobrze zde�niowane na zbiorze Uj i staªe na prostej zespolonej

{λ(z0, z1, ..., zn) : λ ∈ C} ⊂ Uj,

z wyj¡tkiem punktu {0}. Prosta ta odpowiada klasie [z] ∈ CPn, tak wi¦c odwzorowanie πj
mo»na poprawnie i jednoznacznie rozszerzy¢ na klas¦ [z]

πj([z]) := πj(z) =

(
z0

zj
, ..,

zj−1

zj
,
zj+1

zj
, ...,

zn
zj

)
,

dla dowolnego niezerowego punktu z z prostej, odpowiadaj¡cej klasie [z]. Odwzorowanie πj
zadaje map¦ z otoczenia

Ωj := {[z] ∈ CPn : z ∈ Uj}
w Cn. Tak wi¦c

(
z0
zj
, ..,

zj−1

zj
,
zj+1

zj
, ..., zn

zj

)
stanowi¡ wspóªrz¦dne lokalne punktu [z] z rozmaito-

±ci CPn na podzbiorze Ωj. Na rozmaito±ci CPn mo»emy zada¢ metryk¦ Fubiniego-Studiego,
która jest metryk¡ stowarzyszon¡ z form¡, która w Ωj ma posta¢

n∑
p,q=0

∂2

∂zp∂z̄q
log

(
1 +

z0

zj

z̄0

z̄j
+ ..+

zj−1

zj

z̄j−1

z̄j
+
zj+1

zj

z̄j+1

z̄j
+ ...+

zn
zj

z̄n
z̄j

)
dzp ∧ dz̄q =

n∑
p,q=0

∂2

∂zp∂z̄q
log(z0z̄0 + z1z̄1 + ...+ znz̄n)dzp ∧ dz̄q,

a wi¦c jest to forma globalna, niezale»na od Ωj.
Odlegªo±¢ geodezyjna wzgl¦dem tej metryki na rozmaito±ci CPn wynosi

dist([z], [ζ]) = arccos
|z0ζ̄0 + z1ζ̄1 + ...+ znζ̄n|√

(z0z̄0 + z1z̄1 + ...+ znz̄n)(ζ0ζ̄0 + ζ1ζ̄1 + ...+ ζnζ̄n)
,

gdzie (z0, z1, ..., zn) i (ζ0, ζ1, ..., ζn) s¡ dowolnymi niezerowymi punktami z prostych odpowia-
daj¡cych klasom [z] i stosownie [ζ]. Powy»sza równo±¢ wyra»a fakt, »e �odlegªo±¢ Fubiniego-
Studiego to k¡t mi¦dzy prostymi�.
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Analogiczne konstrukcje mo»na przeprowadzi¢ bez zaªo»enia sko«czono±ci wymiaru. Po-
wstaj¡ jednak problemy ze zbie»no±ci¡ szeregów w wyra»eniach. Np. poprawna de�nicja

n∑
p,q=0

∂2

∂zp∂z̄q
log (z0z̄0 + z1z̄1 + z2z̄2 + ....) dzp ∧ dz̄q

wymaga zaªo»enia, aby szereg
∞∑
j=0

zj z̄j

byª zbie»ny. Okazuje si¦, »e dla dowolnej przeliczalnie-wymiarowej zespolonej przestrzeni
Hilberta powy»sza konstrukcja mo»e by¢ poprawnie przeprowadzona. Zatem punkty

0 6= z = (z0, z1, z2, ....) i 0 6= ζ = (ζ0, ζ1, ζ2, ...),

gdzie zi oraz ζj s¡ wspóªrz¦dnymi z i ζ w ustalonej bazie ortonormalnej, s¡ w relacji ∼ wtedy
i tylko wtedy gdy z = λζ, dla pewnego λ ∈ C. Przestrze« H/∼, dla ustalonej przestrzeni
Hilberta H, nazwiemy projektywizacj¡ H. Istnieje naturalne uto»samienie mi¦dzy powy»sz¡
przestrzeni¡, a przestrzeni¡ rzutow¡ CP∞. Struktur¦ metryczn¡ zadajemy przez form¦

∞∑
i,j=0

∂2

∂zi∂z̄j
log(z0z̄0 + z1z̄1 + z2z̄2 + ....)dzi ∧ dz̄j.

Metryk¦ stowarzyszon¡ z t¡ form¡ b¦dziemy nazywa¢ metryk¡ Fubiniego-Studiego i oznacza¢
j¡ przez ωFS. Odlegªo±¢ geodezyjna wzgl¦dem tej metryki to

(2.1) dist([z], [ζ]) = arccos
|〈z, ζ〉|√
〈z, z〉〈ζ, ζ〉 ,

dla z ∈ [z] i ζ ∈ [ζ].
Uwaga. Tak jak w przypadku sko«czenie-wymiarowym, powy»szy wzór jest niezale»ny od
wyboru reprezentantów klas [z] i [ζ].

Konstrukcja Kobayashiego (lub zanurzenie Kobayashiego, zob. [Kob59], cho¢ wzmiank¦ o
takiej konstrukcji znajdziemy te» we wcze±niejszej pracy [Boc47]) to holomor�czne zanurze-
nie obszaru Ω w niesko«czenie-wymiarow¡ przestrze« rzutow¡ - projektywizacj¦ przestrzeni
Hilberta, b¦d¡cej przestrzeni¡ dualn¡ (w sensie analizy funkcjonalnej) do przestrzeni Hilberta
L2 ∩O(Ω) (czyli przestrzeni¡ L2 ∩O(Ω)′). Konstrukcja Kobayashiego wygl¡da nast¦puj¡co.
Ustalmy baz¦ ortonormaln¡ ϕ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2...}, ϕj ∈ L2 ∩ O(Ω). Zanurzenie Kobayashiego
to odwzorowanie ιKo,ϕ, zde�niowane przez

Ω 3 z → ιKo,ϕ(z) = [(ϕ0(z), ϕ1(z), ϕ2(z), ...)] =

[ ∞∑
j=0

ϕj(z)ϕ̄j(·)
]
∈ CP∞.

�atwo zauwa»y¢, »e
(2.2) ιKo,ϕ(z) = [〈◦, K(., z)〉L2∩O(Ω)].

Konstrukcja ta jest niezwykle wa»na, ze wzgl¦du na nast¦puj¡ce twierdzenie (zob. [Kob59],
[Bªo])
Twierdzenie 2.1. Zanurzenie Kobayashiego jest izometri¡ z (Ω, β) w (CP∞, ωFS). Równo-
wa»nie, cofni¦cie ι∗Ko,ϕωFS standardowej metryki Fubiniego-Studiego na CP∞ jest dokªadnie
metryk¡ Bergmana obszaru Ω.
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Powy»sze twierdzenie, w poª¡czeniu ze wzorem na odlegªo±¢ w przestrzeni rzutowej (2.1)
daje nam nast¦puj¡c¡ nierówno±¢ (zob. [Bªo05] lub [Bªo] i Proposition 4.1.6 tam»e):

(2.3) distΩ(z, ζ) ≥ arccos
|K(z, ζ)|√

K(z, z)K(ζ, ζ)
,

poniewa» 〈〈◦, K(·, z)〉L2∩O(Ω), 〈◦, K(·, ζ)〉L2∩O(Ω)

〉
L2∩O(Ω)′ = K(z, ζ),

〈〈◦, K(·, z)〉L2∩O(Ω), 〈◦, K(·, z)〉L2∩O(Ω)

〉
L2∩O(Ω)′ = K(z, z)

i 〈〈◦, K(·, ζ)〉L2∩O(Ω), 〈◦, K(·, ζ)〉L2∩O(Ω)

〉
L2∩O(Ω)′ = K(ζ, ζ).

Nierówno±¢ ta wyra»a fakt, »e zanurzenie izometryczne nie zwi¦ksza odlegªo±ci geodezyj-
nej.
Uwaga. Równo±¢ w sªabej nierówno±ci (2.3) nie musi zachodzi¢. Równo±¢ miaªaby miejsce,
gdyby odlegªo±¢ geodezyjna z (Ω, β) byªa zachowana w obrazie poprzez ιKo,ϕ (tzn. ιKo,ϕ za-
chowywaªaby nie tylko dªugo±ci krzywych ale i odlegªo±ci mi¦dzy ich ko«cami). Oznaczaªoby
to, »e obraz ka»dej geodezyjnej w metryce β jest geodezyjn¡ w metryce ωFS (takie zanurzenia
nazywane s¡ caªkowicie geodezyjnymi, zob. [Kli82]).

(a) Zanurzenie izometryczne odcinka w
sfer¦, które jest caªkowicie geodezyjne

(b) Zanurzenie izometryczne odcinka w
sfer¦, które nie jest caªkowicie geode-
zyjne

Rysunek 2. Zanurzenia izometryczne odcinka w sfer¦

Ponadto obraz ko«ca geodezyjnej, rozpoczynaj¡cej si¦ w danym punkcie z ∈ Ω nie mo»e
przekroczy¢ tzw. �cut locus� (tj. zbioru punktów, po przekroczeniu których geodezyjne prze-
staj¡ by¢ drogami minimalizuj¡cymi odlegªo±¢, zob. [Kli82]) obrazu punktu z, ιKo,ϕ(z) w
(CP∞, ωFS).

Ze wzgl¦du na to, »e s¡ to bardzo restrykcyjne zaªo»enia co do ιKo,ϕ, naturalne jest
pytanie na ile nierówno±¢ (2.3), a zatem i Twierdzenie 0.1 s¡ optymalne. Odpowiedzi udziela
Twierdzenie 0.7.

Wykorzystuj¡c nierówno±¢ (2.3), Twierdzenie 0.1 wynika natychmiast, gdy» arccos 0 = π
2
.

24



(a) Zanurzenie, które nie przekracza �cut
locus� obrazu jednego ko«ca

(b) Zanurzenie, które przekracza �cut lo-
cus� obrazu jednego ko«ca, a zatem od-
legªo±¢ mi¦dzy obrazami ko«ców nie po-
krywa si¦ z dªugo±ci¡ krzywej

Rysunek 3. Caªkowicie geodezyjne zanurzenia izometryczne odcinka w sfer¦

2.2. Konstrukcja Lu Qi-Kenga. Konstrukcja Lu Qi-Kenga (lub zanurzenie Lu Qi-Kenga)
jest w pewnym sensie analogi¡ zanurzenia Kobayashiego, jednak»e docelowa rozmaito±¢
(przestrze«) jest inna.

Niech V := {(v1, .., vk) ∈
k︷ ︸︸ ︷

Cm×...× Cm : v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vk = 0}, k ≤ m, b¦dzie zbio-
rem wszystkich k-tek wektorów z Cm, które s¡ liniowo zale»ne (a zatem nie generuj¡ pod-
przestrzeni wymiaru k). Sko«czenie wymiarowym Grassmanianem, k-wymiarowych podprze-

strzeni zespolonych Cm nazwiemy przestrze« ilorazow¡
k︷ ︸︸ ︷

Cm×...× Cm \V/∼̃, gdzie dwa zestawy

(v1, ..., vk), (q1, ..., qk) ∈
k︷ ︸︸ ︷

Cm×...× Cm s¡ w relacji ∼̃,
(v1, ..., vk)∼̃(q1, ..., qk) wtedy i tylko wtedy, gdy (v1, ..., vk) = (q1, ..., qk)P,

dla pewnej nieosobliwej zespolonej k×k macierzy P . Klasami abstrakcji relacji ∼̃ s¡ poszcze-
gólne k-wymiarowe podprzestrzenie liniowe Cm, a przestrze« ilorazowa posiada struktur¦
rozmaito±ci zespolonej.

Tak zde�niowan¡ rozmaito±¢ b¦dziemy oznacza¢ przez F (k,m). Wymiar zespolony tej
rozmaito±ci wynosi k(m− k). �atwo zauwa»y¢, »e F (1, n+ 1) ∼= CPn.

Zanurzeniem Plückera nazwiemy odwzorowanie, które n-wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej, rozpi¦tej przez wektory v1, .., vn ∈ Cm, n ≤ m, przypisuje element [v1 ∧ · · · ∧ vn] ∈
P (ΛnCm) ∼= CP(m

n)−1, gdzie P (ΛnCm) jest projektywizacj¡ n-tej pot¦gi zewn¦trznej ΛnCm.
Odwzorowanie to b¦dziemy oznacza¢ przez ιPlü. Mo»na udowodni¢, »e

ιPlü : F (n,m) → CP(m
n)−1
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jest zanurzeniem.
Niech H b¦dzie przeliczalnie-wymiarow¡ zespolon¡ przestrzeni¡ Hilberta. B¦dziemy j¡

uto»samia¢ z C∞ w nast¦puj¡cy sposób. Ustalmy baz¦ ortonormaln¡ e0, e1, ... przestrzeni H.
Dla ka»dego

(2.4) H 3 z =
∞∑
j=0

zjej → (z0, z1, ...) ∈ C∞,

uto»samia j-t¡ wspóªrz¦dn¡ rozwini¦cia w bazie ortonormalnej z j-t¡ wspóªrz¦dn¡ C∞.
Mo»emy teraz, analogicznie jak powy»ej, zde�niowa¢ obiekt F (n,∞), niesko«czenie wy-

miarowy Grassmanian n-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni Hilberta.
Ze wzgl¦du na (2.4), zaªo»eniem, które b¦dziemy pomija¢ poni»ej jest, »e gdy

(2.5) p =






p11 p12 · · ·
... ... · · ·
pn1 pn2 · · ·





 ∈ F(n,∞), to

∞∑
j=1

|pij|2 <∞, i = 1..n,

gdzie [·] oznacza klas¦ wzgl¦dem relacji ∼̃, a macierz (pij)i=1..n,j=1..∞ reprezentuje podprze-
strze« liniow¡ generowan¡ przez wektory (pi1, pi2, ....)

t, i = 1..n.
Na F (n,∞) wyst¦puje struktura metryczna, tzw. metryka Fubiniego-Studiego dla Gras-

smanianu ω̃FS, której nie nale»y myli¢ z ωFS. Metryka ta jest metryk¡ stowarzyszon¡ z
form¡

Tr((In + ZZ∗)−1dZ ∧ (I + Z∗Z)−1dZ∗),

we wspóªrz¦dnych lokalnych Z Grassmanianu (zob. [Ber97]), gdzie �∧� oznacza iloczyn ze-
wn¦trzny macierzy, tj. (qij)i=1..k,j=1..l ∧ (rpq)p=1..l,q=1..m = (

∑l
j=1 qij ∧ rjq)i=1..k,q=1..m.

Mo»na udowodni¢, »e ω̃FS jest cofni¦ciem poprzez zanurzenie Plückera (m = ∞) metryki
ωFS na CP∞,

(2.6) ω̃FS = ι∗PlüωFS.

Jest to prawie natychmiastowe uogólnienie stosownego wyniku dla przestrzeni sko«czenie
wymiarowych, niemniej jednak, ze wzgl¦du na to, »e dowód ten nie wyst¦puje w literaturze,
poni»ej go przedstawimy. W przypadku sko«czenie-wymiarowym dowód mo»na znale¹¢ w
[Lei61], Satz 7.

Bez straty ogólno±ci (jest to zaªo»enie, które wyª¡cznie upraszcza notacj¦, nie wchodz¡c w
szczegóªy mo»emy to zaªo»y¢, ze wzgl¦du na tranzytywno±¢ automor�zmów Grassmanianu
oraz niezmienniczo±¢ metryki ω̃FS wzgl¦dem tych automor�zmów, zob. [Ber97]) mo»na za-
ªo»y¢, »e p ∈ F(n,∞) nale»y do zbioru F(n,∞), dla którego macierz reprezentuj¡ca p,



p11 p12 · · ·
... ... · · ·
pn1 pn2 · · ·


 , dla p =






p11 p12 · · ·
... ... · · ·
pn1 pn2 · · ·





 ,
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ma wªasno±¢, »e pierwszy n×n minor,



p11 · · · p1n

... . . . ...
pn1 · · · pnn


 jest nieosobliwy. Faktem jest, »e ka»da

macierz reprezentuj¡ca klas¦ p posiada t¡ wªasno±¢. Niech

Z =



z11 z12 · · ·
... ... · · ·
zn1 zn2 · · ·


 :=



p11 · · · p1n

... . . . ...
pn1 · · · pnn



−1 


p1n+1 p1n+2 · · ·
... ... · · ·

pnn+1 pnn+2 · · ·


 .

Macierz, powstaªa z zapisania obok siebie bloków (In, Z) reprezentuje p, co wi¦cej taka
reprezentacja jest jedyna. B¦dziemy mówi¢, »e Z jest lokaln¡ wspóªrz¦dn¡ p w otoczeniu

klasy







1 · · · 0 0 · · ·
... . . . ... ... · · ·
0 · · · 1 0 · · ·





 .

Zanurzenie Plückera odwzorowuje przestrze« wektorow¡, rozpi¦t¡ przez wektory v1, ..., vn ∈
C∞ w element [v1 ∧ · · · ∧ vn] ∈ P (ΛnC∞) ∼= CP∞. W lokalnych wspóªrz¦dnych mo»na to
zapisa¢ jako







1 · · · 0 z11 z12 · · ·
... . . . ... ... ... · · ·
0 · · · 1 zn1 zn2 · · ·






F(n,∞)

→ [(e1 + z11en+1 + z12en+2 + · · · )∧

∧(e2 + z21en+1 + z22en+2 + · · · ) ∧ · · · ∧ (en + zn1en+1 + zn2en+2 + · · · )]P (Λn C∞) =
e1 ∧ · · · ∧ en +

∑′

(j1,j2,...,jn) 6=
(−n+1,−(n−1)+1,...,0)

det



z1j1 · · · z1jn... . . . ...
znj1 · · · znjn


 ej1+n ∧ · · · ∧ ejn+n


 ,

gdzie zakªadamy, »e



z1−n · · · z10

... . . . ...
zn−n · · · zn0


 = In.

Izomor�zm P (ΛnC∞) z CP∞ jest zrealizowany poprzez uporz¡dkowanie leksykogra�czne
ẽs = ej1(s)+n ∧ ej2(s)+n ∧ · · · ∧ ejn(s)+n.

Poniewa» ẽ0 = e1 ∧ ... ∧ en, lokaln¡ wspóªrz¦dn¡ obrazu p w CP∞ b¦dzie
∞∑
s=1

det



z1j1(s) · · · z1jn(s)

... . . . ...
znj1(s) · · · znjn(s)


 ẽs.

Metryka Fubiniego-Studiego ωFS to metryka stowarzyszona z ∂∂̄ log(1+WW ∗) (gwiazdka
oznacza tu i ni»ej macierz sprz¦»on¡ i transponowan¡), dla W = (w1, w2, ...) - lokalnej
wspóªrz¦dnej w = [(1, w1, w2, ...)] prostej o kierunku ẽ0 +

∑∞
s=1wsẽs w C∞.

Metryka w punkcie, b¦d¡cym obrazem (In, Z) jest stowarzyszona z

∂∂̄ log


1 +

∞∑
s=1

∣∣∣∣∣∣
det



z1j1(s) · · · z1jn(s)

... . . . ...
znj1(s) · · · znjn(s)




∣∣∣∣∣∣

2

 ,
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co na mocy klasycznego twierdzenia Cauchy'ego-Bineta jest równe ∂∂̄ log det(I+ZZ∗) (pro-
blem ze zbie»no±ci¡ tu nie wyst¦puje, ze wzgl¦du na zaªo»enie (2.5)).

Skorzystamy ze znanych wzorów wyra»aj¡cych pochodn¡ wyznacznika i macierzy odwrot-
nej (zob. np. [MN99]).

∂̄ detA = detATr(A−1∂̄A), (wzór Jacobiego)

(2.7) ∂A−1 = −A−1(∂A)A−1.

Przeksztaªcaj¡c dalej, dostajemy

∂∂̄ log(det(I + ZZ∗)) = ∂
det(I + ZZ∗)Tr((In + ZZ *)

−1
∂̄ (In + ZZ *))

det(I + ZZ∗)
=

∂Tr((In + ZZ *)
−1
ZdZ∗) = Tr(− (In + ZZ *)

−1
(∂ (In + ZZ *)) (In + ZZ *)

−1
ZdZ∗+

+ (In + ZZ *)
−1
dZ ∧ dZ∗) = Tr((In + ZZ *)

−1
dZ ∧ (I − Z∗ (In + ZZ *)

−1
Z)dZ∗)).

To co pozostaªo do udowodnienia to równo±¢

I − Z∗ (In + ZZ *)
−1
Z = (I + Z∗Z)−1

Mno»¡c przez I + Z∗Z dostajemy

(I − Z∗ (In + ZZ *)
−1
Z)(I + Z∗Z) = I + Z∗Z − Z∗ (In + ZZ *)

−1
(Z + ZZ∗Z) =

I + Z∗Z − Z∗ (In + ZZ *)
−1

(In + ZZ *)Z = I + Z∗Z − Z∗Z = I,

St¡d
Tr(In + ZZ∗)−1dZ ∧ (I + Z∗Z)−1dZ∗ = ∂∂̄ log det(I + ZZ∗),

co dowodzi (2.6).
Niech przestrzeni¡ Hilberta H b¦dzie przestrze« L2 ∩O(Ω). Ustalmy baz¦ ortonormaln¡

ϕ = {ϕ0, ϕ1, ...} tej przestrzeni. Zanurzenie Lu Qi-Kenga jest zde�niowane jako

ιLu,ϕ : Ω 3 z →






ϕ0

∂ϕ1

∂z1
− ϕ1

∂ϕ0

∂z1
ϕ0

∂ϕ2

∂z1
− ϕ2

∂ϕ0

∂z1
ϕ1

∂ϕ2

∂z1
− ϕ2

∂ϕ1

∂z1
· · ·

... ... ... · · ·
ϕ0

∂ϕ1

∂zn
− ϕ1

∂ϕ0

∂zn
ϕ0

∂ϕ2

∂zn
− ϕ2

∂ϕ0

∂zn
ϕ1

∂ϕ2

∂zn
− ϕ2

∂ϕ1

∂zn
· · ·



|z


 ∈ F(n,∞).

W [Lu08] udowodniono, »e przy zaªo»eniu, »e Ω ⊂⊂ Cn, odwzorowanie to jest rzeczywi±cie
zanurzeniem oraz »e cofni¦ciem metryki Fubiniego-Studiego dla Grassmanianu jest
(2.8) ι∗Lu,ϕω̃FS = (n+ 1)Tij̄ −Ricij̄,

gdzie Ric to tensor Ricciego metryki Bergmana (a zatem jest to»sama z metryk¡ β̃(·, ◦)).
Korzystaj¡c z (2.6) i (2.8) dostajemy

(2.9) (n+ 1)Tij̄ −Ricij̄ = ι∗Lu,ϕι
∗
PlüωFS.

Korzystaj¡c ze wzoru (2.1) na odlegªo±¢ geodezyjn¡ w CP∞ dostajemy, podobnie jak w
(2.3), nast¦puj¡c¡ gªówn¡ nierówno±¢ (zob. [Din10])
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Twierdzenie 2.2. Niech z, ζ ∈ Ω ⊂⊂ Cn. Zachodzi nierówno±¢
˜dist(z, ζ) ≥

arccos
|〈π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(z), π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ζ)〉|√〈π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(z), π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(z)〉〈π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ζ), π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ζ)〉

(2.10) = arccos

∣∣∣∣det
(
K(z, ζ)2 ∂2

∂zi∂ζ̄j
logK(z, ζ)

)
i,j=1..n

∣∣∣∣
√

det(K(z, z)2Tij̄(z))i,j=1..n det(K(ζ, ζ)2Tij̄(ζ))i,j=1..n

,

gdzie
π : L2 ∩ O(Ω) → L2∩O(Ω)/∼ ∼= CP∞.

Dowód. Na mocy wzoru (2.9) ιPlü ◦ ιLu,ϕ jest izometrycznym odwzorowaniem Ω z metryk¡
β̃ w CP∞ z metryk¡ Fubiniego-Studiego. Jest to te» zanurzenie, poniewa» zarówno ιPlü jak i
ιLu,ϕ s¡ zanurzeniami. Wreszcie iloczyn skalarny nie zale»y od wyboru konkretnego elementu
ze zbioru π−1◦ιPlü◦ιLu,ϕ(ξ) (por. z Uwag¡, nast¦puj¡c¡ po wzorze (2.1)). Daje nam to dowód
nierówno±ci w powy»szym twierdzeniu. Aby wykaza¢ równo±¢ (2.10) zauwa»my, »e mo»na
wybra¢

π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ξ) =
∞∑
s=0

detFs(ξ)ẽs,

gdzie Fs(ξ) jest stosownym minorem macierzy

F (ξ) :=



ϕ0

∂ϕ1

∂z1
− ϕ1

∂ϕ0

∂z1
ϕ0

∂ϕ2

∂z1
− ϕ2

∂ϕ0

∂z1
ϕ1

∂ϕ2

∂z1
− ϕ2

∂ϕ1

∂z1
· · ·

... ... ... · · ·
ϕ0

∂ϕ1

∂zn
− ϕ1

∂ϕ0

∂zn
ϕ0

∂ϕ2

∂zn
− ϕ2

∂ϕ0

∂zn
ϕ1

∂ϕ2

∂zn
− ϕ2

∂ϕ1

∂zn
· · ·



|ξ

.

Zatem 〈 ∞∑
s=0

detFs(z)ẽs,
∞∑
s=0

detFs(ζ)ẽs

〉
=

∞∑
s=0

detFs(z)detFs(ζ),

co z twierdzenia Cauchy'ego-Bineta wynosi
det(F (z)F (ζ)∗).

Z drugiej strony p, q-ty element macierzy

(F (z)F (ζ)∗)pq =
∞∑

k=1

k−1∑
j=0

(
ϕj(z)

∂ϕk
∂zp

(z)− ϕk(z)
∂ϕj
∂zp

(z)

) (
ϕj(ζ)

∂ϕk
∂ζq

(ζ)− ϕk(ζ)
∂ϕj
∂ζq

(ζ)

)
=

∑

0≤j<k<∞

(
ϕj(z)

∂ϕk
∂zp

(z)− ϕk(z)
∂ϕj
∂zp

(z)

) (
ϕj(ζ)

∂ϕk
∂ζq

(ζ)− ϕk(ζ)
∂ϕj
∂ζq

(ζ)

)
=

∞∑

j,k=0

ϕj(z)ϕj(ζ)
∂ϕk
∂zp

(z)
∂ϕk
∂ζq

(ζ)− ∂ϕj
∂zp

(z)ϕj(ζ)ϕk(z)
∂ϕk
∂ζq

(ζ),

co na mocy wzoru (1.4) wynosi

K(z, ζ)
∂2K(·, ◦)
∂zp∂ζ̄q

(z, ζ)− ∂K(·, ◦)
∂zp

(z, ζ)
∂K(·, ◦)
∂ζ̄q

(z, ζ) = K2(z, ζ)
∂2

∂zp∂ζ̄q
logK(·, ◦)|·=z,◦=ζ .
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Analogicznie
〈π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ξ), π−1 ◦ ιPlü ◦ ιLu,ϕ(ξ)〉 = det(K(ξ, ξ)2Tij̄(ξ))i,j=1..n,

dla ξ = z, ζ. ¤

We wzorze na wi z De�nicji 1.21 czynnik T j̄i(z0) peªni funkcje normalizacyjne i nie ma
wpªywu na liniow¡ niezale»no±¢ dwi. St¡d wynika, »e

z → (w1(z), w2(z)..., wn(z))
t

jest immersj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

z →
(

∂

∂ζ̄1
log

K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0
,
∂

∂ζ̄2
log

K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0
, ...,

∂

∂ζ̄n
log

K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0

)t

jest immersj¡. Wyznacznik macierzy Jacobiego powy»szego odwzorowania to

(2.11) det

(
∂

∂zi

∂

∂ζ̄j
log

K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0

)

i,j=1..n

= det

(
∂2

∂zi∂ζ̄j
logK(z, ζ)|ζ=z0

)

i,j=1..n

.

Porównuj¡c (2.10) i (2.11) mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e zbiory zer wyznaczników s¡ takie
same, natomiast zbiory punków osobliwych mog¡ si¦ ró»ni¢. St¡d dla ustalonego z0 najbli»-
szy punkt z, dla którego ∂(w1(z),..,wn(z))

∂(z1,..,zn)
= 0 musi speªnia¢ na mocy powy»szej obserwacji i

Twierdzenia 2.2 warunek
(2.12) ˜dist(z, z0) ≥ arccos 0 =

π

2
.

Twierdzenia 0.2 i 0.3 s¡ ju» natychmiastow¡ konsekwencj¡, poniewa» gdy c jest ograniczeniem
dolnym krzywizny Ricciego metryki Bergmana to kula

{
z ∈ Ω : ˜distΩ(z, z0) <

π

2

}
⊃

{
z ∈ Ω : distΩ(z, z0) <

π

2
√
n+ 1− c

}
.

Odnotujmy, »e ten sam wniosek mo»liwy jest do osi¡gni¦cia poprzez bezpo±rednie wyli-
czenie odlegªo±ci geodezyjnej na Grasmanianie, bez korzystania z zanurzenia Plückera, jed-
nak»e byªoby to zdecydowanie bardziej skomplikowane od strony technicznej, zob. [Ber97]
gdzie zamieszczono szkic post¦powania w przypadku sko«czenie-wymiarowym.

W odniesieniu do wspomnianej potencjalnej ró»nicy w zbiorach osobliwych wyka»emy
nast¦puj¡ce proste twierdzenie
Twierdzenie 2.3. Niech Wz0 b¦dzie zbiorem z Obserwacji 14, a W̃z0 zbiorem z Obserwacji
15. Je»eli n > 1, zachodzi zawieranie Wz0 ⊂ W̃z0.
Dowód. Kwesti¡ prostych rachunków jest

det

(
K(z, z0)

2 ∂2

∂zi∂ζ̄j
logK(z, ζ)|ζ=z0

)

i,j=1..n

=

det

(
K(z, z0)

∂2

∂zi∂ζ̄j
K(z, ζ)|ζ=z0 −

∂

∂zi
K(z, z0)

∂

∂ζ̄j
K(z, ζ)|ζ=z0

)

i,j=1..n

.

Gdy z ∈Wz0 redukuje si¦ to do

det

(
− ∂

∂zi
K(z, z0)

∂

∂ζ̄j
K(z, ζ)|ζ=z0

)

i,j=1..n

= 0,
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poniewa» macierz, jako iloczyn kolumny i wiersza, jest rz¦du 1. ¤
Tak wi¦c potencjalne osobliwo±ci ró»niczki odwzorowania z → (w1(z), w2(z), .., wn(z))

t)
nie wyst¡pi¡ bli»ej punktu z0 ni» punkty w których psuje si¦ immersja.
2.3. Kilka uwag o iniektywno±ci. Niech z0 ∈ Ω ⊂⊂ Cn. Poniewa» iniektywno±¢ odwzoro-
wania holomor�cznego poci¡ga za sob¡ immersywno±¢, to obszar na którym mo»e wyst¡pi¢
iniektywno±¢ odwzorowania

z → (w1(z), w2(z)..., wn(z))
t

zawiera si¦ w Ω\(Wz0∪W̃z0). Oczywi±cie obszar ten, w odró»nieniu od obszaru immersywno±ci
nie musi by¢ okre±lony jednoznacznie. Jest jednak sens szuka¢ takiego zbioru w postaci kuli
geodezyjnej wzgl¦dem metryki Bergmana o ±rodku w z0. Postaramy si¦ dokona¢ pewnych
obserwacji na temat tej kuli, jednak»e nie rozstrzygaj¡c jak du»y mo»e by¢ jej promie«.
Lemat 2.4. Dla punktów z′ i z′′ ∈ Ω zachodzi

(w1(z
′), w2(z

′), ..., wn(z′)) = (w1(z
′′), w2(z

′′), ..., wn(z′′))

wtedy i tylko wtedy gdy
∂

∂ζ̄i
logK(z′, ζ)|ζ=z0 =

∂

∂ζ̄i
logK(z′′, ζ)|ζ=z0 ,

dla ka»dego i = 1..n.
Dowód. Zapiszmy pierwsz¡ równo±¢ w notacji macierzowej. Mamy

T−1(z0)

(
∂

∂ζ̄1
log

K(z′, ζ)
K(ζ, ζ) |ζ=z0

, ...,
∂

∂ζ̄n
log

K(z′, ζ)
K(ζ, ζ) |ζ=z0

)t

=

T−1(z0)

(
∂

∂ζ̄1
log

K(z′′, ζ)
K(ζ, ζ) |ζ=z0

, ...,
∂

∂ζ̄n
log

K(z′′, ζ)
K(ζ, ζ) |ζ=z0

)t

.

Mno»¡c obie strony lewostronnie przez odwracaln¡ macierz T (z0), oraz skracaj¡c wyst¦puj¡ce
po obu stronach wyrazy ∂

∂ζ̄n
logK(ζ, ζ)|ζ=z0 dostajemy tez¦ ¤

Skorzystamy z istnienia specjalnej bazy ortonormalnej dla L2∩O(Ω) (zob. [Ber47], [Lu08])

ϕ0 ∈ L2 ∩ O(Ω) : ϕ0(z0) ∈ R+

ϕ1 ∈ L2 ∩ O(Ω) : ϕ1(z0) = 0,
∂

∂z1

ϕ1(z)|z=z0 ∈ R+

ϕ2 ∈ L2 ∩ O(Ω) : ϕ2(z0) = 0,
∂

∂z1

ϕ2(z)|z=z0 = 0,
∂

∂z2

ϕ2(z)|z=z0 ∈ R+

...
ϕn ∈ L2 ∩ O(Ω) : ϕn(z0) = 0,

∂

∂z1

ϕn(z)|z=z0 = 0,

...,
∂

∂zn−1

ϕn(z)|z=z0 = 0,
∂

∂zn
ϕn(z)|z=z0 ∈ R+

ϕn+1 ∈ L2 ∩ O(Ω) : ϕn(z0) = 0,
∂

∂z1

ϕn+1(z)|z=z0 = 0,

31



...,
∂

∂zn
ϕn+1(z)|z=z0 = 0,

∂2

∂z1∂z1

ϕn+1(z)|z=z0 ∈ R+

itd. dla uporz¡dkowania leksykogra�cznego (≺), je»eli m-tym elementem w tym porz¡dku
jest wielowska¹nik α = (α1, .., αn) to

ϕm ∈ L2 ∩ O(Ω) : Dα′ϕm(z)|z=z0 = 0,∀α′ ≺ α,Dαϕm(z)|z=z0 ∈ R+,

gdzie Dα = ∂|α|
∂z

α1
1 ...∂zαn

n
.

Obserwacja 29. Tak zde�niowana funkcja ϕ0 zeruje si¦ dokªadnie na zbiorze Wz0

Dowód. Wyra»aj¡c K(z, z0) w tej bazie (zob. wzór (1.4)) otrzymujemy, »e

K(z, z0) =
∞∑
j=0

ϕj(z)ϕj(z0) = ϕ0(z)ϕ0(z0).

¤
Poniewa» zaªo»yli±my, »e ograniczymy si¦ do zbioru Ω\(Wz0∪W̃z0), funkcja ϕ0 nie b¦dzie

si¦ zerowa¢. Tak wi¦c

∂

∂ζ̄i
logK(z′, ζ)|ζ=z0 =

∂

∂ζ̄i
logK(z′′, ζ)|ζ=z0

wtedy i tylko wtedy, gdy
ϕ0(z

′) ∂
∂zi
ϕ0(z)|z=z0 + ...+ ϕi(z

′) ∂
∂zi
ϕi(z)|z=z0

ϕ0(z′)ϕ0(z0)
=

ϕ0(z
′′) ∂
∂zi
ϕ0(z)|z=z0 + ...+ ϕi(z

′′) ∂
∂zi
ϕi(z)|z=z0

ϕ0(z′′)ϕ0(z0)
.

Skracamy obustronnie pierwsze skªadniki sumy oraz wymna»amy przez powtarzaj¡cy si¦
czynnik ϕ0(z0). Przenosz¡c wszystko na jedn¡ stron¦ dostajemy nast¦puj¡cy ukªad równa«





∂
∂z1
ϕ1(z)|z=z0

(
ϕ1(z′)
ϕ0(z′) − ϕ1(z′′)

ϕ0(z′′)

)
= 0

...
∂
∂zi
ϕ1(z)|z=z0

(
ϕ1(z′)
ϕ0(z′) − ϕ1(z′′)

ϕ0(z′′)

)
+ ...+ ∂

∂zi
ϕi(z)|z=z0

(
ϕi(z

′)
ϕ0(z′) − ϕi(z

′′)
ϕ0(z′′)

)
= 0

...
∂
∂zn
ϕ1(z)|z=z0

(
ϕ1(z′)
ϕ0(z′) − ϕ1(z′′)

ϕ0(z′′)

)
+ ...+ ∂

∂zn
ϕn(z)|z=z0

(
ϕn(z′)
ϕ0(z′) − ϕn(z′′)

ϕ0(z′′)

)
= 0

Macierz wspóªczynników tego ukªadu jest macierz¡ trójk¡tn¡, a wi¦c wyznacznik to ilo-
czyn

∂

∂z1

ϕ1(z)|z=z0 ...
∂

∂zn
ϕn(z)|z=z0 ∈ R+.

Macierz jest wi¦c nieosobliwa, sk¡d
(
ϕ1(z

′)
ϕ0(z′)

,
ϕ2(z

′)
ϕ0(z′)

, ..,
ϕn(z

′)
ϕ0(z′)

)
=

(
ϕ1(z

′′)
ϕ0(z′′)

,
ϕ2(z

′′)
ϕ0(z′′)

, ..,
ϕn(z

′′)
ϕ0(z′′)

)
,

a wi¦c wspóªrz¦dne jednorodne w CPn s¡ takie same.
Ostatecznie mamy
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Obserwacja 30. Odwzorowanie generowane przez wspóªrz¦dne reprezentatywne jest iniek-
tywne na podzbiorze U ⊂ Ω wtedy i tylko wtedy gdy iniektywne na U jest odwzorowanie
π ◦ ιKo,ϕ, gdzie π jest projekcj¡ CP∞ → CPn : [(x0, x1, x2, ...)] → [(x0, x1, ..., xn)].
Uwaga. Projekcja π nie jest zde�niowana poprawnie w caªym CP∞. Poniewa» jednak obraz
Ω \ (Wz0 ∪ W̃z0) poprzez ιKo,ϕ znajduje si¦ w otoczeniu [(1, 0, 0, ...)], dla którego x0 6= 0,
zªo»enie π ◦ ιKo,ϕ jest poprawnie zde�niowane.

3. Przypadek rozmaito±ci
Niech M b¦dzie n- wymiarow¡ rozmaito±ci¡ zespolon¡. Przestrze« holomor�cznych form

maksymalnego stopnia oznaczmy przez H0(M,KM). Na t¡ przestrze« mo»na te» patrze¢
jako na przestrze« globalnych sekcji wi¡zki kanonicznej KM rozmaito±ci M . Ograniczymy
si¦ do podprzestrzeni H0

(2)(M,KM) = H0(M,KM)∩L2(M,KM), holomor�cznych form mak-
symalnego stopnia, caªkowalnych z kwadratem tzn.

H0
(2)(M,KM) = {f ∈ H0(M,KM) :

√−1
n2

∫

M

f ∧ f̄ <∞}.

Przestrze« H0
(2)(M,KM) mo»na wyposa»y¢ w iloczyn skalarny

H0
(2)(M,KM)×H0

(2)(M,KM) 3 f, g → √−1
n2

∫

M

f ∧ ḡ ∈ C .

Ten iloczyn skalarny zadaje na H0
(2)(M,KM) struktur¦ przestrzeni Hilberta, która mo»e si¦

okaza¢ sko«czonego wymiaru. Zauwa»my, »e je»eli M jest rozmaito±ci¡ zwart¡ to
H0

(2)(M,KM) ≡ H0(M,KM)

i H0
(2)(M,KM) jest sko«czenie-wymiarowa. Niech ϕ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2...} b¦dzie baz¡ ortonor-

maln¡ H0
(2)(M,KM). J¡dro Bergmana dla form to forma

K =
√−1

n2 ∑
j≥0

ϕj ∧ ϕ̄j.

Staª¡
√−1

n2

, b¦dziemy pomija¢, aby nie obci¡»a¢ dodatkowo notacji, nie ma ona znaczenia
dla dalszych rozwa»a«.

We wspóªrz¦dnych lokalnych mo»na zapisa¢
K(z, ζ) = K∗(z, ζ)dz1 ∧ dz2 ∧ .. ∧ dzn ∧ dζ̄1 ∧ ζ̄2 ∧ .. ∧ dζ̄n,

gdzie K∗(z, ζ) jest funkcj¡ zde�niowan¡ lokalnie na rozmaito±ci. Natomiast nast¦puj¡ca
(1, 1)-forma ró»niczkowa
(3.1) ∂∂̄ logK∗(z, z)

jest zde�niowana globalnie, co ªatwo zauwa»y¢, wyra»aj¡c K(z, ζ) w ró»nych wspóªrz¦dnych
lokalnych.

Powiemy, »e rozmaito±¢ M posiada metryk¦ Bergmana, je»eli forma (3.1) jest globalnie
±ci±le dodatnia. Przy takich zaªo»eniach, metryk¡ Bergmana b¦dzie metryka stowarzyszona
z form¡ (3.1). Mo»na wi¦c zde�niowa¢ Tij̄(z), β(z,X), pod warunkiem, »e X nale»y do
przestrzeni stycznej rozmaito±ci M w punkcie z, distM(z, ζ), Ricij̄, β̃(z,X) (z powy»szym
zaªo»eniem o wektorze X), oraz ˜distM(z, ζ), podobnie jak w przypadku obszaru w Cn, z
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zastrze»eniem, »e funkcja K∗ jest okre±lona tylko lokalnie (β̃(z, .) jest nieujemnie okre±lona
(zob. [Kob59]), a wi¦c a priori jest tylko pseudometryk¡, a ˜distM - pseudoodlegªo±ci¡).

Zaªó»my, »e M posiada metryk¦ Bergmana. Maj¡c do dyspozycji �gwiazdkowane� odpo-
wiedniki funkcji w Cn, ªatwo zauwa»y¢, »e wspóªrz¦dne reprezentatywne równie» mog¡ by¢
zde�niowane, co najmniej lokalnie (w obszarze de�nicji mapy). Rozpatrzmy pokrycie rozma-
ito±ci M zbiorami otwartymi {Ui}, wpisane w obszary de�nicji map. Niech z0 ∈ U1 b¦dzie
ustalone. Po ewentualnym dokonaniu zaw¦»enia, mo»emy tak uporz¡dkowa¢ zbiory Ui × U1

aby stanowiªy pokrycie M × U1 oraz aby w ka»dym Ui × U1, K(z, ζ) mogªa by¢ wyra»ona
przez

K(z, ζ) = K∗
Ui

(z, ζ)dz1 ∧ .. ∧ dzn ∧ dζ̄1 ∧ .. ∧ dζ̄n.
W przeci¦ciu Ui × U1 ∩ Uj × U1 zmiana wspóªrz¦dnych (z, ζ)

(z̃(.),id)−→ (z̃(z), ζ) daje

K∗
Uj

(z̃(z), ζ)
∂(z̃(z)1, .., z̃(z)n)

∂(z1, .., zn)
= K∗

Ui
(z, ζ).

Dla ka»dego s ∈ {1..n} dostajemy
∂

∂ζ̄s
logK∗

Ui
(z, ζ) =

∂

∂ζ̄s
log

(
K∗
Uj

(z̃(z), ζ)
∂(z̃(z)1, .., z̃(z)n)

∂(z1, .., zn)

)
=

∂

∂ζ̄s
logK∗

Uj
(z̃, ζ).

St¡d wynika, »e wyra»enia

wl(z) =
n∑

k=1

T kl(z0)
∂

∂ζ̄k
log

K∗
Ui

(z, ζ)

K∗
U1

(ζ, ζ) |ζ=z0
, l = 1..n

sklejaj¡ si¦ do funkcji globalnych. Macierz T kl(z0) jest dobrze okre±lona dzi¦ki zaªo»eniu,
»e M posiada metryk¦ Bergmana. Tak jak w przypadku obszarów w Cn, jedyn¡ obstrukcj¡
dla zde�niowania globalnej funkcji holomor�cznej, jaka mo»e si¦ pojawi¢ przy powy»szej
konstrukcji, jest mo»liwo±¢, aby KUi

(z, z0) zerowaªa si¦ dla pewnego z (co jest oczywi±cie
niezale»ne od zbioru Ui, reprezentuj¡ce K wyra»enie b¦dzie si¦ zerowa¢ dla ka»dego Uj,
z ∈ Uj). Podsumowuj¡c dostajemy nast¦puj¡ce twierdzenie
Twierdzenie 3.1. Na zespolonej rozmaito±ci M , posiadaj¡cej metryk¦ Bergmana mo»na
okre±li¢ wspóªrz¦dne reprezentatywne wl, l = 1, ..., n, o ±rodku w z0 ∈M , które s¡ poprawnie
zde�niowanymi funkcjami holomor�cznymi na M \Wz0, gdzie

Wz0 := {z ∈M : K∗(z, z0) = 0}.
Odnotujmy, »e wspóªrz¦dne reprezentatywne dla metryki Bergmana na rozmaito±ciach

byªy ju» wcze±niej badane w [Dav77], jednak»e tam u»yto j¡dra Bergmana dla funkcji, za-
miast j¡dra Bergmana dla form. Zaªo»enie to istotnie ogranicza zakres rozpatrywanych roz-
maito±ci, przykªadowo ka»da rozmaito±¢ zwarta jest w ten sposób eliminowana z rozwa»a«.

Od tej chwili konwencj¡ b¦dzie, »e f ∗ jest wspóªczynnikiem lokalnym (n, 0)- formy
f(z) = f ∗(z)dz1 ∧ dz2 ∧ .. ∧ dzn,

W lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych z1, .., zn
W odró»nieniu od sytuacji w ograniczonych obszarach w Cn, M niekoniecznie posiada

metryk¦ Bergmana. Warunki konieczne i wystarczaj¡ce, abyM posiadaªa metryk¦ Bergmana
s¡ nast¦puj¡ce:
• Dla ka»dego z ∈ M istnieje f ∈ H0

(2)(M,KM) taka, »e f ∗(z) 6= 0 (warunek A.1 w
[Kob59]).
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• Dla ka»dego z ∈ M i dla ka»dego wektora X z zespolonej przestrzeni stycznej do M
w punkcie z istnieje g ∈ H0

(2)(M,KM) taka, »e g∗(z) = 0 i X(g∗)(z) 6= 0 (warunek A.2 w
[Kob59]).

Warunek A.2 jest równowa»ny nast¦puj¡cemu warunkowi
• Dla ka»dego z ∈ M i dla ustalonej bazy Xi, i = 1..n zespolonej przestrzeni stycznej do

M w punkcie z istniej¡ gi ∈ H0
(2)(M,KM), i = 1, ..., n takie, »e g∗i (z) = 0 i Xi(g

∗
i )(z) 6= 0

(warunek A.2').
Warunki te s¡ trudne do bezpo±redniego sprawdzenia w przypadku abstrakcyjnej rozma-

ito±ci zespolonej, jednak»e oczywiste jest, »e w przypadku rozmaito±ci zwartej warunkiem
koniecznym, aby M posiadaªa metryk¦ Bergmana jest aby wymiar przestrzeni H0(M,KM),
zwany te» (n, 0)- liczb¡ Hodge'a hn,0(M) lub genusem geometrycznym, speªniaª

hn,0(M) ≥ n+ 1.

Liczby Hodge'a s¡ wyliczone dla wielu zwartych rozmaito±ci zespolonych w niskich wymia-
rach, tak wi¦c kryterium to pozwala szybko wyeliminowa¢ wiele z nich, jako kandydatów do
posiadania metryki Bergmana.

Okazuje si¦ (zob. [Kob59]), »e A.1 i A.2 s¡ równie» koniecznymi i wystarczaj¡cymi wa-
runkami, aby ιKo,ϕ (po stosownej mody�kacji de�nicji) byªa immersj¡ (sam warunek A.1
jest konieczny i wystarczaj¡cy, aby odwzorowanie Kobayashiego byªo dobrze zde�niowane),
podczas gdy aby byªo ono iniekcj¡ potrzebny jest inny warunek:
• Dla dowolnych dwóch punktów z, z0 ∈ M i ustalonych lokalnych wspóªrz¦dnych wokóª

z i stosownie z0 istnieje h ∈ H0
(2)(M,KM) taka, »e h∗(z) = 0 i h∗(z0) 6= 0 (warunek A.3 w

[Kob59]).
Ustalmy baz¦ ortonormaln¡ ϕ0, ϕ1, ϕ2, ... przestrzeni H0

(2)(M,KM) i lokalny ukªad wspóª-
rz¦dnych wokóª punktu ξ ∈M . Przez

Fϕ(ξ) :=



ϕ∗0

∂ϕ∗1
∂z1

− ϕ∗1
∂ϕ∗0
∂z1

ϕ∗0
∂ϕ∗2
∂z1

− ϕ∗2
∂ϕ∗0
∂z1

ϕ∗1
∂ϕ∗2
∂z1

− ϕ∗2
∂ϕ∗1
∂z1

· · ·
... ... ... · · ·

ϕ∗0
∂ϕ∗1
∂zn

− ϕ∗1
∂ϕ∗0
∂zn

ϕ∗0
∂ϕ∗2
∂zn

− ϕ∗2
∂ϕ∗0
∂zn

ϕ∗1
∂ϕ∗2
∂zn

− ϕ∗2
∂ϕ∗1
∂zn

· · ·



|ξ

,

b¦dziemy oznacza¢ macierz, która reprezentuje klas¦ abstrakcji ιLu,ϕ(ξ), co posªu»y za de�-
nicj¦ odwzorowania ιLu,ϕ w przypadku rozmaito±ci (a priori nie wiadomo czy taka de�nicja
jest poprawna).

Obserwacja 31. Macierz Fϕ(ξ) jest macierz¡ wymiaru n× (dimH0
(2)

(M,KM )

2

)
.

Aby przeprowadzi¢ konstrukcj¦ Lu Qi-Kenga na rozmaito±ci (odnotujmy, »e docelowy
Grassmanian mo»e by¢ sko«czenie-wymiarowy), najpierw nale»y sprawdzi¢ czy nie jest ona
uzale»niona od faktu, »e w Cn mamy globalne wspóªrz¦dne (nie jest to caªkowicie oczywiste,
poniewa» we wzorze na ιLu,ϕ wyst¦puj¡ pochodne cz¡stkowe).

Lemat 3.2. Odwzorowanie ιLu,ϕ nie zale»y od lokalnych holomor�cznych zmian wspóªrz¦d-
nych.

Dowód. Niech

ϕj = ϕ̃∗j(z̃)dz̃1 ∧ .. ∧ dz̃n = ϕ̃∗j(z̃(z))Jac
(
∂z̃

∂z

)
dz1 ∧ .. ∧ dzn = ϕ∗j(z)dz1 ∧ .. ∧ dzn,
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gdzie z lewej strony mamy przedstawienie formy ϕj w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych z̃,
a z prawej we wspóªrz¦dnych z. Oczywi±cie równo±¢ ta ma miejsce wyª¡cznie na przeci¦ciu
obszarów istnienia wspóªrz¦dnych z̃ i z.

Teraz

ϕ∗j(z)
∂ϕ∗k(z)
∂zs

− ϕ∗k(z)
∂ϕ∗j(z)

∂zs
=

ϕ̃∗j(z̃(z))Jac
(
∂z̃

∂z

)
∂ϕ̃∗k(z̃(z))Jac

(
∂z̃
∂z

)

∂zs
− ϕ̃∗k(z̃(z))Jac

(
∂z̃

∂z

)
∂ϕ̃∗j(z̃(z))Jac

(
∂z̃
∂z

)

∂zs
=

Jac

(
∂z̃

∂z

)2

ϕ̃∗j(z̃(z))
n∑

m=1

∂ϕ̃∗k
∂z̃m

∂z̃m
∂zs

− Jac

(
∂z̃

∂z

)2

ϕ̃∗k(z̃(z))
n∑

m=1

∂ϕ̃∗j
∂z̃m

∂z̃m
∂zs

.

St¡d
(
ϕ∗j(z)

∂ϕ∗k(z)
∂zs

− ϕ∗k(z)
∂ϕ∗j(z)

∂zs

)
s=1..n
j<k

=

Jac

(
∂z̃

∂z

)2




∂z̃1
∂z1

· · · ∂z̃n

∂z1... . . . ...
∂z̃1
∂zn

· · · ∂z̃n

∂zn




(
ϕ̃∗j(z̃)

∂ϕ̃∗k(z̃)
∂z̃s

− ϕ̃∗k(z̃)
∂ϕ̃∗j(z̃)

∂z̃s

)
s=1..n
j<k

i klasy abstrakcji macierzy
(
ϕ∗j(z)

∂ϕ∗k(z)
∂zs

− ϕ∗k(z)
∂ϕ∗j(z)

∂zs

)
s=1..n
j<k

i (
ϕ̃∗j(z̃)

∂ϕ̃∗k(z̃)
∂z̃s

− ϕ̃∗k(z̃)
∂ϕ̃∗j(z̃)

∂z̃s

)
s=1..n
j<k

s¡ takie same, poniewa» Jac
(
∂z̃
∂z

)2




∂z̃1
∂z1

· · · ∂z̃n

∂z1... . . . ...
∂z̃1
∂zn

· · · ∂z̃n

∂zn


 jest nieosobliwa. ¤

Dzi¦ki Lematowi 3.2 wiemy jak macierz Fϕ(ξ) zmieniªa by si¦ przy wyborze innego ukªadu
lokalnych wspóªrz¦dnych, tak wi¦c potrzeba rozpatrywania danych lokalnie nie jest prze-
szkod¡ w konstrukcji Lu Qi-Kenga. Obstrukcje mog¡ si¦ jednak pojawi¢ z innego kierunku.

Wnikliwa analiza [Lu08] daje nam konieczne i wystarczaj¡ce warunki, aby ιLu,ϕ byªo
dobrze zde�niowane:

Twierdzenie 3.3. Klasa abstrakcji [Fϕ(z)] jest poprawnie zde�niowanym obrazem punktu z
w Grassmanianie F

(
n,

(dimH0
(2)

(M,KM )

2

))
wtedy i tylko wtedy, gdy ª¡cznie speªnione s¡ nast¦-

puj¡ce dwa warunki
• Dla ka»dego z ∈ M istnieje f ∈ H0

(2)(M,KM) taka, »e f ∗(z) 6= 0 (czyli dokªadnie
warunek A.1 powy»ej).
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• Dla ka»dego z ∈ M istniej¡ f1, .., fn ∈ H0
(2)(M,KM) takie, »e f ∗i (z) = 0, i = 1..n i


∂f∗1
∂z1

· · · ∂f∗n
∂z1... . . . ...

∂f∗1
∂zn

· · · ∂f∗n
∂zn


 jest nieosobliwa w punkcie z (warunek B.1).

Uwaga. Pomimo »e macierz w warunku B.1 zale»y od wyboru lokalnych wspóªrz¦dnych, to
wªasno±¢ bycia macierz¡ nieosobliw¡ jest od tego wyboru niezale»na. Tak wi¦c warunek B.1
jest poprawnie zadany.
Dowód. Wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla ustalonego punktu z ∈ M . Kowymiar prze-
strzeni form z H0

(2)(M,KM) takich, »e f ∗(z) = 0, wynosi co najwy»ej 1 i jest równy 1 wtedy
i tylko wtedy gdy zachodzi warunek A.1. St¡d wynika konieczno±¢ zachodzenia warunku
A.1, gdy» inaczej Fϕ(z) jest macierz¡ zerow¡. Niech φ0, φ1, φ2, ... b¦dzie baz¡ ortonormaln¡
przestrzeni H0

(2)(M,KM) tak¡, »e φ∗0(z) = c 6= 0 i φ∗j(z) = 0, dla j > 0. Baza ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...
wyst¦puj¡ca w de�nicji ιLu,ϕ powstaje z bazy φ0, φ1, φ2, ... poprzez przeksztaªcenie unitarne.

ϕ∗i (z)
∂ϕ∗j
∂zs

(z)− ϕ∗j(z)
∂ϕ∗i
∂zs

(z) =

∑
p≥0

〈ϕi, φp〉φ∗p(z)
∂

∑
q≥0〈ϕj, φq〉φ∗q
∂zs

(z)−
∑
p≥0

〈ϕj, φp〉φ∗p(z)
∂

∑
q≥0〈ϕi, φq〉φ∗q
∂zs

(z) =

〈ϕi, φ0〉φ∗0(z)
∂

∑
q≥0〈ϕj, φq〉φ∗q
∂zs

(z)− 〈ϕj, φ0〉φ∗0(z)
∂

∑
q≥0〈ϕi, φq〉φ∗q
∂zs

(z) =

c
∂

∑
q≥0 (〈ϕi, φ0〉〈ϕj, φq〉 − 〈ϕj, φ0〉〈ϕi, φq〉)φ∗q

∂zs
(z).

Macierz Fϕ(z) = cEφ(z)Hϕ,φ, gdzie

Eφ(z) :=




∂φ∗0
∂z1

∂φ∗1
∂z1

∂φ∗2
∂z1

· · ·
... ... ... · · ·
∂φ∗0
∂zn

∂φ∗1
∂zn

∂φ∗2
∂zn

· · ·



|z

jest macierz¡ n× dimH0
(2)(M,KM), natomiast

Hϕ,φ :=



〈ϕ0, φ0〉〈ϕ1, φ0〉 − 〈ϕ1, φ0〉〈ϕ0, φ0〉 · · · 〈ϕi, φ0〉〈ϕj, φ0〉 − 〈ϕj, φ0〉〈ϕi, φ0〉 · · ·
〈ϕ0, φ0〉〈ϕ2, φ1〉 − 〈ϕ2, φ0〉〈ϕ0, φ1〉 · · · 〈ϕi, φ0〉〈ϕj, φ1〉 − 〈ϕj, φ0〉〈ϕi, φ1〉 · · ·

... ... ... . . .




jest macierz¡ dimH0
(2)(M,KM)× (dimH0

(2)
(M,KM )

2

)
, której (q, ij) -ty element to

〈ϕi, φ0〉〈ϕj, φq〉 − 〈ϕj, φ0〉〈ϕi, φq〉.
Oczywi±cie pierwszy wiersz macierzy Hϕ,φ jest zerowy, sk¡d jej rz¡d to co najwy»ej

dimH0
(2)(M,KM)− 1 (lub wªa±ciwiej mówi¡c: wymiar koj¡dra operatora danego przez Hϕ,φ

wynosi co najmniej 1, gdy» mo»e zachodzi¢ sytuacja dimH0
(2)(M,KM) = ∞).

Z drugiej strony

Hϕ,φ = Aϕ,φBϕ,φ,
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gdzie

Aϕ,φ =



〈ϕ0, φ0〉 〈ϕ1, φ0〉 〈ϕ2, φ0〉 · · ·
〈ϕ0, φ1〉 〈ϕ1, φ1〉 〈ϕ2, φ1〉 · · ·

... ... ... . . .


 ,

a

Bϕ,φ =




−〈ϕ1, φ0〉 −〈ϕ2, φ0〉 · · · 0 · · ·
〈ϕ0, φ0〉 0 · · · ... · · ·

0 〈ϕ0, φ0〉 · · · ... · · ·
... ... · · · 0 · · ·
... ... · · · −〈ϕj, φ0〉 · · ·
... ... · · · 0 · · ·
... ... · · · ... · · ·
... ... · · · 0 · · ·
... ... · · · 〈ϕi, φ0〉 · · ·
... ... · · · 0 · · ·
... ... ... ... . . .




,

tzn ij- ta kolumna macierzy Bϕ,φ to



i︷ ︸︸ ︷
0, ...., 0,−〈ϕj, φ0〉, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

j

, 〈ϕi, φ0〉, 0, ...


t

.

Poniewa» ϕ jest baz¡ i φ0 6= 0, istnieje l takie, »e 〈ϕl, φ0〉 6= 0. Podmacierz zªo»ona z
0l, 1l, ..(l − 1)l, l(l + 1), l(l + 2), ...-tych kolumn macierzy Bϕ,φ wygl¡da tak:




−〈ϕl, φ0〉 0 · · · 0 0 0 · · ·
0 −〈ϕl, φ0〉 · · · 0 0 0 · · ·
... ... . . . ... ... ... · · ·
0 0 · · · −〈ϕl, φ0〉 0 0 · · ·

〈ϕ0, φ0〉 〈ϕ1, φ0〉 · · · 〈ϕl−1, φ0〉 −〈ϕl+1, φ0〉 −〈ϕl+2, φ0〉 · · ·
0 0 · · · 0 〈ϕl, φ0〉 0 · · ·
0 0 · · · 0 0 〈ϕl, φ0〉 · · ·
... ... ... ... ... ... . . .




.

Jest to macierz o wymiarach dimH0
(2)(M,KM)×

(
dimH0

(2)(M,KM)− 1
)
, która jednak jest

ewidentnie maksymalnego rz¦du, co wida¢ po usuni¦ciu l-tego wiersza.
Ponadto macierz Aϕ,φ, jako macierz zmiany bazy, jest maksymalnego rz¦du, tak wi¦c

macierz Hϕ,φ jest rz¦du dokªadnie dimH0
(2)(M,KM) − 1 (lub wªa±ciwiej, wymiar koj¡dra

operatora Hϕ,φ wynosi dokªadnie 1).

Macierz




∂f∗1
∂z1

· · · ∂f∗n
∂z1... . . . ...

∂f∗1
∂zn

· · · ∂f∗n
∂zn


 z warunku B.1 przedstawiamy jako
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


∂f∗1
∂z1

· · · ∂f∗n
∂z1... . . . ...

∂f∗1
∂zn

· · · ∂f∗n
∂zn


 = Eφ(z)Kf,φ,

gdzie

Kf,φ :=



〈f1, φ0〉 · · · 〈fn, φ0〉
〈f1, φ1〉 · · · 〈fn, φ1〉

... ... ...


 .

Formy fi, i = 1..n ze wzgl¦du na warunek B.1 nale»¡ do przestrzeni rozpi¦tej przez φ1, φ2, ....
Wynika st¡d, »e φ0 ⊥ fi, i = 1..n i pierwszy wiersz macierzy Kf,φ jest zerowy. Teraz widzimy,
»e warunek B.2 jest równowa»ny ze stwierdzeniem, »e

rankEφ(z) = n i rankKf,φ = n

jak równie» jest równowa»ny ze stwierdzeniem, »e
rankE ′

φ(z) = n i rankK ′
f,φ = n,

gdzie E ′
φ(z) jest macierz¡ n×(H0

(2)(M,KM)−1) powstaª¡ z Eφ(z) poprzez usuni¦cie pierwszej
kolumny, a K ′

f,φ powstaje z Kf,φ poprzez usuni¦cie pierwszego (zerowego) wiersza.
Z drugiej strony Kf,φ jest macierz¡ wspóªczynników form fi (rozpatrywanych jako ele-

menty przestrzeni Hilberta) w bazie φ0, φ1, .. i jej rz¡d wynosi n wtedy i tylko wtedy, gdy
f1, .., fn s¡ liniowo niezale»ne. Gdyby jednak formy te byªy liniowo zale»ne to natychmiast wi-
dzimy, »e nie byªby dla tego wyboru speªniony warunek B.1. Ostatecznie mamy, »e warunek
B.1 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy rz¡d macierzy E ′

φ(z) wynosi n.
Wracaj¡c do macierzy Fϕ(z) widzimy, kolejn¡ równowa»no±¢ zda«
• Odwzorowanie ιLu,ϕ jest dobrze okre±lone w punkcie z
• Macierz Fϕ(z) jest rz¦du n
•Macierz Eφ(z) jest rz¦du n, c 6= 0 i obraz odwzorowania liniowego, danego przez macierz

Hϕ,φ, zawiera podprzestrze«, na której Eφ(z) jest izomor�zmem. W j¦zyku algebry liniowej

ImHϕ,φ/ImHϕ,φ∩KerEφ(z) = DomEφ(z)/KerEφ(z) = coimEφ(z).

• Macierz E ′
φ(z) jest rz¦du n, c 6= 0 obraz odwzorowania liniowego, danego przez macierz

H ′
ϕ,φ, gdzie H ′

ϕ,φ jest macierz¡ Hϕ,φ z usuni¦tym pierwszym (zerowym) wierszem, zawiera
podprzestrze«, na której E ′

φ(z) jest izomor�zmem.
• Macierz E ′

φ(z) jest rz¦du n i c 6= 0. Ostatnia równowa»no±¢ wynika z faktu, wykazanego
powy»ej, »e H ′

ϕ,φ jest maksymalnego rz¦du.
Ostatecznie widzimy, »e ª¡czne speªnienie warunków B.1 i A.1 jest równowa»ne poprawnej

de�nicji ιLu,ϕ. ¤

Obserwacja 32. Z warunku B.1 wynika warunek A.2', a zatem i A.2. Je»eli ιLu,ϕ jest dobrze
okre±lonym odwzorowaniem to ιKo,ϕ jest immersj¡.

Dowód. Pochodne cz¡stkowe ∂
∂zi
, i = 1..n tworz¡ baz¦. Skoro macierz z warunku B.1 jest

nieosobliwa to istnieje j1 ∈ {1, .., n} takie, »e ∂f∗j1
∂z1

6= 0. Tak samo istnieje j2 ∈ {1, .., n} takie,
»e ∂f∗j2

∂z2
6= 0 itd. ¤
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Immersywno±¢ odwzorowania ιLu,ϕ przy zaªo»eniu warunków A.1 i B.1 scharakteryzowana
jest w nast¦puj¡cym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.4. Warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym, aby poprawnie zde�niowane
odwzorowanie ιLu,ϕ byªo globaln¡ immersj¡ jest
• Dla ka»dego z ∈ M istniej¡ g1, .., gn(n+1)

2

∈ H0
(2)(M,KM) (niektóre z nich by¢ mo»e

to»samo±ciowo zero) takie, »e g∗i (z) = 0, i = 1..n(n+1)
2

, dg∗i = 0, i = 1..n(n+1)
2

w punkcie z oraz
n× n2(n+1)

2
macierz




∂2g∗1
∂z1∂z1

· · · ∂2g∗1
∂zn∂z1

∂2g∗2
∂z1∂z1

· · · ∂2g∗2
∂zn∂z1

· · ·
∂2g∗

n(n+1)
2

∂z1∂z1
· · ·

∂2g∗
n(n+1)

2

∂zn∂z1... . . . ... ... . . . ... · · · ... . . . ...
∂2g∗1
∂z1∂zn

· · · ∂2g∗1
∂zn∂zn

∂2g∗2
∂z1∂zn

· · · ∂2g∗2
∂zn∂zn

· · ·
∂2g∗

n(n+1)
2

∂z1∂zn
· · ·

∂2g∗
n(n+1)

2

∂zn∂zn




jest rz¦du n w punkcie z (warunek B.2).

Dowód. Wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla ustalonego punktu z ∈ M . Fundamentalnym
faktem udowodnionym w [Lu08] jest, »e ιLu,ϕ jest immersj¡ lub nie w punkcie z niezale»nie
od wyboru bazy ortonormalnej ϕ (natomiast przy zmianie bazy, zmienia si¦ obraz punku
z). Przedstawiony tam dowód nie korzysta z zaªo»e«, »e rozumowanie przeprowadzane jest
w obszarach w Cn, a jedynie ze struktury przestrzeni Hilberta oraz transformacji Grassma-
nianu, zatem przenosi si¦ na przypadek rozmaito±ci. Dalsze rozumowanie przeprowadzimy
dla specjalnej bazy ortonormalnej φ0, φ1, ..., dla której φ∗0(z) = c 6= 0, φ∗i (z) = 0, i > 0,

det




∂φ∗1
∂z1

· · · ∂φ∗n
∂z1... . . . ...

∂φ∗1
∂zn

· · · ∂φ∗n
∂zn



|z

6= 0, dφ∗i |z = 0, i > n i




∂2φ∗j
∂z1∂z1

· · · ∂2φ∗j
∂zn∂z1... . . . ...

∂2φ∗j
∂z1∂zn

· · · ∂2φ∗j
∂zn∂zn



|z

= 0, dla dosta-

tecznie du»ych j. Baza taka istnieje na mocy zaªo»onych warunków A.1 i B.1.
Za [Lu08], mamy

Fφ(z) =



φ∗0

∂φ∗1
∂z1

− φ∗1
∂φ∗0
∂z1

φ∗0
∂φ∗2
∂z1

− φ∗2
∂φ∗0
∂z1

φ∗1
∂φ∗2
∂z1

− φ∗2
∂φ∗1
∂z1

· · ·
... ... ... · · ·

φ∗0
∂φ∗1
∂zn

− φ∗1
∂φ∗0
∂zn

φ∗0
∂φ∗2
∂zn

− φ∗2
∂φ∗0
∂zn

φ∗1
∂φ∗2
∂zn

− φ∗2
∂φ∗1
∂zn

· · ·



|z

,

co po spermutowaniu kolumn daje


φ∗0(z)

∂φ∗1
∂z1

(z) · · · φ∗0(z)
∂φ∗n
∂z1

(z) 0 · · ·
... . . . ... 0 · · ·

φ∗0(z)
∂φ∗1
∂zn

(z) · · · φ∗0(z)
∂φ∗n
∂zn

(z) 0 · · ·


 .

Oznacza to, »e obraz punktu z poprzez ιLu,φ tra�a do podzbioru Grassmanianu, dla któ-
rego n × n minor powstaªy z 01, 02, .., 0n - tych kolumn jest nieosobliwy. Oznaczmy przez

Pφ(ξ), macierz



φ∗0(ξ)

∂φ∗1
∂z1

(ξ) · · · φ∗0(ξ)
∂φ∗n
∂z1

(z)
... . . . ...

φ∗0(ξ)
∂φ∗1
∂zn

(ξ) · · · φ∗0(ξ)
∂φ∗n
∂zn

(xi)


. We wspóªrz¦dnych lokalnych Grassma-

nianu mamy
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ιLu,φ(ξ) = Pφ(ξ)
−1F ′′φ (ξ),

gdzie F ′′φ (ξ) powstaje z macierzy Fφ(ξ) poprzez usuni¦cie 01, 02, .., 0n - tych kolumn. Oczy-
wi±cie równo±¢ taka zachodzi tylko w otoczeniu punktu z, dla którego Pφ(ξ) jest nieosobliwa.

∂ιLu,φ
∂zj

=
∂Pφ(ξ)

−1F ′′φ (ξ)

∂zj
,

co na mocy wzoru (2.7) wynosi

Pφ(ξ)
−1
∂F ′′φ (ξ)

∂zj
− Pφ(ξ)

−1∂Pφ
∂zj

Pφ(ξ)
−1F ′′φ (ξ).

W punkcie z redukuje si¦ to do

(3.2) Pφ(z)
−1
∂F ′′φ
∂zj

(z).

Pochodne cz¡stkowe ιLu,φ we wspóªrz¦dnych lokalnych tworz¡ tensor rz¦du 3. Aby upro±ci¢
notacj¦ przedstawmy macierz F ′′φ jako macierz F ′′′φ wymiaru 1 × n

((dimH0
(2)

(M,KM )

2

)− n
)
,

zapisuj¡c kolejno w jednym wierszu transponowane kolumny macierzy F ′′φ . Umo»liwia to
zapisanie tensora pochodnych cz¡stkowych jako macierzy dwuwymiarowej.

Immersywno±¢ ιLu,φ jest równowa»na stwierdzeniu, »e rz¡d macierzy

c




∂F ′′′φ 11

∂z1

∂F ′′′φ 12

∂z1

∂F ′′′φ 13

∂z1
· · ·

... ... ... · · ·
∂F ′′′φ 11

∂zn

∂F ′′′φ 12

∂zn

∂F ′′′φ 13

∂zn
· · ·



|z

wynosi n. Wynika to z postaci (3.2) jak i z faktu, »e P−1
φ jest macierz¡ nieosobliw¡.

Odnotujmy, »e
∂F ′′′φ 1p

∂zs
=
∂

(
φ∗i

∂φ∗j
∂zl

− φ∗j
∂φ∗i
∂zl

)

∂zs
,

dla i, j, l odpowiadaj¡cych 1p -temu wyrazowi w macierzy F ′′′φ . Jest to równe

φ∗i
∂2φ∗j
∂zl∂zs

− φ∗j
∂2φ∗i
∂zl∂zs

,

co mo»e by¢ ró»ne od zera w punkcie z tylko w przypadku, gdy i = 0, 0 < j ≤ n + n(n+1)
2

,
gdy» wymiar przestrzeni form h ∈ H0

(2)(M,KM) takich, »e

h∗(z) = 0, dh∗|z = 0,




∂2h∗
∂z1∂z1

· · · ∂2h∗
∂zn∂z1... . . . ...

∂2h∗
∂z1∂zn

· · · ∂2h∗
∂zn∂zn



|z

6=



0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 0




jest nie wi¦kszy ni» n(n+1)
2

(tªumaczy to dlaczego wystarczy rozpatrywa¢ n(n+1)
2

form g). Jed-
nak»e pary ij = 01, 02, .., 0n nie wyst¡pi¡, gdy» kolumny o tych numerach zostaªy usuni¦te
z Fφ.

Ostatecznie po spermutowaniu kolumn dostajemy
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


φ∗0
∂2φ∗n+1

∂z1∂z1
· · · φ∗0

∂2φ∗n+1

∂zn∂z1
· · · φ∗0

∂2φ∗
n+

n(n+1)
2

∂z1∂z1
· · · φ∗0

∂2φ∗
n+

n(n+1)
2

∂zn∂z1
0 · · ·

... . . . ... · · · ... . . . ...

φ∗0
∂2φ∗n+1

∂z1∂zn
· · · φ∗0

∂2φ∗n+1

∂zn∂zn
· · · φ∗0

∂2φ∗
n+

n(n+1)
2

∂z1∂zn
· · · φ∗0

∂2φ∗
n+

n(n+1)
2

∂zn∂zn
0 · · ·



|z

B¦dziemy u»ywa¢ postaci blokowych macierzy. Dla dowolnej formy h ∈ H0
(2)(M,KM)

niech

Hess(h∗) =




∂2h∗
∂z1∂z1

· · · ∂2h∗
∂zn∂z1... . . . ...

∂2h∗
∂z1∂zn

· · · ∂2h∗
∂zn∂zn




oznacza macierz drugich pochodnych funkcji h∗.
Macierz któr¡ transformujemy ma posta¢

c
(
Hess(φ∗n+1) Hess(φ∗n+2) Hess(φ∗n+3) · · ·) ,

która to macierz ma by¢ rz¦du n. Oczywi±cie bloki Hess(φ∗q), dla q > n + n(n+1)
2

s¡ to»sa-
mo±ciowo zerowe.

Ostatecznie immersywno±¢ ιLu,φ w punkcie z jest równowa»na ze stwierdzeniem, »e ma-
cierz

(
Hess(φ∗n+1) · · · Hess

(
φ∗
n+

n(n+1)
2

))

jest rz¦du n.
Kªad¡c gi = φi+n widzimy, »e z immersywno±ci ιLu,φ w punkcie z (a wi¦c z immersywno±ci

ιLu,ϕ w punkcie z) wynika warunek B.2.
W drug¡ stron¦, macierz z warunku B.2 ma posta¢(

Hess(g∗1) Hess(g∗2) · · · Hess

(
g∗n(n+1)

2

))
=

(
Hess(φ∗0) Hess(φ∗2) Hess(φ∗3) · · ·)



〈g1, φ0〉In 〈g2, φ0〉In · · ·
〈g1, φ1〉In 〈g2, φ1〉In · · ·

... ... . . .


 .

Oczywi±cie Hess(φ∗q), dla q > n+ n(n+1)
2

, tak jak wy»ej s¡ blokami zerowymi, a ponadto
〈gi, φj〉 = 0, dla j ≤ n,

co wynika z warunku B.2.
Zachodzi wi¦c równo±¢

(
Hess(g∗1) Hess(g∗2) · · · Hess

(
g∗n(n+1)

2

))
=

(
Hess(φ∗n+1) · · · Hess

(
φ∗
n+

n(n+1)
2

))



〈g1, φn+1〉In · · · 〈gn(n+1)
2

, φn+1〉In
... . . . ...

〈g1, φn+
n(n+2)

2

〉In · · · 〈gn(n+1)
2

, φ
n+

n(n+2)
2

〉In


 .
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Z warunku B.2 mamy, »e macierz ta jest rz¦du n, a wi¦c i macierz
(
Hess(φ∗n+1) · · · Hess

(
φ∗
n+

n(n+1)
2

))

jest rz¦du n, co daje nam immersywno±¢ ιLu,φ (i ιLu,ϕ).
¤

Twierdzenie 3.5. Koniecznym i wystarczaj¡cym warunkiem aby poprawnie zde�niowane
odwzorowanie ιLu,ϕ byªo iniekcj¡ jest
• Dla ka»dej pary ró»nych punktów z, ζ ∈ M , z ustalonymi lokalnymi ukªadami wspóª-

rz¦dnych wokóª z i ζ oraz dla ka»dej nieosobliwej n × n macierzy (pij)i,j=1..n istniej¡ f, g ∈
H0

(2)(M,KM) takie, »e
(
f ∗(z)

∂g∗

∂zi
(z)− g∗(z)

∂f ∗

∂zi
(z)

)

i=1..n

6= (pij)i,j=1..n

(
f ∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ)− g∗(ζ)

∂f ∗

∂ζj
(ζ)

)

j=1..n

,

jako wektory (warunek B.3)
(Co nie wyklucza mo»liwo±ci, »e dla pewnych (nie wszystkich) i, i-te skªadowe tych wek-

torów mog¡ by¢ sobie równe).
Dowód. Konieczno±¢:

Zaªó»my, »e warunek B.3 nie zachodzi, czyli istniej¡ z 6= ζ ∈M oraz istnieje nieosobliwa
n× n macierz (pij)i,j=1..n taka, »e dla wszystkich f, g ∈ H0

(2)(M,KM) zachodzi
(
f ∗(z)

∂g∗

∂zi
(z)− g∗(z)

∂f ∗

∂zi
(z)

)

i=1..n

= (pij)i,j=1..n

(
f ∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ)− g∗(ζ)

∂f ∗

∂ζj
(ζ)

)

j=1..n

,

W szczególno±ci równo±¢ ta zachodzi przy wyborze f = ϕl, g = ϕs, gdzie ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...
jest baz¡ z konstrukcji Lu Qi-Kenga. Dostajemy

Fϕ(z) = (pij)i,j=1..nFϕ(ζ),

gdy» równo±¢ zachodzi dla ka»dej kolumny. Z de�nicji wi¦c ιLu,ϕ(z) = ιLu,ϕ(ζ).
Dostateczno±¢:
Zaªó»my niewprost, »e warunek B.3 zachodzi i ιLu,ϕ nie jest iniekcj¡. Istniej¡ wi¦c z 6=

ζ ∈M takie, »e ιLu,ϕ(z) = ιLu,ϕ(ζ), tzn. istnieje nieosobliwa macierz (pij)i,j=1..n taka, »e
Fϕ(z) = (pij)i,j=1..nFϕ(ζ),

przy ustalonych lokalnych ukªadach wspóªrz¦dnych wokóª z i ζ, co w szczególno±ci oznacza,
»e (

ϕ∗l (z)
∂ϕ∗s
∂zi

(z)− ϕ∗s(z)
∂ϕ∗l
∂zi

(z)

)

i=1..n

=

(pij)i,j=1..n

(
ϕ∗l (ζ)

∂ϕ∗s
∂ζj

(ζ)− ϕ∗s(ζ)
∂ϕ∗l
∂ζj

(ζ)

)

j=1..n

, l, s ∈ N ∪ {0}.

Dla tak wybranych z, ζ i (pij)i,j=1..n wybierzmy f i g z warunku B.3. Z jednej strony
(
f ∗(z)

∂g∗

∂zi
(z)− g∗(z)

∂f ∗

∂zi
(z)

)

i=1..n

6= (pij)i,j=1..n

(
f ∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ)− g∗(ζ)

∂f ∗

∂ζj
(ζ)

)

j=1..n

.

Z drugiej, mo»emy wyrazi¢ f =
∑

s≥0 αsϕs i g =
∑

k≥0 βkϕk, gdzie αs = 〈f, ϕs〉, βk = 〈g, ϕk〉.
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(
f ∗(z)

∂g∗

∂zi
(z)− g∗(z)

∂f ∗

∂zi
(z)

)

i=1..n

=

(∑
s≥0

αsϕ
∗
s(z)

∂
∑

k≥0 βkϕ
∗
k

∂zi
(z)−

∑

k≥0

βkϕ
∗
k(z)

∂
∑

s≥0 αsϕ
∗
s

∂zi
(z)

)

i=1..n

=

( ∑

s,k≥0

αsβk

(
ϕ∗s(z)

∂ϕ∗k
∂zi

(z)− ϕ∗k(z)
∂ϕ∗s
∂zi

(z)

))

i=1..n

=

(pij)i,j=1..n

( ∑

s,k≥0

αsβk

(
ϕ∗s(ζ)

∂ϕ∗k
∂zi

(ζ)− ϕ∗k(ζ)
∂ϕ∗s
∂zi

(ζ)

))

i=1..n

=

(pij)i,j=1..n

(
f ∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ)− g∗(ζ)

∂f ∗

∂ζj
(ζ)

)

j=1..n

.

Uzyskali±my sprzeczno±¢.
¤

Przy zaªo»eniu immersywno±ci ιLu,ϕ, izometryczno±¢ ιLu,ϕ pomi¦dzy (M, β̃), a(
F

(
n,

(dimH0
(2)

(M,KM )

2

))
, ω̃FS

)
dowodzi si¦ tak samo jak w [Lu08]. Naturalnie zanurzenia

Plückera nie trzeba mody�kowa¢. Dostajemy

Twierdzenie 3.6. Niech M b¦dzie zespolon¡ rozmaito±ci¡, speªniaj¡c¡ warunki A.1, B.1 i
B.2. wtedy

ιPlü,ϕ ◦ ιLu,ϕ : (M, β̃) →


CP

((dimH0
(2)

(M,KM )

2

)

n

)
−1

, ωFS




zachowuje dªugo±ci krzywych.

Zbadamy teraz relacje pomi¦dzy odwzorowaniami ιKo,ϕ i ιLu,ϕ. Zachodzi nast¦puj¡ce
twierdzenie

Twierdzenie 3.7. Niech M b¦dzie zespolon¡ rozmaito±ci¡ wymiaru n > 1, dla której od-
wzorowanie ιLu,ϕ jest dobrze zde�niowane, a odwzorowanie ιKo,ϕ jest iniekcj¡. Wtedy równie»
odwzorowanie Lu Qi-Kenga, ιLu,ϕ, jest iniekcj¡.

Dowód. Dzi¦ki Obserwacji 32 wiemy, »e zachodzi warunek A.2.
Ustalmy punkty z, ζ ∈ M i nieosobliw¡ macierz (pij)i,j=1..n. Wystarczy znale¹¢ f i g

speªniaj¡ce B.3. We¹my pod uwag¦ warunek B.1 w punkcie z. Istnieje nieosobliwy 2 × 2

minor
(
∂f∗p
∂zr

∂f∗q
∂zr

∂f∗p
∂zs

∂f∗q
∂zs

)
, p 6= q, r 6= s macierzy z warunku B.1. Mo»emy zatem znale¹¢ (zespolone)

staªe A,B takie, »e A∂f∗p
∂zr

(z) +B
∂f∗q
∂zr

(z) = 0 i A∂f∗p
∂zs

(z) + B
∂f∗q
∂zs

(z) = 1. Niech f = Afp + Bfq.
Zachodzi równo±¢ f ∗(z) = 0 i ∂f∗

∂zr
(z) = 0, ∂f

∗
∂zs

(z) = 1. Dla f ∗(ζ) istniej¡ dwie mo»liwo±ci
daj¡ce dwa przypadki.
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W przypadku gdy f ∗(ζ) 6= 0 mo»na znale¹¢ (dzi¦ki warunkowi A.2) g ∈ H0
(2)(M,KM)

takie, »e g∗(ζ) = 0 i X(g∗)(ζ) 6= 0, gdzie X = (pr1, pr2, ..., prn)
t. i-ta skªadowa wektora z

lewej strony wyra»enia z warunku B.3 jest równa 0 dla i = r, a z prawej strony wynosi
n∑
j=1

prjf
∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ) = f ∗(ζ)X(g∗)(ζ) 6= 0.

W przypadku f ∗(ζ) = 0 mo»na znale¹¢ (dzi¦ki warunkowi A.3) g ∈ H0
(2)(M,KM) tak¡,

»e g∗(ζ) = 0 i g∗(z) 6= 0. Tak wi¦c

f ∗(z)
∂g∗

∂zs
(z)− g∗(z)

∂f ∗

∂zs
(z) = −g∗(z) 6= 0.

Oraz
n∑
j=1

psj

(
f ∗(ζ)

∂g∗

∂ζj
(ζ)− g∗(ζ)

∂f ∗

∂ζj
(ζ)

)
=

n∑
j=1

psj0 = 0.

¤
Przyjrzyjmy si¦ sytuacji n = 1 i zwartym powierzchniom Riemanna. Znanym faktem jest,

»e w tej sytuacji

dimH0(M,KM) = dimH0
(2)(M,KM) = h1,0(M) = g,

gdzie g jest genusem M . Ustalmy punkt z0 ∈ M . Wybierzmy specjaln¡ baz¦ ortonormaln¡
przestrzeni H0

(2)(M,KM), wzorowan¡ na bazie z rozdziaªu 2.3.

ϕ0 ∈ H0
(2)(M,KM) : ϕ∗0(z0) ∈ R+.

Taka forma zawsze istnieje, zob. [Lew69].

ϕ1 ∈ H0
(2)(M,KM) : ϕ∗1(z0) = 0,

∂ϕ∗1(z)
∂z |z=z0

= 0, ...

...,
∂m1−1ϕ∗1(z)
∂z..∂z |z=z0

= 0,
∂m1ϕ∗1(z)
∂z..∂z |z=z0

∈ R+.

�cisªym odpowiednikiem specjalnej bazy funkcji w obszarach w Cn, byªaby sytuacja, gdy
m1 = 1. W warunkach zwartej powierzchni Riemanna mo»e si¦ jednak okaza¢, »e takiej
formy ϕ1, prostopadªej do ϕ0 nie znajdziemy. Z drugiej strony wyst¡pi (najmniejsza) liczba

m ∈ N :
∂m

′
ϕ∗1(z)

∂z..∂z |z=z0
= 0, dla m′ < m,

∂mϕ∗1(z)
∂z..∂z |z=z0

∈ R+

i ϕ1 ⊥ ϕ0. Kªadziemy m1 = m.

ϕ2 ∈ H0
(2)(M,KM) : ϕ∗2(z0) = 0,

∂ϕ∗2(z)
∂z |z=z0

= 0, ...

...,
∂m1ϕ∗2(z)
∂z..∂z |z=z0

= 0, ...,
∂m2−1ϕ∗2(z)
∂z..∂z |z=z0

= 0,
∂m2ϕ∗2(z)
∂z..∂z |z=z0

∈ R+.

Ponownie mo»e si¦ okaza¢, »e m2 −m1 > 1.
...
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ϕg−1 ∈ H0
(2)(M,KM) : ϕ∗g−1(z0) = 0,

∂ϕ∗g−1(z)

∂z |z=z0
= 0, ...

...,
∂mg−1−1ϕ∗g−1(z)

∂z..∂z |z=z0
= 0,

∂mg−1ϕ∗g−1(z)

∂z..∂z |z=z0
∈ R+.

Z ka»dym punktem z0 ∈M mo»emy wi¦c skojarzy¢ ci¡g
0 = m0 < m1 < ... < mg−1

liczb caªkowitych i nieujemnych, wyst¦puj¡cy w powy»szej konstrukcji.
Obserwacja 33. Przestrze« holomor�cznych (1, 0)-form zeruj¡cych si¦ w punkcie z0 do
rz¦du co najmniej j jest wymiaru g −min{i : mi ≥ j}.
Dowód. Przestrze« ta jest rozpi¦ta przez formy ϕmin{i:mi≥j}, .., ϕg−1. ¤
Twierdzenie 3.8. Niech n1 < n2 < ... < ng b¦dzie ci¡giem lukowym Weierstrassa w punkcie
z0. Wtedy ci¡g m0 < m1 < ... < mg−1 dla punktu z0, zde�niowany powy»ej to

ms = ns+1 − 1, s = 0...g − 1.

Dowód. Z twierdzenia Riemanna-Rocha wiemy, »e

dimL
(
(z − z0)

0) = ord
(
(z − z0)

0) + dim Ω
(
(z − z0)

0)− g + 1 =

0 + g −min{i : mi ≥ 0} − g + 1.

Wiemy, »e m0 = 0, wi¦c powy»sze wyra»enie wynosi 0 + g − 0 − g + 1 = 1, co odpowiada
faktowi, »e jedynymi funkcjami holomor�cznymi (meromor�cznymi rz¦du 0) s¡ staªe.

dimL
(
(z − z0)

1) = ord
(
(z − z0)

1) + dim Ω
(
(z − z0)

1)− g + 1 =

1 + g −min{i : mi ≥ 1} − g + 1 = 1 + g − 1− g + 1 = 1,

co odpowiada faktowi, »e M nie dopuszcza funkcji meromor�cznych, holomor�cznych poza
{z0}, posiadaj¡cych biegun rz¦du 1 w punkcie z0 (st¡d n1 = 1, por. De�nicja 1.16).

�atwo si¦ przekona¢, »e rozpisuj¡c twierdzenie Riemanna-Rocha dla (z − z0)
j dla j <

m1 + 1 caªy czas b¦dziemy dostawa¢ dimL
(
(z − z0)

j
)

= j, co oznacza, »e M dopuszcza
funkcj¦ meromor�czn¡, holomor�czn¡ poza {z0}, posiadaj¡c¡ biegun rz¦du dokªadnie j w
punkcie z0.

Dla j = m1 + 1 mamy

dimL
(
(z − z0)

m1+1) = ord
(
(z − z0)

m1+1) + dim Ω
(
(z − z0)

m1+1)− g + 1 =

m1 + 1 + g −min{i : mi ≥ m1 + 1} − g + 1 = m1 + 1 + g − 2− g + 1 = m1.

Skoro wi¦c dimL
(
(z − z0)

m1+1) = dimL ((z − z0)
m1) to funkcja meromor�czna, holomor-

�czna poza {z0}, posiadaj¡ca biegun rz¦du dokªadnie m1 + 1 w punkcie z0 nie istnieje, wi¦c
n2 = m1 + 1.

Podobnie
dimL ((z − z0)

mj) = ord ((z − z0)
mj) + dim Ω ((z − z0)

mj)− g + 1 =

mj + g −min{i : mi ≥ mj} − g + 1 = mj + g − j − g + 1 = mj − j + 1

i
dimL

(
(z − z0)

mj+1) = ord
(
(z − z0)

mj+1) + dim Ω
(
(z − z0)

mj+1)− g + 1 =
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mj + 1 + g −min{i : mi ≥ mj + 1} − g + 1 = mj + 1 + g − (j + 1)− g + 1 = mj − j + 1.

St¡d dimL ((z − z0)
mj) = dimL

(
(z − z0)

mj+1) i nie istnieje funkcja meromor�czna, ho-
lomor�czna poza {z0}, posiadaj¡ca biegun rz¦du dokªadnie mj + 1 w punkcie z0. Tak wi¦c
mj + 1 b¦dzie jedn¡ z liczb n1, ..., ng. Zwa»ywszy na kolejno±¢ mamy nj+1 = mj + 1. ¤

Wyra¹my teraz ∂2

∂z∂z̄
logK∗(z, z) w skonstruowanej specjalnej bazie. Istniej¡ dwa przy-

padki.
Gdy m1 = 1

∂2

∂z∂z̄
logK∗(z, z)|z=z0 =

ϕ∗0(z0)ϕ∗0(z0)
(
∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0
∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0 +
∂ϕ∗1(z)

∂z |z=z0
∂ϕ∗1(z)

∂z |z=z0

)
− ϕ∗0(z0)

∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0ϕ
∗
0(z0)

∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0
(ϕ∗0(z0)ϕ∗0(z0))2

=

∣∣∣∂ϕ∗1(z)

∂z |z=z0

∣∣∣
2

|ϕ∗0(z0)|2 > 0.

Gdy m1 > 1

∂2

∂z∂z̄
logK∗(z, z)|z=z0 =

ϕ∗0(z0)ϕ∗0(z0)
∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0
∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0 − ϕ∗0(z0)
∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0ϕ
∗
0(z0)

∂ϕ∗0(z)

∂z |z=z0
(ϕ∗0(z0)ϕ∗0(z0))2

= 0.

Z drugiej strony m1 > 1 oznacza, »e n2 > 2, a wi¦c M dopuszcza funkcj¦ meromor�czn¡
o jedynym biegunie w punkcie z0, rz¦du 2. St¡d dostajemy
Twierdzenie 3.9 (Lewittesa, zob. [Lew69], gdzie �Bergman metric� oznacza co innego ni»
nasza de�nicja metryki Bergmana). Zwarta powierzchnia Riemanna dopuszcza metryk¦ Berg-
mana wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest hipereliptyczna.

W wy»szych wymiarach wyników na temat istnienia metryki Bergmana jest bardzo maªo,
zob. [CZ02].
Przykªad 3.10. Dla zwartej powierzchni Riemanna o genusie 2 odwzorowanie Kobayashiego
jest dobrze zde�niowane, a konstrukcji Lu Qi-Kenga nie da si¦ przeprowadzi¢.
Dowód. Warunek A.1 zachodzi dla ka»dej zwartej powierzchni Riemanna, zatem ιKo,ϕ jest
dobrze zde�niowane. Ci¡g lukowy Weierstrassa w ka»dym z sze±ciu punktów Weierstrassa to

1, 3,

wi¦c m1 = 2 i oznacza to, »e ka»da forma f ∈ H0
(2)(M,KM), która si¦ zeruje w danym

punkcie Weierstrassa z0, dodatkowo speªnia ∂f∗
∂z |z=z0 = 0. Nie jest wi¦c speªniony warunek

B.1.
¤

Uwaga. Z Twierdzenia 1.14 wynika, »e rozmaito±¢ z powy»szego przykªadu jest zwart¡
hipereliptyczn¡ powierzchnia Riemanna, a zatem z Twierdzenia 3.9 wiemy, »e odwzorowanie
Kobayashiego nie jest globaln¡ immersj¡. Immersywno±¢ popsuje si¦ dokªadnie w sze±ciu
punktach Weierstrassa.
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Przykªad 3.11. Na nie-hipereliptycznej zwartej powierzchni Riemanna o genusie 3 odwzo-
rowanie Kobayashiego jest globaln¡ immersj¡, natomiast odwzorowanie Lu Qi-Kenga nie
jest immersj¡, a punkty w których wyst¦puje obstrukcja to dokªadnie punkty Weierstrassa,
których jest od 12 do 24.
Dowód. Skoro powierzchnia nie jest hipereliptyczna, z Twierdzenia 3.9 wiemy, »e metryka
Bergmana istnieje, a zatem ιKo,ϕ jest immersj¡.

Z Twierdzenia 1.17 i De�nicji 1.16 wiemy, »e mo»liwymi kon�guracjami s¡
• 24 punkty Weierstrassa i w ka»dym z nich ci¡g lukowy ma posta¢

1, 2, 4,

• i punktów Weierstrassa z ci¡giem lukowym 1, 2, 4 i 24−i
2

z ci¡giem lukowym 1, 2, 5, dla
i = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22. Pierwszy przypadek jest przypadkiem generycznym
(zob. [KK77], gdzie podano konkretne przykªady takich powierzchni Riemanna). Widzimy, »e
ka»da forma f ∈ H0

(2)(M,KM), która si¦ zeruje w danym punkcie Weierstrassa z0 i ∂f
∗

∂z |z=z0 =

0, dodatkowo speªnia ∂2f∗
∂z∂z |z=z0 = 0, zatem nie jest speªniony warunek B.2. ¤

W zwi¡zku z mo»liwo±ci¡ poprawnego zde�niowania odwzorowa« Kobayashiego i Lu Qi-
Kenga na rozmaito±ciach, przenosz¡ si¦ tam równie» Twierdzenia 0.1 i 0.2. Teraz ju» ªatwo
poda¢ dowód Twierdzenia 0.4.
Dowód. Ustalmy punkt z0 ∈ M . Je»eli diamM < π

2
, to M jest zawarta w kuli geodezyj-

nej {z ∈ M : distM(z, z0) <
π
2
}, a zatem w1 jest globalnie zde�niowan¡ niestaª¡ funkcj¡

holomor�czn¡, która oczywi±cie nie mo»e istnie¢. ¤

4. Przykªady
Wspóln¡ cech¡ trzech poni»szych przykªadów jest analiza pier±cienia Pr ⊂ C. Podsu-

mujmy wiedz¦ na temat j¡dra Bergmana dla Pr.
Twierdzenie 4.1 (zob. np. [JP93]). J¡dro Bergmana dla pier±cienia Pr na pªaszczy¹nie,
KPr(z, ζ), które b¦dzie skrótowo oznaczane przez K, dane jest wzorem

(4.1) K = − 1

πzζ log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
r2+2j

(−r2+2j + zζ
)2 +

r2j

(
1− r2jzζ

)2

)
.

Bezpo±rednim skutkiem tego twierdzenia s¡ wzory

K1 =
1

πz2ζ̄ log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 2r2+2jζ(−r2+2j + zζ̄

)3 +
2r4jζ(

1− r2jzζ̄
)3

)

K1̄ =
1

πzζ̄2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 2r2+2jz(−r2+2j + zζ̄

)3 +
2r4jz(

1− r2jzζ̄
)3

)

K11 = − 2

πz3ζ̄ log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r2+2jζ

2

(−r2+2j + zζ̄
)4 +

6r6jζ
2

(
1− r2jzζ̄

)4

)

K1̄1̄ = − 2

πzζ̄3 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r2+2jz2

(−r2+2j + zζ̄
)4 +

6r6jz2

(
1− r2jzζ̄

)4

)
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K11̄ = − 1

πz2ζ̄2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r2+2jzζ̄(−r2+2j + zζ̄

)4 −
2r2+2j

(−r2+2j + zζ̄
)3

+
6r6jzζ̄(

1− r2jzζ̄
)4 +

2r4j

(
1− r2jzζ̄

)3

)

K111̄ =
2

πz3ζ̄2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 24r2+2jzζ̄2

(−r2+2j + zζ̄
)5 +

12r2+2j ζ̄(−r2+2j + zζ̄
)4

+
24r8jzζ̄2

(
1− r2jzζ̄

)5 +
12r6j ζ̄(

1− r2jzζ̄
)4

)

K11̄1̄ =
2

πz2ζ̄3 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 24r2+2jz2ζ̄(−r2+2j + zζ̄

)5 +
12r2+2jz(−r2+2j + zζ̄

)4

+
24r8jz2ζ̄(

1− r2jzζ̄
)5 +

12r6jz(
1− r2jzζ̄

)4

)

K111̄1̄ = − 4

πz3ζ̄3 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
120r2+2jz2ζ̄2

(−r2+2j + zζ̄
)6 −

96r2+2jzζ̄(−r2+2j + zζ̄
)5

+
12r2+2j

(−r2+2j + zζ̄
)4 +

120r10jz2ζ̄2

(
1− r2jzζ̄

)6 +
96r8jzζ̄(

1− r2jzζ̄
)5 +

12r6j

(
1− r2jzζ̄

)4

)
.

4.1. Przykªad pierwszy. W tej cz¦±ci przeanalizujemy dokªadnie zachowanie krzywizny
metryki Bergmana dla pier±cienia. Pierwsze wzmianki o globalnym zachowaniu tej krzywizny
pojawiªy si¦ ju» w [Sui72].

Poniewa» pier±cie« ma gªadki brzeg, z twierdzenia Klembecka (zob. Twierdzenie 1.23)
wynika, »e

lim
Pr3z→∂Pr

RPr(z) = −1.

Gdy r → 0+, obszary Pr b¦d¡ wyczerpywa¢ dysk jednostkowy z usuni¦tym ±rodkiem
D \ {0}, dlatego te» mo»na si¦ spodziewa¢, »e odpowiadaj¡ce ró»nym r krzywizny metryk
Bergmana b¦d¡ d¡»y¢ do krzywizny metryki Bergmana obszaru D \ {0}, która jest równa
krzywi¹nie caªego koªa jednostkowego D (staªa −1). (W przypadku j¡dra Bergmana jest
to tez¡ twierdzenia Ramadanova, zob. [Ram67]). Przypuszczenie to jest sªuszne, jednak»e
zbie»no±¢ jest tylko lokalnie jednostajna (a nie jednostajna). Co wi¦cej, numeryczne ekspery-
menty wskazuj¡, »e globalne maksimum krzywizny metryki Bergmana zbli»a si¦ do 2, wraz
z d¡»eniem r do 0 oraz globalne minimum zdaje si¦ by¢ nieograniczone.

Wykresy umieszczone poni»ej prezentuj¡ zachowanie krzywizny, gdy zostanie ona zaw¦-
»ona do odcinka (r, 1) ⊂ R, dla ró»nych wyborów r (na krzywizn¦ pier±cienia patrzymy jak
na funkcj¦ z Pr o warto±ciach rzeczywistych, tak wi¦c zaw¦»enie b¦dzie funkcj¡ z odcinka w
(−∞, 2)).

Wspomniane eksperymenty numeryczne, b¦d¡ce tylko heurez¡, zostan¡ potwierdzone ana-
litycznie poprzez dowód Twierdzenia 0.5. Naszym pierwszym celem jest podanie bardzo tech-
nicznego, lecz caªkowicie ±cisªego dowodu tego twierdzenia. Znacznie prostszy dowód zostaª
podany przez Zwonka, zob. [Zwo]. Uzyskaª on ponadto peªn¡ charakteryzacj¦ granicznego
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Rysunek 4. Wykres krzywizny pier±cienia Pr, zaw¦»onej do odcinka (r,1)

zachowania krzywizny RPr , dla wszystkich pot¦g r (nie tylko 1
2
i 3

10
jak w naszym przypadku).

Konkretnie zachodzi
Twierdzenie 4.2. Dla pier±cienia na pªaszczy¹nie Pr zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci

lim
r→0+

RPr(r
α) = 2, dla α ∈ (0, 1/3] ∪ [2/3, 1)

lim
r→0+

RPr(r
α) = −∞, dla α ∈ (1/3, 2/3).

Nast¦pnie wykorzystuj¡c Twierdzenie 0.5 skonstruujemy przykªad, dowodz¡cy Twierdze-
nie 0.6. W tym celu wykorzystamy znan¡ (pojawiaj¡c¡ si¦ np. w [Cat89] lub [Her03]) technik¦
lokalizacyjn¡, która jest mocno zwi¡zana z geometri¡ obszaru.

Oznaczmy przez S :=
(
-K1̄ K1

K2 + K11̄

K

)
. Wykorzystuj¡c Obserwacj¦ 28, przedstawimy krzy-

wizn¦ metryki Bergmana dla pier±cienia RPr , przy pomocy kolejnych pochodnych j¡dra Berg-
mana K, zaw¦»onych do z = ζ, jako

RPr(z) =
24∑
j=1

Aj(z),

gdzie

A1 =
4 K1̄

3 K1
3

K6 S3 , A2 = −2 K1̄ K1̄1̄ K1
3

K5 S3 , A3 = −8 K1̄
2 K1

2 K11̄

K5 S3 ,

A4 =
2 K1̄1̄ K1

2 K11̄

K4 S3 , A5 =
4 K1̄ K1 K11̄

2

K4 S3 , A6 =
6 K1̄

2 K1
2

K4 S2 ,
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A7 = −2 K1̄1̄ K1
2

K3 S2 , A8 = −8 K1̄ K1 K11̄

K3 S2 , A9 =
2 K11̄

2

K2 S2 ,

A10 =
2 K1̄ K1

2 K11̄1̄

K4 S3 , A11 = −2 K1 K11̄ K11̄1̄

K3 S3 , A12 =
2 K1 K11̄1̄

K2 S2

A13 = −2 K1̄
3 K1 K11

K5 S3 , A14 =
K1̄ K1̄1̄ K1 K11

K4 S3 , A15 =
2 K1̄

2 K11̄ K11

K4 S3 ,

A16 = −2 K1̄
2 K11

K3 S2 , A17 =
K11 K1̄1̄

K2 S2 , A18 = −K1̄ K11̄1̄ K11

K3 S3 ,

A19 =
2 K1̄

2 K1 K111̄

K4 S3 , A20 = −K1̄1̄ K1 K111̄

K3 S3 , A21 = −2 K1̄ K11̄ K111̄

K3 S3 ,

A22 =
2 K1̄ K111̄

K2 S2 , A23 =
K11̄1̄ K111̄

K2 S3 , A24 = −K111̄1̄

K S2 .

Bezpo±rednimi rachunkami, korzystaj¡c ze wzoru (4.1) i nast¦puj¡cych po nim wzorów,
sprawdzamy, »e przy specjalnym wyborze ζ = z =

√
r ∈ R+, r <

√
r < 1 dostajemy

K = − 1

πr log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
r2j

(−r1+2j + 1)2 +
r2j

(1− r2j+1)2

)

K1 = K1̄ =
1

πr
3
2 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0

(
2r

1
2
+4j

(−r1+2j + 1)3 −
2r−

1
2
+2j

(1− r2j+1)3

)

K11 = K1̄1̄ = − 2

πr2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r1+2j

(−r1+2j + 1)4 +
6r2j−1

(1− r2j+1)4

)

K11̄ = − 1

πr2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r1+6j

(−r1+2j + 1)4 +
2r4j

(−r1+2j + 1)3

+
6r2j−1

(1− r1+2j)4 −
2r2j−1

(1− r2j+1)3

)

K111̄ = K11̄1̄ =
2

πr
5
2 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0

(
24r

3
2
+8j

(−r1+2j + 1)5 +
12r

1
2
+6j

(−r1+2j + 1)4

− 24r2j− 3
2

(1− r1+2j)5 +
12r2j− 3

2

(1− r2j+1)4

)

K111̄1̄ = − 4

πr3 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
120r10j+2

(−r1+2j + 1)6 +
96r1+8j

(−r1+2j + 1)5

+
12r6j

(−r1+2j + 1)4 +
120r2j−2

(1− r2j+1)6 −
96r2j−2

(1− r2j+1)5 +
12r2j−2

(1− r2j+1)4

)
.

Wszystkie powy»sze szeregi s¡ lokalnie jednostajnie zbie»ne w kole jednostkowym oraz
wszystkie wyrazy s¡ postaci f(

√
r), gdzie f jest funkcj¡ R-analityczn¡ (z wyj¡tkiem pocz¡t-

kowych wyrazów, które w niektórych przypadkach maj¡ osobliwo±ci). Dlatego suma ka»dego z
powy»szych szeregów jest postaci F (

√
r)+ cz¦±¢ osobliwa, gdzie F jest funkcj¡ R-analityczn¡,

mo»na wi¦c zapisa¢:
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K = − 1

πr log(r2)
+ π−1

(
2 + 4r + 8r2 +O(r3)

)

K1 = K1̄ =
1

πr
3
2 log(r2)

+ π−1

(−2√
r
− 4

√
r − 8r

3
2 +O(r

5
2 )

)

K11 = K1̄1̄ = − 2

πr2 log(r2)
+ π−1

(
6

r
+ 24 +O(r)

)

K11̄ = − 1

πr2 log(r2)
+ π−1

(
4

r
+ 20 + 64r +O(r2)

)

K111̄ = K11̄1̄ =
2

πr
5
2 log(r2)

+ π−1

(
−12

r
3
2

− 72√
r

+O(r
1
2 )

)

K111̄1̄ = − 4

πr3 log(r2)
+ π−1

(
36

r2
+

288

r
+O(C)

)
.

Uwaga. W powy»szym zapisie zawsze pot¦gi r w wyrazie 1
πrα log(r2)

i w O(rβ) s¡ w nast¦pu-
j¡cej relacji

α + β ≥ 3.(†)
Udowodnimy teraz, »e mo»emy si¦ pozby¢ wyrazów "O"we wzorach reprezentuj¡cych

wyra»enia Aj(
√
r), j = 1, ..., 24, przy powy»szej notacji.

Lemat 4.3. Niech A∗j(
√
r) b¦dzie wyra»eniem Aj(

√
r), z usuni¦tymi wyrazami zawieraj¡cymi

"O". Zachodz¡ równo±ci

lim
r→0+

Aj(
√
r)− A∗j(

√
r) = 0, j = 1, ..., 24.

Dowód. Rozpatrzmy najpierw wyra»enie
(
-K1̄ K1

K2 + K11̄

K

)
. Mamy

S = −K1̄ K1

K2 +
K11̄

K
=

K11̄ K−K1 K1̄

K2 =

Licznik tego wyra»enia to
1

π2

(
− 1

r2 log(r2)
+

4

r
+ 20 + 64r +O(r2)

)(
− 1

r log(r2)
+ 2 + 4r + 8r2 +O(r3)

)

− 1

π2

(
1

r
3
2 log(r2)

+
−2√
r
− 4

√
r − 8r

3
2 +O(r

5
2 )

)2

,

a mianownik

1

π2

(
− 1

r log(r2)
+ 2 + 4r + 8r2 +O(r3)

)2

.

Mo»emy si¦ pozby¢ staªych 1
π2 . Wymna»aj¡c nawiasy w liczniku dostajemy

1

r3 log(r2)

[
448 log

(
r2

)
r6 + 352 log

(
r2

)
r5 + 8 log

(
r2

)
O(r2)r5 + 16 log

(
r2

)
O(r

5
2 )r9/2

+192 log
(
r2

)
r4 + 4 log

(
r2

)
O(r2)r4 + 64 log

(
r2

)
O(r3)r4 + 8 log

(
r2

)
O(r

5
2 )r7/2
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− log
(
r2

)
O(r

5
2 )2r3 + 40 log

(
r2

)
r3 + 2 log

(
r2

)
O(r2)r3 + 20 log

(
r2

)
O(r3)r3

+ log
(
r2

)
O(r2)O(r3)r3 − 56r3 + 4 log

(
r2

)
O(r

5
2 )r5/2 + 4 log

(
r2

)
r2 −O(r2)r2

+4 log
(
r2

)
O(r3)r2 − 16r2 − 2O(r

5
2 )r3/2 −O(r3)r − 2r

]
.

Ka»dy wyraz, zawieraj¡cy �O� jest rz¦du O(r4), tak wi¦c równie» ich suma jest rz¦du
O(r4). Grupuj¡c osobny wyrazy zawieraj¡ce i niezawieraj¡ce �O� dostajemy

1

r3 log(r2)

(
448 log

(
r2

)
r6 + 352 log

(
r2

)
r5 + 192 log

(
r2

)
r4 + 40 log

(
r2

)
r3

−56r3 + 4 log
(
r2

)
r2 −16r2 − 2r +O(r4)

)
.

Wyci¡gaj¡c r przed nawias dostajemy

1

r2 log(r2)

(
448 log

(
r2

)
r5 + 352 log

(
r2

)
r4 + 192 log

(
r2

)
r3 + 40 log

(
r2

)
r2

−56r2 + 4 log
(
r2

)
r −16r − 2 +O(r3)

)
.

W tym miejscu widoczne staje si¦ dlaczego α+ β = 4, a nie 3 w rozwini¦ciach K, K1, K1̄

i K11̄ powy»ej.
Uzyskane wyra»enie zapisujemy jako

1

r2 log(r2)

(−2 +Q(r) +O(r3)
)
,

gdzieQ(r) jest sum¡ wszystkich skªadników sumy w nawiasie, poza−2 i O(r3). Oczywi±cie
Q(r) jest rz¦du O(r log(r2)).

Mianownik transformuje si¦ do
1

r2(log(r2))2

(−1 + 2r log(r2) + 4r2 log(r2) + 8r3 log(r2) + r log(r2)O(r3)
)2
.

Ostatecznie

(4.2) S =
r log(r2) (−2 +Q(r) +O(r3))

(−1 + 2r log(r2) + 4r2 log(r2) + 8r3 log(r2) + r log(r2)O(r3))2 .

Po przeprowadzeniu elementarnych algebraicznych przeksztaªce« dostajemy
Aj(

√
r) =

±1 (−2 +Q(r) +O(r3))
−pj

(r log(r2))pj

∏mj

i=1(a
ij
0 + aij1 r

αij
1 log(r2) + ..+ aijk(ij)r

αij
k(ij) log(r2)O(rγ

ij
k(ij)))

∏nj

i=1(b
ij
0 + bij1 r

βij
1 log(r2) + ..+ bijs(ij)r

βij
s(ij) log(r2)O(rδ

ij
s(ij)))

.

Powy»ej pj jest pot¦g¡, z jak¡ S wyst¦puje we wzorze na Aj, tzn. pj = 2, dla
j = 6, 7, 8, 9, 12, 16, 17, 22, 24, a w pozostaªych przypadkach pj = 3. Liczby αijl i βijl , dla
ustalonych i, j formuj¡ ci¡gi (indeksowane przez l) skªadaj¡ce si¦ z k(ij), wzgl¦dnie s(ij)
dodatnich liczb wymiernych, które s¡ rosn¡ce dla 1 ≤ l ≤ k(ij) − 1, wzgl¦dnie 1 ≤ l ≤
s(ij)−1. W szczególno±ci taki zapis ma wyra»enie, którego kwadrat to mianownik wyra»enia
S,

−1 + 2r log(r2) + 4r2 log(r2) + 8r3 log(r2) + r log(r2)O(r3).

Notacja k(ij) i s(ij) ma na celu podkre±lenie faktu, »e dªugo±¢ ka»dego ci¡gu zale»y równie»
od i i j. Liczby aijl i bijl s¡ pewnymi (caªkowitymi) staªymi. Wreszcie αijk(ij) + γijk(ij) ≥ 3 i
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βijs(ij) + δijs(ij) ≥ 3, ze wzgl¦du na (†). Dalej dokonamy zmiany oznacze« k(ij) i s(ij) na k i s,
jednak»e caªy czas b¦dziemy pami¦ta¢, »e zale»¡ one od i oraz j.

Licznik wyra»enia Aj(
√
r)− A∗j(

√
r), nie bior¡c pod uwag¦ wspólnego mianownika

±1
(r log(r2))pj , to

mj∏
i=1

(
aij0 +

k−1∑

l=1

aijl r
αij

l log(r2) + aijk r
αij

k log(r2)O(rγ
ij
k )

)
×

nj∏
i=1

(
bij0 +

s−1∑

l=1

bijl r
βij

l log(r2)
)
× (−2 +Q(r))pj

−
nj∏
i=1

(
bij0 +

s−1∑

l=1

bijl r
βij

l log(r2) + bijs r
βij

s log(r2)O(rδ
ij
s )

)
×

mj∏
i=1

(
aij0 +

k−1∑

l=1

aijl r
αij

l log(r2)
)
× (−2 +Q(r) +O(r3)

)pj

i widzimy, »e po wymno»eniu nawiasów wszystkie wyra»enia niezawieraj¡ce �O” redukuj¡
si¦ nawzajem. Pozostaªe wyra»enia s¡ rz¦du O(r3 log(r)), ze wzgl¦du na (†), a wi¦c ich suma
tak»e jest rz¦du O(r3 log(r)).

Mianownik to

(r log(r2))pj

nj∏
i=1

(
bij0 +

s−1∑

l=1

bijl r
βij

l log(r2) + bijs r
βij

s log(r2)O(rδ
ij
s )

)
×

nj∏
i=1

(
bij0 +

s−1∑

l=1

bijl r
βij

l log(r2)
)
× (−2 +Q(r))pj × (−2 +Q(r) +O(r3)

)pj ,

co jest rz¦du dokªadnie (r log(r2))pj , tj. jest rz¦du O((r log(r2))pj) ale nie jest rz¦du
o((r log(r2))pj), poniewa» »adne bij0 nie jest zerem, βijl > 0 oraz βijs + δijs ≥ 3 > 0, z czego
wynika, »e iloraz

O(r3 log(r))

(r log(r2))pj
=
O(r3 log(r))

r3 log(r)

r3 log(r)

(r log(r2))pj

d¡»y do 0. ¤
Obserwacja 34. Przy okazji udowodnili±my (we wzorze (4.2)), »e

T11̄Pr
(
√
r) = S ≈ −2r log(r2).

Wyrazy A∗j mog¡ by¢ asymptotycznie oszacowane w nast¦puj¡cy sposób:

A∗23(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
7

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
30

r log(r2)

A∗21(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
6

r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
22

r log(r2)

A∗20(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
11

2r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
18

r log(r2)
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A∗19(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
5

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
14

r log(r2)

A∗18(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
11

2r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
18

r log(r2)

A∗15(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
9

2r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
13

r log(r2)

A∗14(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
4

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
21

2r log(r2)

A∗13(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
7

2r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
8

r log(r2)

A∗11(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
6

r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
22

r log(r2)

A∗10(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
5

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
14

r log(r2)

A∗5(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
5

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
16

r log(r2)

A∗4(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
9

2r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
13

r log(r2)

A∗3(
√
r) ≈ 1

r3 (log(r2))3 −
8

r2 (log(r2))2 −
24

r2 (log(r2))3 +
20

r log(r2)

A∗2(
√
r) ≈ 1

2r3 (log(r2))3 −
7

2r2 (log(r2))2 −
12

r2 (log(r2))3 +
8

r log(r2)

A∗1(
√
r) ≈ − 1

2r3 (log(r2))3 +
3

r2 (log(r2))2 +
12

r2 (log(r2))3 −
6

r log(r2)
,

gdzie za ka»dym razem

A∗j(
√
r) ≈ aj

r3 (log(r2))3 +
bj

r2 (log(r2))2 +
cj

r2 (log(r2))3 +
dj

r log(r2)

powinno by¢ odczytywane jako

lim
r→0+

A∗j(
√
r)r3(log(r2))3 = aj, lim

r→0+

(
A∗j(

√
r)− aj

r3(log(r2))3

)
r2(log(r2))2 = bj,

lim
r→0+

(
A∗j(

√
r)− aj

r3(log(r2))3
− bj
r2(log(r2))2

)
r2(log(r2))3 = cj,

lim
r→0+

(
A∗j(

√
r)− aj

r3(log(r2))3
− bj
r2(log(r2))2

− cj
r2(log(r2))3

)
r log(r2) = dj.

Pozostaªe wyrazy maj¡ nast¦puj¡ce rozwini¦cia asymptotyczne

A∗24(
√
r) ≈ 1

r2(log(r2))2
+

11

r log(r2)

A∗22(
√
r) ≈ − 1

r2(log(r2))2
− 8

r log(r2)
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A∗17(
√
r) ≈ − 1

2r2(log(r2))2
− 6

r log(r2)

A∗16(
√
r) ≈ 1

2r2(log(r2))2
+

5

r log(r2)

A∗12(
√
r) ≈ − 1

2r2(log(r2))2
− 8

r log(r2)

A∗9(
√
r) ≈ − 1

2r2(log(r2))2
− 4

r log(r2)

A∗8(
√
r) ≈ 2

r2(log(r2))2
+

12

r log(r2)

A∗7(
√
r) ≈ 1

2r2(log(r2))2
+

5

r log(r2)

A∗6(
√
r) ≈ − 3

2r2(log(r2))2
− 6

r log(r2)
,

gdzie za ka»dym razem
A∗j(

√
r) ≈ aj

r2(log(r2))2
+

bj
r log(r2)

oznacza

lim
r→0+

A∗j(
√
r)r2(log(r2))2 = aj, lim

r→0+

(
A∗j(

√
r)− aj

r2(log(r2))2

)
r log(r2) = bj.

Sumuj¡c wszystkie powy»sze wyrazy dostajemy
24∑
j=1

A∗j(
√
r) ≈ 0

r3(log(r2))3
+

0

r2(log(r2))2
+

0

r2(log(r2))3
+

1

2r log(r2)
.

St¡d

lim
r→0+

24∑
j=1

Aj(
√
r) = lim

r→0+

24∑
j=1

A∗j(
√
r) = −∞.

Dowodzi to pierwszej cz¦±ci Twierdzenia 0.5.

Uwaga. Ze wzgl¦du na symetri¦ w pier±cieniu (por. z Obserwacj¡ 35 poni»ej) ªatwo wy-
wnioskowa¢, »e w punkcie 1

2
wyst¦puje ekstremum funkcji

[0, 1] 3 t→ RPr(r
t),

dla dowolnego ustalonego r. Rachunki wskazuj¡, »e w punkcie tym wyst¦puje minimum lo-
kalne, dlatego te» wybrali±my ζ = z =

√
r w Twierdzeniu 0.5. Lokalizacja punktów, w których

t→ RPr(r
t) osi¡ga maksimum lokalne nie jest jednak mo»liwa elementarnymi metodami. Nie

ma te» a priori pewno±ci, »e punkt ten (lub punkty) nie zale»y od r. Eksperymenty nume-
ryczne wykazaªy, »e taki punkt powinien wyst¦powa¢ �w pobli»u� warto±ci t = 3

10
. Okazuje

si¦ jednak, »e wybór t = 3
10
, podyktowany heurez¡, jest asymptotycznie dobry dla dalszych

rozwa»a«, nawet bez wiedzy, czy rzeczywi±cie przy r → 0+, który± z punktów krytycznych
funkcji t→ RPr(r

t) d¡»y do 3
10
.
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Dla specjalnego wyboru ζ = z = r
3
10 ∈ R+, r < r

3
10 < 1 dostajemy

K = − 1

πr
3
5 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 r2j

(
−r 3

5
+2j + 1

)2 +
r2j+ 4

5

(
1− r2j+ 7

5

)2




K1 =
1

πr
9
10 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 2r

3
10

+4j

(
−r 3

5
+2j + 1

)3 −
2r

1
2
+2j

(
1− r2j+ 7

5

)3




K1̄ = K1

K11 = − 2

πr
6
5 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 6r

3
5
+6j

(
−r 3

5
+2j + 1

)4 +
6r

1
5
+2j

(
1− r2j+ 7

5

)4




K1̄1̄ = K11

K11̄ = − 1

πr
6
5 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 6r

3
5
+6j

(
−r 3

5
+2j + 1

)4 +
2r4j

(
−r 3

5
+2j + 1

)3

+
6r2j+ 1

5

(
1− r

7
5
+2j

)4 −
2r2j+ 1

5

(
1− r2j+ 7

5

)3




K111̄ =
2

πr
3
2 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 24r

9
10

+8j

(
−r 3

5
+2j + 1

)5 +
12r

3
10

+6j

(
−r 3

5
+2j + 1

)4

− 24r2j− 1
10

(
1− r

7
5
+2j

)5 +
12r2j− 1

10

(
1− r2j+ 7

5

)4




K11̄1̄ = K111̄

K111̄1̄ = − 4

πr
9
5 log(r2)

+ π−1

∞∑
j=0


 120r10j+ 6

5

(
−r 3

5
+2j + 1

)6 +
96r

3
5
+8j

(
−r 3

5
+2j + 1

)5

+
12r6j

(
−r 3

5
+2j + 1

)4 +
120r2j− 2

5

(
1− r2j+ 7

5

)6 −
96r2j− 2

5

(
1− r2j+ 7

5

)5 +
12r2j− 2

5

(
1− r2j+ 7

5

)4


 .

Analogicznie jak powy»ej, ka»da suma szeregu jest postaci G(r
1
10 )+ cz¦±¢ osobliwa, gdzie

G jest funkcj¡ R-analityczn¡. Teraz

K = − 1

πr
3
5 log(r2)

+ π−1(1 + 2r
3
5 + r

4
5 + 3r

6
5 +O(r

9
5 ))
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K1 = K1̄ =
1

πr
9
10 log(r2)

+ π−1(2r
3
10 − 2r

1
2 + 6r

9
10 +O(r

3
2 ))

K11 = K1̄1̄ = − 2

πr
6
5 log(r2)

+ π−1(6r
1
5 +O(r

3
5 ))

K11̄ = − 1

πr
6
5 log(r2)

+ π−1(2 + 4r
1
5 + 12r

3
5 +O(r

6
5 ))

K111̄ = K11̄1̄ =
2

πr
3
2 log(r2)

+ π−1

(
− 12

r
1
10

+O(r
3
10 )

)

K111̄1̄ = − 4

πr
9
5 log(r2)

+ π−1

(
36

r
2
5

+O(C)

)
.

Tym razem w powy»szych rozwini¦ciach mamy

α + β ≥ 9

5
,(††)

dla α i β b¦d¡cych pot¦gami r w 1
πrα log(r2)

i stosownie w O(rβ). Przej±cie z Aj(r
3
10 ) do A∗j(r

3
10 )

jest prawie takie samo jak powy»ej, musimy tylko poprawi¢ wyrazy (r log(r2))pj (w naszym
przypadku zamieniamy je na rpj log(r2)

5
3
pj) oraz rozpatrzy¢ nowe liczby pj, mianowicie pj =

6
5
, dla j = 6, 7, 8, 9, 12, 16, 17, 22, 24 i pj = 9

5
w pozostaªych przypadkach.

Rozwini¦cia asymptotyczne wyra»e« A∗j(r
3
10 ) to:

A∗23(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
16

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 24

r
3
5 log(r2)

− 376

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 32

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

+ 16

A∗21(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 12

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3

+
12

r
3
5 log(r2)

+
288

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
24

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

− 4

A∗20(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 12

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3

+
12

r
3
5 log(r2)

+
296

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
28

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

− 4

A∗19(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3
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− 4

r
3
5 log(r2)

− 224

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 16

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

A∗18(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 12

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3

+
12

r
3
5 log(r2)

+
296

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
28

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

− 4

A∗15(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 4

r
3
5 log(r2)

− 208

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 20

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

A∗14(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 4

r
3
5 log(r2)

− 216

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 24

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

A∗13(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 4

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3 +
144

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
12

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

A∗11(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 12

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3

+
12

r
3
5 log(r2)

+
288

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
24

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

− 4

A∗10(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 4

r
3
5 log(r2)

− 224

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 16

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3
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A∗5(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 4

r
3
5 log(r2)

− 200

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 16

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

A∗4(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
8

r
6
5 (log(r2))2

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3

− 4

r
3
5 log(r2)

− 208

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 20

r
2
5 (log(r2))2

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

A∗3(r
3
10 ) ≈ 8

r
9
5 (log(r2))3

− 8

r
6
5 (log(r2))2

− 192

r
6
5 (log(r2))3

− 24

r (log(r2))3 +
272

r
3
5 (log(r2))2

+
2424

r
3
5 (log(r2))3

+
16

r
2
5 (log(r2))2

+
768

r
2
5 (log(r2))3

+
48

r
1
5 (log(r2))3

A∗2(r
3
10 ) ≈ 4

r
9
5 (log(r2))3

− 4

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
6
5 (log(r2))3

− 12

r (log(r2))3 +
144

r
3
5 (log(r2))2

+
1212

r
3
5 (log(r2))3

+
12

r
2
5 (log(r2))2

+
384

r
2
5 (log(r2))3

+
24

r
1
5 (log(r2))3

A∗1(r
3
10 ) ≈ − 4

r
9
5 (log(r2))3

+
96

r
6
5 (log(r2))3

+
12

r (log(r2))3 −
72

r
3
5 (log(r2))2

− 1212

r
3
5 (log(r2))3

− 384

r
2
5 (log(r2))3

− 24

r
1
5 (log(r2))3

.

Znów

A∗j(r
3
10 ) ≈ aj

r
9
5 (log(r2))3

+
bj

r
6
5 (log(r2))2

+
cj

r
6
5 (log(r2))3

+
dj

r (log(r2))3

+
ej

r
3
5 log(r2)

+
fj

r
3
5 (log(r2))2

+
gj

r
3
5 (log(r2))3

+
hj

r
2
5 (log(r2))2

+
ij

r
2
5 (log(r2))3

+
kj

r
1
5 (log(r2))3

+ lj
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oznacza, »e

lim
r→0+

A∗j(r
3
10 )r

9
5

(
log(r2)

)3
= aj, lim

r→0+

(
A∗j(r

3
10 )− aj

r
9
5 (log(r2))3

)
r

6
5

(
log(r2)

)2
= bj,

....

lim
r→0+

(
A∗j(r

3
10 )− aj

r
9
5 (log(r2))3

− bj

r
6
5 (log(r2))2

− cj

r
6
5 (log(r2))3

− dj

r (log(r2))3

− ej

r
3
5 log(r2)

− fj

r
3
5 (log(r2))2

− gj

r
3
5 (log(r2))3

− hj

r
2
5 (log(r2))2

− ij

r
2
5 (log(r2))3

− kj

r
1
5 (log(r2))3

)
= lj

(aby usprawni¢ rachunki mo»emy poªo»y¢ r = q10 i liczy¢ limq→0 ...).
Rozwini¦cia pozostaªych wyra»e« to:

A∗24(r
3
10 ) ≈ − 4

r
6
5 (log(r2))2

+
12

r
3
5 log(r2)

+
64

r
3
5 (log(r2))2

+
8

r
2
5 (log(r2))2

− 12

A∗22(r
3
10 ) ≈ 4

r
6
5 (log(r2))2

− 8

r
3
5 log(r2)

− 64

r
3
5 (log(r2))2

− 8

r
2
5 (log(r2))2

+ 4

A∗17(r
3
10 ) ≈ 4

r
6
5 (log(r2))2

− 8

r
3
5 log(r2)

− 64

r
3
5 (log(r2))2

− 8

r
2
5 (log(r2))2

+ 4

A∗16(r
3
10 ) ≈ − 4

r
6
5 (log(r2))2

+
4

r
3
5 log(r2)

+
64

r
3
5 (log(r2))2

+
8

r
2
5 (log(r2))2

A∗12(r
3
10 ) ≈ 4

r
6
5 (log(r2))2

− 8

r
3
5 log(r2)

− 64

r
3
5 (log(r2))2

− 8

r
2
5 (log(r2))2

+ 4

A∗9(r
3
10 ) ≈ 2

r
6
5 (log(r2))2

− 4

r
3
5 log(r2)

− 32

r
3
5 (log(r2))2

− 4

r
2
5 (log(r2))2

+ 2

A∗8(r
3
10 ) ≈ − 8

r
6
5 (log(r2))2

+
8

r
3
5 log(r2)

+
128

r
3
5 (log(r2))2

+
16

r
2
5 (log(r2))2

A∗7(r
3
10 ) ≈ − 4

r
6
5 (log(r2))2

+
4

r
3
5 log(r2)

+
64

r
3
5 (log(r2))2

+
8

r
2
5 (log(r2))2

A∗6(r
3
10 ) ≈ 6

r
6
5 (log(r2))2

− 96

r
3
5 (log(r2))2

− 12

r
2
5 (log(r2))2

.

Ostatecznie, po zsumowaniu dostajemy
24∑
j=1

A∗j(r
3
10 ) ≈ 2.

Czyli

lim
r→0+

RPr(r
3
10 ) = lim

r→0+

24∑
j=1

Aj(r
3
10 ) = 2,

co ko«czy dowód Twierdzenia 0.5.
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Obserwacja 35. Zachodzi równo±¢
RPr(e

iθz) = RPr(z),

dla ka»dego θ ∈ (0, 2π] i
RPr(z) = RPr

(r
z

)
.

Dowód. �atwo sprawdzi¢, »e zarówno z → eiθz jak i z → r
z
s¡ automor�zmami Pr. Teraz teza

wynika z niezmienniczo±ci krzywizny metryki Bergmana wzgl¦dem biholomor�zmów (zob.
Twierdzenie 1.22). ¤

Co wi¦cej, ªatwo zauwa»y¢, »e dla wyboru z = r
7
10 = r

r
3
10

równo±¢

lim
r→0+

RPr(r
7
10 ) = 2

równie» zachodzi, co równie» sugeruj¡ zamieszczone wykresy.
Obserwacja 36. Dzi¦ki powy»szej obserwacji jeste±my w stanie obliczy¢ krzywizn¦ metryki
Bergmana w dowolnym punkcie pier±cienia (nie tylko w punktach z dodatniej osi liczb rze-
czywistych). Wykres tej krzywizny, jako funkcji na pier±cieniu o warto±ciach rzeczywistych
podany jest poni»ej.

(a) dla r=0.1 (b) dla r=0.08

(c) dla r=0.05 (d) dla r=0.03

Rysunek 5. Wykres krzywizny Bergmana pier±cienia Pr
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Obserwacja 37. Zachodzi równo±¢

R{ζ∈C:ρ1<|ζ−z0|<ρ2}(z) = RP ρ1
ρ2

(
z − z0

ρ2

)
.

Jest to prost¡ konsekwencj¡ faktu, »e z → z−z0
ρ2

jest odwzorowaniem biholomor�cznym
mi¦dzy obszarami {ζ ∈ C : ρ1 < |ζ − z0| < ρ2} i P ρ1

ρ2

.
Przyst¡pimy teraz do konstrukcji przykªadu, dowodz¡cego Twierdzenie 0.6. Niech

{Rj}∞j=1, {rj}∞j=1, {sj}∞j=1

b¦d¡ trzema ci¡gami dodatnich liczb rzeczywistych, speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki
∞∑
j=1

Rj <∞,(i)

r1 <
R1

2
,
rj
Rj

jest ci¡giem malej¡cym i lim
j→∞

rj
Rj

= 0,(ii)

sj < min
{

2Rj sin(0.07π), 2Rj+1 sin(0.07π),(iii)

Rj −
( rj
Rj

) 3
10
, Rj+1 −

( rj+1

Rj+1

) 3
10

}
.

Rozpatrzmy nast¦puj¡cy obszar:

Ω =
∞⋃
j=1

Ωj,

gdzie Ω1 jest pier±cieniem na pªaszczy¹nie {z ∈ C : r1 < |z| < R1}, Ωj jest tak»e pier±cieniem
o wewn¦trznym promieniu rj i zewn¦trznym promieniu Rj, którego ±rodek le»y na dodatniej
osi liczb rzeczywistych, a jego wspóªrz¦dna rzeczywista jest wi¦ksza od wspóªrz¦dnej ±rodka
Ωj−1. Pier±cie« Ωj zachodzi na Ωj−1 w taki sposób, »e odcinek, ª¡cz¡cy oba punkty prze-
ci¦cia okr¦gów o promieniach Rj i Rj−1 (czyli zewn¦trznych brzegów pier±cieni Ωj i Ωj−1)
ma dªugo±¢ sj−1. Przy powy»szych ograniczeniach istniej¡ dokªadnie dwa mo»liwe wybory
pier±cienia Ωj: jeden dla którego wi¦ksza cz¦±¢ Ωj le»y wewn¡trz Ωj−1 (czyli wspóªrz¦dna
±rodka Ωj jest mniejsza od wspóªrz¦dnej punktu przeci¦cia ww. odcinka o dªugo±ci sj−1 z
osi¡ liczb rzeczywistych) i drugi, dla którego wi¦ksza cz¦±¢ Ωj le»y poza Ωj−1 (wspóªrz¦dna
±rodka Ωj jest wi¦ksza od wspóªrz¦dnej ww. punktu). W naszej konstrukcji bierzemy pod
uwag¦ t¦ drug¡ opcj¦. Wybór dostatecznie maªych sj zapewnia, »e okr¦gi o promieniach rj
i rj−1 nie zachodz¡ na siebie. Konstrukcj¦ kontynuujemy indukcyjnie.

Dzi¦ki warunkowi i), Ω jest obszarem ograniczonym.
Niech Ω′

j = Ωj \ (K1∪K2), gdzie K1 jest koªem, o ±rodku w punkcie ±rodkowym odcinka,
ª¡cz¡cego punkty przeci¦cia okr¦gów o promieniach Rj i Rj−1 (zewn¦trznych brzegów pier-
±cieni Ωj i Ωj−1), a promie«K1 wynosi sj−1

2
. KoªoK2 ma promie« wynosz¡cy sj

2
, a jego ±rodek

jest punktem ±rodkowym odcinka, ª¡cz¡cego punkty przeci¦cia okr¦gów o promieniach Rj i
Rj+1.

Na pocz¡tku udowodnimy nast¦puj¡cy lemat
Lemat 4.4. Niech z0 ∈ Ω′

j. Wtedy podpoziomica funkcji Greena GΩ(z, z0),
{z ∈ Ω : GΩ(z, z0) < −1},
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Rysunek 6. Cz¦±¢ obszaru Ω

jest caªkowicie zawarta w Ωj.
Dowód. Funkcja Greena jest malej¡ca ze wzgl¦du na inkluzje mi¦dzy obszarami. Wystarczy
wi¦c udowodni¢, »e {z ∈ U : GU(z, z0) < −1} ⊂ Ωj, dla pewnego Ω ⊂ U .

Dla uªatwienia notacji dokonamy przesuni¦cia obszaru Ω tak, »eby �górny� punkt przeci¦-
cia okr¦gów o promieniach Rj−1 i Rj byª to»samy z punktem 0. Wybierzmy dwa okr¦gi U1 i
U2, o promieniach ρ1 i ρ2, które przecinaj¡ si¦ w punktach 0 i −√−1sj−1 tak, »e Ω ⊂ U1∪U2.
Oczywi±cie ρ1 ≥ Rj−1 i ρ2 > Rj. Funkcja GU1∪U2(z, z0) mo»e by¢ wyliczona explicite jako
h ◦ f , gdzie

h(w) := log

∣∣∣∣∣
w − f(z0)

1− wf(z0)

∣∣∣∣∣
i

f(z) :=

((
1
z
−

√−1
sj−1

)
e−

√−1π
2 e
√−1β−α

2

) π
2π−α−β − 1

((
1
z
−

√−1
sj−1

)
e−

√−1π
2 e
√−1β−α

2

) π
2π−α−β

+ 1

jest odwzorowaniem, które transformuje U1∪U2 biholomor�cznie na koªo jednostkowe. Powy-
»ej α = arcsin

sj−1

2ρ2
, β = arcsin

sj−1

2ρ1
. Przy pot¦gowaniu bierzemy warto±¢ gªówn¡ logarytmu.

Obrazem U2 poprzez przeksztaªcenie f jest przeci¦cie koªa jednostkowego z koªem o ±rodku
poªo»onym na ujemnej osi urojonej, przechodz¡cym przez {1} i {−1} oraz takim, »e k¡t po-
mi¦dzy prost¡ styczn¡ do niego w punkcie {−1}, a osi¡ liczb rzeczywistych wynosi dokªadnie

π
2π−β−α

β+α
2

(obraz jest wypukªy). Obraz U1 to dokªadnie sprz¦»enie powy»szego zbioru. Teraz

f({z ∈ U1 ∪ U2 : GU1∪U2(z, z0) < −1}) =

{
w ∈ D :

∣∣∣∣∣
w − f(z0)

1− wf(z0)

∣∣∣∣∣ < e−1

}
,

co jest koªem
∣∣∣∣w − f(z0)

1− e−2

1− e−2|f(z0)|2
∣∣∣∣ <

e−1(1− |f(z0)|2)
1− e−2|f(z0)|2 .
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Oznaczmy to koªo przez K3. Odnotujmy, »e poniewa» z0 ∈ Ω′
j, a Ω′

j ∩ U1 = ∅, to f(z0) ∈
D \ f(U1), a wi¦c f(z0) le»y w dolnym póªkolu.

Je»eli wi¦c zachodzi

(4.3) z0 ∈ U2, |Imf(z0)| 1− e−2

1− e−2|f(z0)|2 ≥
e−1(1− |f(z0)|2)
1− e−2|f(z0)|2

(tj. odlegªo±¢ ±rodka koªa K3 od osi liczb rzeczywistych jest wi¦ksza ni» promie« K3), to K3

b¦dzie caªkowicie zawarte w dolnym póªkolu (a zatem w f(U2)).
Nierówno±¢ (4.3) ªatwo transformuje si¦ do

(4.4)
∣∣∣∣f(z0)−

√−1
1− e−2

2e−1

∣∣∣∣ ≥
1 + e−2

2e−1
, Imf(z0) < 0.

Jest to wi¦c zbiór ograniczony ªukami dwóch okr¦gów - okr¦gu jednostkowego i okr¦gu, który
przechodzi przez {−1} i {1} oraz k¡t pomi¦dzy osi¡ liczb rzeczywistych a prost¡ styczn¡ do
niego w punkcie {−1} wynosi (jako warto±¢ bezwzgl¦dna) arccos 1−e−2

1+e−2 ≈ 0.22π, < 0.23π.
Podsumowuj¡c, je»eli f(z0) nale»y do zbioru wyznaczonego tymi ªukami, to

K3 ⊂ D ∩ {z ∈ C : Imz < 0} ⊂ f(U2),

a zatem {z ∈ U1 ∪ U2 : GU1∪U2(z, z0) < −1} ⊂ U2.
Z drugiej strony obraz koªa |z + i

sj−1

2
| < sj−1

2
(tzn. koªa K1) jest zbiorem ograniczonym

przez dwa ªuki, ª¡cz¡ce {−1} z {1}, wyznaczone przez k¡ty pomi¦dzy prostymi stycznymi do
nich w punkcie {−1} a osi¡ liczb rzeczywistych (π−β+α

2
π

2π−β−α i stosownie (−)π+β−α
2

π
2π−β−α

). Widzimy, »e je»eli zarówno α jak i β s¡ mniejsze ni» 0.07π to nachylenie dolnego ªuku
jest wi¦ksze ni» 0.23π, a zatem zawiera si¦ w zbiorze wyznaczonym przez warunek (4.4).
Poniewa» z0 /∈ K1 to f(z0) le»y poni»ej wspomnianego ªuku, a zatem w »¡danym zbiorze.

Wystarczy teraz zaobserwowa¢, »e
α = arcsin

sj−1

2ρ2

< arcsin
sj−1

2Rj

< 0.07π,

z warunku (iii). Podobnie β < 0.07π. Zatem
{z ∈ Ω : GΩ(z, z0) < −1} ⊂ {z ∈ U1 ∪ U2 : GU1∪U2(z, z0) < −1} ∩ Ω ⊂ U2 ∩ Ω.

Natomiast

U2 ∩ Ω ∩
(
j−1⋃

l=1

Ωl \ Ωj

)
= ∅.

Zupeªnie analogiczne rozumowanie mo»emy przeprowadzi¢ dla koªa K2, sk¡d dostaniemy

{z ∈ Ω : GΩ(z, z0) < −1} ∩
( ∞⋃

l=j+1

Ωl \ Ωj

)
= ∅.

Ostatecznie
{z ∈ Ω : GΩ(z, z0) < −1} ⊂ Ωj.

¤
Lemat 4.5 (oszacowanie Donnelly'ego-Fe�ermana). Niech U ⊂ Cn b¦dzie ograniczonym
obszarem pseudowypukªym. Niech ψ i ϕ b¦d¡ plurisubharmonicznymi funkcjami na obszarze
U , przy czym ψ dodatkowo speªnia nierówno±¢√−1∂∂̄ψ ≥ √−1∂ψ ∧ ∂̄ψ,
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w sensie dystrybucji (co jest równowa»ne plurisubharmoniczno±ci funkcji −e−ψ, a w przy-
padku gdy funkcja ψ jest klasy C2 oznacza, »e macierz

(
∂2ψ
∂zi∂z̄j

− ∂ψ
∂zi

∂ψ
∂z̄j

)
i,j=1..n

jest nieujem-
nie okre±lona). Niech v b¦dzie (0, 1) - form¡ na U , która jest ∂̄- zamkni¦ta (tj. przy zapisie
v = v1dz̄1 + v2dz̄2 + ... + vndz̄n, zachodzi ∂̄v =

∑n
i,j=1

∂vi

∂z̄j
dz̄j ∧ dz̄i = 0, co jest równowa»ne

z ∂vi

∂z̄j
− ∂vj

∂z̄i
= 0, dla wszystkich i, j = 1, .., n). Zaªó»my ponadto, »e forma v ma sko«czon¡

norm¦ tj. ∫

U

ψij̄viv̄je
−ϕ <∞,

gdzie ψij̄ jest i, j-tym elementem macierzy odwrotnej do
(

∂2ψ
∂zi∂z̄j

)
i,j=1..n

. Wtedy istnieje funk-
cja u na zbiorze U , taka, »e ∂u

∂z̄j
= vj, j = 1, ..., n i

∫

U

|u|2e−ϕ ≤ C

∫

U

ψij̄viv̄je
−ϕ,

dla pewnej uniwersalnej staªej C.

Dowód tego wa»nego oszacowania mo»na znale¹¢ w [Ber96], bardziej szczegóªowo w
[Ber95] oraz zwªaszcza w [Bªo05], gdzie przej±cie z gªadkich do ogólnych funkcji ψ jest bardzo
klarownie zaprezentowane.

Niech ζ b¦dzie najdalej w prawo wysuni¦tym punktem brzegowym obszaru Ω (jest to
punkt skupienia pier±cieni). Mo»emy przyst¡pi¢ do dowodu Twierdzenia 0.6

Dowód. Jest oczywiste, »e Ji,Ω(z) ≤ Ji,Ωj
(z), dla wszystkich z ∈ Ωj, i = 0, 1, 2 i wszystkich j

(zob. (1.1), (1.2), (1.3) i Obserwacj¦ 2).
Niech z0 ∈ Ω′

j i niech fi(z) b¦d¡ funkcjami realizuj¡cymi supremum w de�nicjach Ji,Ωj
,

i = 0, 1, 2. Dostajemy

fi(z) ∈ O(Ωj) ∩ L2(Ωj),

∫

Ωj

|fi|2 ≤ 1, f
(k)
i (z0) = 0, k = 0, .., i− 1.

Niech χ b¦dzie gªadk¡ rzeczywist¡ funkcj¡ zmiennej rzeczywistej tak¡, »e χ(x) = 0, dla
x > −1, χ(x) = 1, dla x < −2, 0 ≤ χ(x) ≤ 1, dla −2 ≤ x ≤ −1 i |χ′(x)| < C, globalnie dla
pewnej uniwersalnej staªej C.

Z Lematu 4.4 wynika, »e (0, 1)- forma ∂̄(χ ◦ GΩ(z, z0)).fi(z) mo»e zosta¢ rozszerzona
(trywialnie, jako forma zerowa) do gªadkiej formy (∂̄-zamkni¦tej) na caªym Ω.

Zauwa»my, »e eGΩ(z,z0) jest subharmoniczna funkcj¡ speªniaj¡c¡
∂2

∂z∂z̄
eGΩ(z,z0) ≥

∣∣∣∣
∂

∂z
eGΩ(z,z0)

∣∣∣∣
2

,

w sªabym sensie. Z oszacowania Donnelly'ego-Fe�ermana wynika, »e mo»emy znale¹¢ gªadkie
rozwi¡zanie v problemu ∂̄,

∂̄vi = ∂̄(χ ◦GΩ(z, z0)).fi(z)

w Ω, z
∫

Ω

|vi|2e−2(i+1)GΩ(z,z0) ≤ C ′
∫

Ω

|∂̄(χ ◦GΩ(z, z0)).fi(z)|2
∂2

∂z∂z̄
eGΩ(z,z0)

e−2(i+1)GΩ(z,z0) ≤
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C ′
∫

{z∈Ω:−2<GΩ(z,z0)<−1}

C2|fi|2
e(2i+3)GΩ(z,z0)

≤ C ′C2e2(2i+3),

gdzie C ′ jest staª¡ uniwersaln¡.
Co wi¦cej vi jest funkcj¡ holomor�czn¡ w pewnym otoczeniu z0 i powy»sza nierówno±¢

zapewnia, »e v(k)
i (z0) = 0, k = 0, ..., i.

Funkcja gi = (χ ◦GΩ(z, z0)).fi(z)− vi jest holomor�czna w Ω, zgadza si¦ do i-tego rz¦du
z fi w punkcie z0 i

(∫

Ω

|gi|2
) 1

2

≤
(∫

Ω

|vi|2
) 1

2

+

(∫

Ω

|(χ ◦GΩ(z, z0)).fi(z)|2
) 1

2

≤
(∫

Ω

|vi|2e−2(i+1)GΩ(z,z0)

) 1
2

+ 1 ≤ 1 +
√
C ′C2e2(2i+3).

Wybór funkcji gi(z)

1+
√
C′C2e2(2i+3)

wskazuje, »e

Ji,Ω(z) ≥ Ji,Ωj
(z)

1 +
√
C ′C2e2(2i+3)

,

dla wszystkich z ∈ Ω′
j, co nie zale»y od j.

Dlatego dla dowolnego z ∈ Ω, le»¡cego w Ω′
j dla pewnego j,

2−RΩ(z) =
J0,Ω(z)J2,Ω(z)

J1,Ω(z)2
≤ (1 +

√
C ′C2e10)2J0,Ωj

(z)J2,Ωj
(z)

J1,Ωj
(z)2

= C ′′(2−RΩj
(z))

i
2−RΩ(z) ≥ J0,Ωj

(z)J2,Ωj
(z)

J1,Ωj
(z)2(1 +

√
C ′C2e14)(1 +

√
C ′C2e6)

= C ′′′(2−RΩj
(z)).

Niech z′j b¦dzie punktem w Ωj (oraz w Ω′
j, dzi¦ki warunkowi (iii)) który odpowiada

punktowi Rj

√
rj
Rj

+ 0
√−1 w pier±cieniu {z ∈ C : rj < |z| < Rj} przy odwzorowaniu

biholomor�cznym (przesuni¦ciu) mi¦dzy tymi pier±cieniami. Analogicznie de�niujemy z′′j jako

punkt odpowiadaj¡cy punktowi Rj

(
rj
Rj

) 3
10 .

Wtedy
lim sup
Ω3z→ζ

RΩ(z) = lim sup
j→∞

RΩ(z′′j ) = 2

i
lim inf
Ω3z→ζ

RΩ(z) = lim inf
j→∞

RΩ(z′j) = −∞,

z Twierdzenia 0.5, Obserwacji 37 i warunku (ii). ¤
Obserwacja 38. Obszar Ω zde�niowany jak powy»ej jest obszarem hiperwypukªym.

Hiperwypukªo±¢ jest równowa»na regularno±ci obszaru (ze wzgl¦du na problem Dirichleta)
w wymiarze 1 (zob. np. [Bªo]). �atwo skonstruowa¢ funkcje barierowe w dowolnym punkcie
brzegowym Ω i z metody Perrona (zob. np. [Bªo]) Ω jest obszarem regularnym.

Jest to troch¦ niespodziewane, gdy» wiadomo, »e zarówno j¡dro Bergmana w dowolnym
wymiarze sko«czonym (zob. [Ohs93]) jak i metryka Bergmana w wymiarze 1 (zob. [PZ03],
zachowuj¡ si¦ w do±¢ przewidywalny sposób w obszarach hieprwypukªych. (Co do metryki

67



Bergmana w wy»szym wymiarze, pomimo licznych wa»nych wyników zob. [BP98], [Her99],
w kontek±cie naszego zagadnienia problemy nie s¡ do ko«ca rozwi¡zane, nale»y raczej bra¢
pod uwag¦ w¦»sz¡ klas¦ obszarów, tzw. obszary B-regularne (zob. [Sib87]), ni» hiperwypukªe,
zob. [DH00]).
4.2. Przykªad drugi. Skwarczy«ski (zob. [Skw69], [Skw80]) podaª pierwszy przykªad ob-
szaru, dla którego K(z, ζ) zeruje si¦ dla pewnych z i ζ z tego obszaru, konkretnie udowodniª
on, »e tak¡ wªasno±¢ posiada pier±cie« na pªaszczy¹nie

Pr := {z ∈ C : r < |z| < 1}, dla 0 < r < e−2.

Pó¹niej Rosenthal (zob. [Ros69]) rozszerzyª powy»szy wynik, dowodz¡c, »e wªasno±¢ ta za-
chodzi dla dowolnego niezdegenerowanego (czyli 1 > r > 0) pier±cienia na pªaszczy¹nie,
korzystaj¡c z innych metod. Pomimo »e rachunkowo skomplikowany, przypadek pier±cienia
na pªaszczy¹nie pozostaje najªatwiejszym (z grona obszarów posiadaj¡cych ww. wªasno±¢)
obszarem do badania. Przedstawiony poni»ej dowód Twierdzenia 0.7 jest w istocie bardziej
szczegóªow¡ analiz¡ rachunków przeprowadzonych w [Skw69].
Dowód. Ustalmy dodatni¡ liczb¦ ε << 1. Od tego momentu ograniczymy si¦ do rozpatry-
wania wyª¡cznie tych warto±ci r, dla których nast¦puj¡ce trzy nierówno±ci zachodz¡ jedno-
cze±nie

(4.5)
∣∣∣∣

1

log(r2)

∣∣∣∣ < ε2,

(4.6)
∣∣r log(r2)

∣∣ < ε,

(4.7) r2

1− r2
< ε2.

�atwo zauwa»y¢, »e powy»szy warunek speªniony jest dla dowolnych wystarczaj¡co maªych
dodatnich warto±ci r.

Przy specjalnym wyborze

ζ =
1√

| log(r2)| , z =
−1

(1 + ε)
√
| log(r2)| ,

wyra»enie (4.1) wynosi

− 1 + ε

π 1
log(r2)

log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0


 r2+2j

(
−r2+2j + 1

(1+ε) log(r2)

)2 +
r2j

(
1− r2j 1

(1+ε) log(r2)

)2


 .

Oczywi±cie nale»y sprawdzi¢, »e r < |z|, |ζ| < 1, dla dostatecznie maªych r, aby wybrana
para punktów nale»aªa do wn¦trza pier±cienia. Jest to oczywiste. Teraz korzystaj¡c kolejno
z ujemno±ci log(r), (4.6) i (4.7) dostajemy

(4.8) −1 + ε

π
+ π−1

∞∑
j=0


 r2+2j(1 + ε)2(log(r2))2

(1− r2+2j(1 + ε) log(r2))2 +
r2j

(
1− r2j 1

(1+ε) log(r2)

)2


 ≤

−1 + ε

π
+ π−1

∞∑
j=0

(
r2j(1 + ε)2ε2 + r2j

)
=
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−1 + ε

π
+

1

π
((1 + ε)2ε2 + 1) +

1

π

r2

1− r2
((1 + ε)2ε2 + 1) ≤

−ε+ ((1 + ε)2(ε2 + 1) + 1)ε2

π
.

Jest to warto±¢ ujemna dla dostatecznie maªego ε > 0.
Podobnie przy specjalnym wyborze

ζ =
1√

| log(r2)| , z =
−1

(1− ε)
√
| log(r2)| ,

przy którym z, ζ równie» nale»¡ do Pr dla maªych r, (4.1) staje si¦

(4.9) − 1− ε

π 1
log(r2)

log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0


 r2+2j

(
−r2+2j + 1

(1−ε) log(r2)

)2 +
r2j

(
1− r2j 1

(1−ε) log(r2)

)2


 =

−1− ε

π
+ π−1

∞∑
j=0


 r2+2j(1− ε)2(log(r2))2

(1− r2+2j(1− ε) log(r2))2 +
r2j

(
1− r2j 1

(1−ε) log(r2)

)2


 ≥

−1− ε

π
+

1

π

r0

(
1− r0 1

(1−ε) log(r2)

)2 ≥

(4.10) −1− ε

π
+

1

π

(1− ε)2

(1− ε+ ε2)2 ,

dzi¦ki (4.5). Rozwijaj¡c w szereg Taylora, dostajemy
(

1−x
1−x+x2

)2
= 1− 2x2 + o(x2), tak wi¦c

wyra»enie (4.10) wynosi w przybli»eniu
ε− 2ε2

π
> 0,

dla dostatecznie maªych ε.
Podsumowuj¡c, K(z, ζ) ma warto±ci rzeczywiste dla ζ = 1√

| log(r2)| i z nale»¡cego do
odcinka

I :=

[
−1

(1− ε)
√
| log(r2)| ,

−1

(1 + ε)
√
| log(r2)|

]

oraz posiada ró»ne znaki na obu ko«cach tego przedziaªu. Musi wi¦c zerowa¢ si¦ w pewnym
punkcie z tego przedziaªu. W ten sposób dokonali±my lokalizacji zera j¡dra Bergmana.
Uwaga. Zero j¡dra Bergmana dla pier±cienia mo»na wyznaczy¢ dokªadnie (bez przybli»e«),
jednak»e przy pomocy nieelementarnych funkcji, zob. [SF07].

Aby obliczy¢ odlegªo±¢ Bergmana mi¦dzy z i ζ, nale»y najpierw znale¹¢ posta¢ metryki
Bergmana. W sytuacji jednowymiarowej kwadrat dªugo±ci wektora wzgl¦dem metryki Berg-
mana w punkcie z to kwadrat jego normy euklidesowej pomno»ony przez wielko±¢

(4.11) β2(z) =
∂2 logK(z, z)

∂z∂z
=
K(z, z)11̄K(z, z)−K(z, z)1K(z, z)1̄

K(z, z)2
.
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Poniewa» z Obserwacji 8 wiadomo, »e wyra»enie to jest niezmiennicze ze wzgl¦du na
obroty wzgl¦dem punktu {0}, wystarczy znale¹¢ β(z), dla z = 1

c
√
| log(r2)| ∈ R, gdzie c jest

liczb¡ rzeczywist¡, niezale»n¡ od r, blisk¡ do −1. Oczywi±cie tak¡ sam¡ warto±¢ wyra»enia
(4.11) dostaniemy zast¦puj¡c c przez −c. Wyra»enia wyst¦puj¡ce we wzorze (4.11) to

K(z, z) = − 1

πzz log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
r2+2j

(−r2+2j + zz)2 +
r2j

(1− r2jzz)2

)

K(z, z)1 =
1

πz2z log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 2r2+2jz

(−r2+2j + zz)3 +
2r4jz

(1− r2jzz)3

)

K(z, z)1̄ =
1

πzz2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
− 2r2+2jz

(−r2+2j + zz)3 +
2r4jz

(1− r2jzz)3

)

K(z, z)11̄ = − 1

π(zz)2 log(r2)
+ π−1

∞∑
j=0

(
6r2+2jzz

(−r2+2j + zz)4 −
2r2+2j

(−r2+2j + zz)3 +

6r6jzz

(1− r2jzz)4 +
2r4j

(1− r2jzz)3

)
.

Wyra»enia wygl¡daj¡ skomplikowanie, jednak»e niemal wszystkie wyrazy wyst¦puj¡ce w
szeregach s¡ zaniedbywalne. Aby to udowodni¢ post¡pimy podobnie jak przy szacowaniu
wyrazów (4.8) i (4.9).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ArB
(

1

c
√
| log(r2)|

)D

(
−rB − 1

c2 log(r2)

)F

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
ArB

(c
√
| log(r2)|)D−2F (1 + c2 log(r2)rB)F )

∣∣∣∣∣ ≤

(4.12) ≤
∣∣∣∣∣

ArB

(c
√
| log(r2)|)D−2F (1− c2ε)F

∣∣∣∣∣ ,

gdy B > 0 (korzystamy z nierówno±ci r < 1 i (4.6)). Pozostaªe wyrazy s¡ oszacowane przez

(4.13)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A′rB
′
(

1

c
√
| log(r2)|

)D′

(
1 + rE′ 1

c2 log(r2)

)F ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
A′rB

′

(
c
√
| log(r2)|

)D′ (
1− ε2

c2

)F ′

∣∣∣∣∣∣∣
,

dzi¦ki nierówno±ci r < 1 i warunkowi (4.5).
Teraz poniewa» rB log(r)E d¡»y do zera, dla dodatnich B i dowolnych caªkowitych E,

mo»emy wykorzysta¢ jedno z oszacowa« (4.5),(4.6) i ostatecznie uzyska¢ oszacowanie typu
H|r|G. Jedynym wyj¡tkiem jest oczywi±cie sytuacja, gdy B lub B′ = 0 tzn. j = 0, wi¦c
sumuj¡c wyrazy w szeregach dostajemy oszacowanie przez szereg geometryczny. Oznacza to,
»e wyra»enia we wzorze (4.11) da si¦ przedstawi¢ jako
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K

(
1

c
√
| log(r2)| ,

1

c
√
| log(r2)|

)
=
c2

π
+

1

π
(
1 + 1

c2 log(r2)

)2 + o(C) =
c2 + 1

π
+ o(C),

K1 = K

(
1

c
√
| log(r2)| ,

1

c
√
| log(r2)|

)

1̄

= −c
3
√
| log(r2)|
π

+ o(C),

K

(
1

c
√
| log(r2)| ,

1

c
√
| log(r2)|

)

11̄

=
2

π
(
1 + 1

c2 log(r2)

)3 −
c4 log(r2)

π
+ o(C) =

=
2− c4 log(r2)

π
+ o(C),

gdzie konwencj¡ jest o(C) ≡ o(const).
Ostatecznie wyra»enie (4.11) przeksztaªca si¦ do

(4.14) β =

√
(c2 + 1 + o(C))(2− c4 log(r2) + o(C))− (c3

√
| log(r2)|+ o(C))2

(c2 + 1 + o(C))2
.

Droga caªkowania, która przybli»a odlegªo±¢ wygl¡da nast¦puj¡co. Najpierw ª¡czymy z z
punktem v := −1√

| log(r2)| poprzez odcinek. Nast¦pnie ten punkt ª¡czymy z ζ = 1√
| log(r2)|

poprzez póªokr¡g

[0, 1] 3 t→ e(π−πt)√−1 1√
| log(r2)| .

Odcinek b¦dziemy oznacza¢ przez γ1, a póªokr¡g przez γ2.

Ζv

r

z

I Γ1

Γ2

Rysunek 7. droga γ1 ∪ γ2

Geodezyjne metryki Bergmana w pier±cieniu zostaªy sklasy�kowane w [Her83], sk¡d wia-
domo, »e wybrana przez nas droga caªkowania nie jest geodezyjn¡, jednak»e odlegªo±¢ caª-
kowa obliczona po tej drodze stanowi dostatecznie dobre przybli»enie odlegªo±ci Bergmana.
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Caªki które musimy oszacowa¢ to

I1 :=

∫ 1

0

β(γ1(t))

∣∣∣∣
∂γ1

∂t
(t)

∣∣∣∣ dt

I2 :=

∫ 1

0

β(γ2(t))

∣∣∣∣
∂γ2

∂t
(t)

∣∣∣∣ dt.
Niech z = −1

s
√
| log(r2)| , s ∈ [1− ε, 1 + ε]. Parametryzacja γ1 to

[0, 1] 3 t→ −1

(s+ t(1− s))
√
| log(r2)| .

Po przeprowadzeniu natychmiastowych oblicze«, wykorzystuj¡c wzór (4.14) dostajemy

lim
r→0+

∫ 1

0

β(γ2(t))

∣∣∣∣
∂γ2

∂t
(t)

∣∣∣∣ dt =

∫ 1

0

lim
r→0+

β(γ2(t))

∣∣∣∣
∂γ2

∂t
(t)

∣∣∣∣ dt =

∫ 1

0

|s− 1|
√

c4

(c2 + 1)2c4
dt,

gdzie c = s+ t(1−s). Teraz poniewa» |s−1| < ε i poniewa» caªka jest ewidentnie sko«czona,
dostajemy, »e

lim
ε→0+

lim
r→0+

I1 = 0.

Oszacujmy caªk¦ I2

lim
r→0+

I2 =

∫ 1

0

lim
r→0+

β(γ2(t))

∣∣∣∣
∂γ2

∂t
(t)

∣∣∣∣ dt.

W tym przypadku c = 1, funkcja β zaw¦»ona do γ2 jest staªa (wzgl¦dem poªo»enia punktu
na drodze γ2) i wynosi

√
(2 + o(C))(2− log(r2) + o(C))− (

√
| log(r2)|+ o(C))2

(2 + o(C))2
.

Dalej ∂γ2
∂t

= −π√−1e(π−πt)
√−1 1√

| log(r2)| , sk¡d wynika, »e

β(γ2(t))

∣∣∣∣
∂γ2

∂t
(t)

∣∣∣∣ ≈ π

√
2(2− log(r2)) + log(r2)

4

1

| log(r2)| →
π

2
,

gdy r → 0+ (ªatwo zauwa»y¢ »e istnienie i warto±¢ tej granicy jest niezale»ne od ε).
Odlegªo±¢ Bergmana pomi¦dzy z i ζ jest ograniczona pomi¦dzy π

2
dzi¦ki Twierdzeniu 0.1

i I1 + I2 sk¡d wynika, »e d¡»y ona do π
2
, gdy r → 0+, poniewa» mo»emy wybra¢ dowolnie

maªe dodatnie ε. ¤
Obserwacja 39. Teza Twierdzenia 0.7 zachodzi w dowolnym wymiarze.

Przykªad dowodz¡cy Twierdzenie 0.7 w dowolnym wymiarze sko«czonym mo»emy skon-
struowa¢ w nast¦puj¡cy sposób: Niech Cn ⊃ Ωr = Pr × Ω, gdzie Ω ⊂⊂ Cn−1 jest dowol-
nym obszarem ograniczonym. Z Obserwacji 7 wynika, »e je»eli z, ζ s¡ punktami dla których
KPr(z, ζ) = 0 (w szczególno±ci dla z, ζ b¦d¡cych zlokalizowanymi powy»ej zerami j¡dra
Bergmana), to (z, z′) i (ζ, ζ ′) dla dowolnych z′, ζ ′ ∈ Ω s¡ punktami takimi, »e

KΩr((z, z
′), (ζ, ζ ′)) = KPr(z, ζ)KΩ(z′, ζ ′) = 0.
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Odlegªo±¢ Bergmana mi¦dzy punktami (z, z′) i (ζ, ζ ′) szacuje si¦ przez

distΩr((z, z
′), (ζ, ζ ′)) =

inf
η

∫ 1

0

√
∂2

∂z1∂z̄1

logKPr(z1, z1)|z1=η1(t)η
′
1(t)η

′
1(t) + β2

Ω((η2(t), ..., ηn(t)), (η′2(t), ..., η′n(t))t)dt

≥ inf
η1

∫ 1

0

√
∂2

∂z1∂z̄1

logKPr(z1, z1)|z1=η1(t)η
′
1(t)η

′
1(t)dt = distPr(z, ζ).

Powy»ej η jest krzyw¡ ª¡cz¡c¡ z i ζ. Jednocze±nie w sytuacji gdy z′ = ζ ′ i dla krzywej η
takiej, »e (η2(t), ..., ηn(t)) = z′ dla ka»dego t ∈ [0, 1], zachodzi równo±¢. Tak wi¦c dla Ωr

punkty (z, z′) i (ζ, z′) zeruj¡ KΩr(·, ◦) i jednocze±nie odlegªo±¢ Bergmana mi¦dzy nimi

distΩr((z, z
′), (ζ, z′)) = distPr(z, ζ) →

π

2
.

4.3. Przykªad trzeci. W tej cz¦±ci skonstruujemy przykªad, dowodz¡cy Twierdzenie 0.8.
Dowód. Tak jak w przypadku Twierdzenia 0.7, b¦dziemy bada¢ pier±cie« Pr. Aby udowodni¢
brak immersywno±ci w danym podzbiorze Pr, zgodnie ze wzorami (2.10) i (2.11), musimy
zlokalizowa¢ zera wyra»enia

det

(
K2(z, ζ)

∂2

∂z∂ζ̄
logK(z, ζ)

)

lub inaczej, wyra»enia

(4.15) K(z, ζ)
∂2

∂z∂ζ̄
K(z, ζ)− ∂

∂z
K(z, ζ)

∂

∂ζ̄
K(z, ζ).

Ustalmy 0 < ε << 1. W naszym przypadku ustalimy ζ jako punkt 1
4
√
|2 log(r2)| ∈ R, natomiast

z b¦dzie punktem postaci
√−1

ξ 4
√
|2 log(r2)| , gdzie ξ jest niezale»n¡ od r zmienn¡ zespolon¡, której

warto±ci domy±lnie b¦d¡ bardzo bliskie 1.
Na pocz¡tku potrzebujemy oszacowa« typu (4.12) i (4.13) w nowej sytuacji
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ArB
(

1
4
√
|2 log(r2)|

)D (√−1
ξ

)H

(
−rB +

√−1
ξ

1√
|2 log(r2)|

)F

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

ArB
(√−1

ξ

)H−F

( 4
√
|2 log(r2)|)D−2F (1− ξ√−1

√
|2 log(r2)|rB)F )

∣∣∣∣∣∣∣
≤

(4.16) ≤ (1 + ε)

∣∣∣∣∣
ArB

( 4
√
|2 log(r2)|)D−2F

∣∣∣∣∣ ,

gdy B > 0, jednostajnie wzgl¦dem ξ bliskich 1 dla dostatecznie maªych r, poniewa» warto±ci
H i F s¡ sko«czone. Pozostaªe wyrazy s¡ oszacowane przez

(4.17)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A′rB
′
(

1
4
√
|2 log(r2)|

)D′ (√−1
ξ

)H′

(
1− rE′ 1√

|2 log(r2)|

√−1
ξ

)F ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ (1 + ε)

∣∣∣∣∣∣∣
A′rB

′

(
4
√
|2 log(r2)|

)D′

∣∣∣∣∣∣∣
,
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równie» jednostajnie wzgl¦dem ξ bliskich 1, dla dostatecznie maªych r dzi¦ki sko«czono±ci
H ′ i F ′. Tak wi¦c sumy wyrazów w rozwini¦ciach K,K1,K1̄ i K11̄, zawieraj¡ce r w dodatniej
pot¦dze dadz¡ si¦ oszacowa¢ przez szereg geometryczny, w zwi¡zku z czym wyra»enie (4.15)
b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ zmiennej ξ, dla ξ z pewnego (maªego) otoczenia punktu 1 i
ponadto

(4.18) K(z, ζ) ≈ − 1

π

1

zζ̄ log(r2)
+

1

π

1

(1− zζ̄)2

(4.19) ∂

∂z
K(z, ζ) ≈ 1

π

1

z2ζ̄ log(r2)
+

1

π

2ζ̄

(1− zζ̄)3

(4.20) ∂

∂ζ̄
K(z, ζ) ≈ 1

π

1

zζ̄2 log(r2)
+

1

π

2z

(1− zζ̄)3

(4.21) ∂2

∂z∂ζ̄
K(z, ζ) ≈ − 1

π

1

z2ζ̄2 log(r2)
+

1

π

6zζ̄

(1− zζ̄)4
+

1

π

2

(1− zζ̄)3
,

przy powy»szym wyborze z i ζ. Kªad¡c te warto±ci w wyra»eniach (4.18),(4.19),(4.20),(4.21),
zauwa»my, »e wiod¡cym wyrazem w (4.18) b¦dzie 1

π
1

(1−zζ̄)2 , tzn.
1
π

1„
1−

√−1

ξ
√
|2 log(r2)|

«2 −→ 1
π
, gdy

r → 0+. Oba skªadniki w obu wyra»eniach (4.19) i (4.20) maj¡ takie samo asymptotyczne
zachowanie ∼ const

4
√
| log(r2)| → 0. Wreszcie w (4.21) pierwszy i ostatni skªadnik s¡ wiod¡ce i

sumuj¡ si¦ do

(4.22) −2ξ2

π
+

1

π

2(
1−

√−1

ξ
√
|2 log(r2)|

)3 −→
2− 2ξ2

π
.

�rodkowy skªadnik d¡»y do 0.
Wracaj¡c do wyra»enia (4.15), zauwa»my »e mo»na je zapisa¢ jako P (z, ζ)+Q(z, ζ), gdzie

P (z, ζ) =
1

π

1

(1− zζ̄)2

[
− 1

π

1

z2ζ̄2 log(r2)
+

1

π

2

(1− zζ̄)3

]
,

tzn. jest to wiod¡cy skªadnik wyra»enia (4.15), natomiast Q(z, ζ) jest sum¡ wszystkich po-
zostaªych wyrazów, tzn.

Q(z, ζ) := K(z, ζ)
∂2

∂z∂ζ̄
K(z, ζ)− ∂

∂z
K(z, ζ)

∂

∂ζ̄
K(z, ζ)− P (z, ζ).

Wybieraj¡c ξ na okr¦gu o promieniu ε i ±rodku w 1 zauwa»my, »e

lim
r→0+

∣∣∣∣∣P
( √−1

ξ 4
√
|2 log(r2)| ,

1
4
√
|2 log(r2)|

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2− 2ξ2

π2

∣∣∣∣ > 0,

jednostajnie wzgl¦dem ξ, podczas gdy

lim
r→0+

∣∣∣∣∣Q
( √−1

ξ 4
√
|2 log(r2)| ,

1
4
√
|2 log(r2)|

)∣∣∣∣∣ = 0.
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Z Twierdzenia Rouché

K(z, ζ)
∂2

∂z∂ζ̄
K(z, ζ)− ∂

∂z
K(z, ζ)

∂

∂ζ̄
K(z, ζ)∣∣∣z= √−1

ξ
4√|2 log(r2)|

,ζ= 1
4√|2 log(r2)|

= P (z, ζ) +Q(z, ζ),

jako funkcja holomor�czna zmiennej ξ, ma tyle samo zer w zbiorze {ω ∈ C : |ω − 1| < ε} co

P (z, ζ)∣∣∣z= √−1

ξ
4√|2 log(r2)|

,ζ= 1
4√|2 log(r2)|

,

gdy r jest dostatecznie maªe. Rozwi¡zuj¡c

P (z, ζ)∣∣∣z= √−1

ξ
4√|2 log(r2)|

,ζ= 1
4√|2 log(r2)|

= 0,

co sprowadza si¦ do
2(

1−
√−1

ξ
√
|2 log(r2)|

)3 = 2ξ2

mo»na sprawdzi¢, »e
√−1

c
+

(1 +
√−1

√
3)c3

3

√
12(−9

√−1c8 +
√

3
√−27c16 − 4c18)

+
(1−√−1

√
3)

3
√
−9
√−1c8 +

√
3
√−27c16 − 4c18

c32 3
√

18
,

gdzie c =
√
|2 log(r2)|, jest rozwi¡zaniem tego równania, le»¡cym w {ω ∈ C : |ω − 1| < ε}

dla dostatecznie maªych r. Oznacza to, »e wyra»enie (4.15) zeruje si¦ dla ζ = 1
4
√
|2 log(r2)| i

pewnego z z obrazu koªa {ω ∈ C : |ω − 1| < ε} poprzez odwzorowanie

ξ →
√−1

ξ 4
√
|2 log(r2)| .

Obraz ten zawiera si¦ w kole o ±rodku
√−1

4
√
|2 log(r2)| i promieniu

1
4
√
|2 log(r2)| max

|ξ−1|<ε

∣∣∣∣
1

ξ
− 1

∣∣∣∣ ≤
1

4
√
|2 log(r2)|

1 + ε

1− ε
<

2
4
√
|2 log(r2)| ,

dla dostatecznie maªych r.
Teraz naszkicujemy reszt¦ dowodu, bez wchodzenia w (bardzo techniczne) szczegóªy ra-

chunkowe. Zlokalizowane zero wyra»enia ∂2

∂z∂ζ̄
logK(z, ζ) ª¡czymy drog¡ γ̃1 ∪ γ̃2 z ζ, gdzie

γ̃1 jest odcinkiem ª¡cz¡cym z z punktem v :=
√−1

4
√
|2 log(r2)| . Jak w dowodzie Twierdzenia 0.7

odlegªo±¢ caªkowa po drodze γ̃1 wzgl¦dem metryki β̃(., ◦) d¡»y do 0 gdy r → 0+ i ε → 0+.
Teraz γ̃2 b¦dzie ªukiem

[0, 1] 3 t −→ 1
4
√
|2 log(r2)|e

1−t
2
π
√−1.
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Rysunek 8. droga γ̃1 ∪ γ̃2

Z Obserwacji 12 wiemy, »e zaw¦»enie β̃ do γ̃2 jest staªe wzgl¦dem poªo»enia punktu na
tym ªuku, ze wzgl¦du na biholomor�czn¡ niezmienniczo±¢. Dlatego wystarczy obliczy¢ tensor
metryczny β̃ tylko w punkcie 1

4
√
|2 log(r2)| = γ̃2(1). Skorzystamy ze wzoru

β̃(ζ,X) =

[
2
∂2

∂ζ∂ζ̄
logK(ζ, ζ) +

∂2

∂ζ∂ζ̄
log

∂2

∂ζ∂ζ̄
K(ζ, ζ)

]
|X|2,

a wi¦c nale»y obliczy¢

∂2

∂ζ∂ζ̄
log

[
K(ζ, ζ)2 ∂2

∂ζ∂ζ̄
K(ζ, ζ)

]
=

∂2

∂ζ∂ζ̄
log

[
K(ζ, ζ)

∂2

∂ζ∂ζ̄
K(ζ, ζ)− ∂

∂ζ
K(ζ, ζ)

∂

∂ζ̄
K(ζ, ζ)

]
=

(4.23) −K(ζ, ζ)1K(ζ, ζ)1̄K(ζ, ζ)11K(ζ, ζ)1̄1̄

D2
− K(ζ, ζ)11K(ζ, ζ)1̄1̄

D

+
K(ζ, ζ)K(ζ, ζ)1̄K(ζ, ζ)11̄1̄K(ζ, ζ)11

D2
+
K(ζ, ζ)K(ζ, ζ)1K(ζ, ζ)111̄K(ζ, ζ)1̄1̄

D2

−K(ζ, ζ)2K(ζ, ζ)11̄1̄K(ζ, ζ)111̄

D2
+
K(ζ, ζ)K(ζ, ζ)111̄1̄

D
,

gdzie mianownik D = K(ζ, ζ)K(ζ, ζ)11̄ −K(ζ, ζ)1K(ζ, ζ)1̄. Najpierw znajdziemy asympto-
tyczne zachowanie D. Analiz¦ przeprowadzon¡ w (4.18)-(4.21) mo»na powtórzy¢ przy po-
mocy nieco zmody�kowanych oszacowa« (4.16) i (4.17) (brak wyrazów

√−1
ξ

), aby dosta¢

K(ζ, ζ) ≈ 1

π

K(ζ, ζ)1 = K(ζ, ζ)1̄, d¡»y do 0 szybciej ni» 1
4
√
| log(r2)|

K(ζ, ζ)11̄ ≈
4

π
.
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Zmiana znaku minus z ≈ 2−2ξ2

π
(we wzorze (4.22)) na plus w ≈ 4

π
(powy»ej) wyst¦puje ze

wzgl¦du na brak
√−1 w wyrazie z = ζ. Ostatecznie D → 4

π2 . Podobnie mo»na udowodni¢,
»e

K(ζ, ζ)11 = K(ζ, ζ)1̄1̄ ≈
4

π

K(ζ, ζ)111̄ = K(ζ, ζ)11̄1̄ ≈ −4 4
√

2 4
√
| log(r2)|
π

K(ζ, ζ)111̄1̄ ≈
8
√

2
√
| log(r2)|+ 12

π
≈ 8

√
2
√
| log(r2)|
π

.

Wynika st¡d, »e wyª¡cznie ostatnie dwa wyrazy w wyra»eniu (4.23) s¡ istotne dla zachowania
asymptotycznego tensora metrycznego β̃, które jest rz¦du

≈ −
(

1
π

)2 (−4 4√2)2
√
| log(r2)|

π2(
4
π2

)2 +
1
π

8
√

2
√
| log(r2)|
π

4
π2

=
√

2
√
| log(r2)|.

Teraz ∂
∂t
γ̃2(t) = 1

4
√
|2 log(r2)|e

1−t
2
π
√−1

(−1
2
π
√−1

)
. Ostatecznie odlegªo±¢ caªkowa po drodze γ̃2

wzgl¦dem β̃ wynosi

(4.24)
∫ 1

0

√
β̃

(
γ̃2(t),

∂

∂t
γ̃2(t)

)
≈

∫ 1

0

√√
2
√
| log(r2)| 1√

|2 log(r2)|
π2

4
→ π

2
,

gdy r → 0+. Teraz dzi¦ki (2.12), oszacowaniu odlegªo±ci po drodze γ̃1 i (4.24), dostajemy, »e
˜dist(z, ζ) → π

2
, gdy r → 0+ i ε→ 0+ co ko«czy dowód. ¤

Konstrukcja przykªadu dziaªaj¡cego w dowolnym wymiarze jest identyczna jak w przy-
kªadzie drugim Ωr := Pr×Ω. Dowód przebiega analogicznie z wykorzystaniem nast¦puj¡cych
zale»no±ci

det

(
∂2

∂zi∂ζ̄j
logKΩr(z, ζ)

)

i,j=1..n

= det




∂2

∂z1∂ζ̄1
logKPr(z1, ζ1) 0

0 ∂2

∂zi∂ζ̄j
logKΩ(z′, ζ ′)i,j=2..n


 =

∂2

∂z1∂ζ̄1
logKPr(z1, ζ1) det

(
∂2

∂zi∂ζ̄j
logKΩ(z′, ζ ′)

)

i,j=2..n

i

Ricij̄ = − ∂2

∂zi∂z̄j
log

(
det

(
∂2

∂zp∂z̄q
logKΩr(z, z)

)

p,q=1..n

)
=

− ∂2

∂zi∂z̄j
log

(
∂2

∂z1∂z̄1

logKPr(z1, z1) det

(
∂2

∂zp∂z̄q
logKΩ(z, z)

)

p,q=2..n

)
,

a zatem

RicΩr =



RicPr 0

0 RicΩ


 ,
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sk¡d
β̃((η1(t), .., ηn(t)), (η

′
1(t), .., η

′
n(t))

t) ≥ β̃(η1(t), η
′
1(t)).

Literatura
[Bel81] Steven Bell. Smooth bounded strictly and weakly pseudoconvex domains cannot be biholomorphic.

Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 4(1):119�120, 1981.
[Ber22] Stefan Bergman. Über die Entwicklung der harmonischen Funktionen der Ebene und des Raumes

nach Orthogonalfunktionen. Math. Ann., 86:238�271, 1922.
[Ber30] Stefan Bergman. Über die Existenz von Repräsentantenbereichen in der Theorie der Abbildung

durch Paare von Funktionen zweier komplexen Veränderlichen. Math. Ann., 102(1):430�446, 1930.
[Ber47] Stefan Bergman. Sur les fonctions orthogonales de plusieurs variables complexes avec les applica-

tions à la théorie des fonctions analytiques. Mémor. Sci. Math., no. 106. Gauthier-Villars, Paris,
1947.

[Ber70] Stefan Bergman. The kernel function and conformal mapping. American Mathematical Society,
Providence, R.I., revised edition, 1970. Mathematical Surveys, No. V.

[Ber95] Bo Berndtsson. L2- methods for the ∂̄-equation. KASS University Press, ksi¡»ka udost¦pniona w
formie elektronicznej na stronie autora http://www.math.chalmers.se/ bob/, 1995.

[Ber96] Bo Berndtsson. The extension theorem of Ohsawa-Takegoshi and the theorem of Donnelly-
Fe�erman. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 46(4):1083�1094, 1996.

[Ber97] S. Berceanu. On the geometry of complex Grassmann manifold, its noncompact dual and coherent
states. Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 4(2):205�243, 1997.

[BL80] Steve Bell and Ewa Ligocka. A simpli�cation and extension of Fe�erman's theorem on biholomor-
phic mappings. Invent. Math., 57(3):283�289, 1980.

[Bªo] Zbigniew Bªocki. The complex Monge-Ampère operator in pluripotential theory. notatki z wykªadu
dost¦pne na stronie autora http://gamma.im.uj.edu.pl/ blocki/.

[Bªo05] Zbigniew Bªocki. The Bergman metric and the pluricomplex Green function. Trans. Amer. Math.
Soc., 357(7):2613�2625 (electronic), 2005.

[Boc22] Salomon Bochner. Über orthogonale Systeme analytischer Funktionen. Math. Zeitschr., 14:180�
207, 1922.

[Boc47] S. Bochner. Curvature in Hermitian metric. Bull. Amer. Math. Soc., 53:179�195, 1947.
[BP98] Zbigniew Bªocki and Peter P�ug. Hyperconvexity and Bergman completeness. Nagoya Math. J.,

151:221�225, 1998.
[BSW78] D. Burns, Jr., S. Shnider, and R. O. Wells, Jr. Deformations of strictly pseudoconvex domains.

Invent. Math., 46(3):237�253, 1978.
[Cat89] David W. Catlin. Estimates of invariant metrics on pseudoconvex domains of dimension two. Math.

Z., 200(3):429�466, 1989.
[CL09] Bo-Yong Chen and Hanjin Lee. Bergman kernel and complex singularity exponent. Sci. China Ser.

A, 52(12):2590�2603, 2009.
[CY80] Shiu Yuen Cheng and Shing Tung Yau. On the existence of a complete Kähler metric on non-

compact complex manifolds and the regularity of Fe�erman's equation. Comm. Pure Appl. Math.,
33(4):507�544, 1980.

[CZ02] Bo-Yong Chen and Jin-Hao Zhang. The Bergman metric on a Stein manifold with a bounded
plurisubharmonic function. Trans. Amer. Math. Soc., 354(8):2997�3009 (electronic), 2002.

[Dav77] J. Davidov. The representative domain of a complex manifold and the Lu-Qi-Keng conjecture. C.
R. Acad. Bulgare Sci., 30(1):13�16, 1977.

[DH00] K. Diederich and G. Herbort. Quantitative estimates for the Green function and an application to
the Bergman metric. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 50(4):1205�1228, 2000.

[Die70] Klas Diederich. Das Randverhalten der Bergmanschen Kernfunktion und Metrik in streng pseudo-
konvexen Gebieten. Math. Ann., 187:9�36, 1970.

[Die73] Klas Diederich. Über die 1. und 2. Ableitungen der Bergmanschen Kernfunktion und ihr Randver-
halten. Math. Ann., 203:129�170, 1973.

[Din09] Zywomir Dinew. An example for the holomorphic sectional curvature of the Bergman metric. praca
przyj¦ta do druku w Ann. Polon. Math., 2009.

78



[Din10] Zywomir Dinew. On the Bergman representative coordinates, 2010.
[Eng08] Miroslav Engli². Boundary behaviour of the Bergman invariant and related quantities. Monatsh.

Math., 154(1):19�37, 2008.
[Fef74] Charles Fe�erman. The Bergman kernel and biholomorphic mappings of pseudoconvex domains.

Invent. Math., 26:1�65, 1974.
[FK92] H. M. Farkas and I. Kra. Riemann surfaces, volume 71 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-

Verlag, New York, second edition, 1992.
[Fuc37] B. Fuchs. Über geodätische Mannigfaltigkeiten einer bei pseudokonformen Abbildungen invarianten

Riemannschen Geometrie. Rec. Math. Moscou, n. Ser., 2:567�593, 1937.
[Fuk63] B. A. Fuks. Theory of analytic functions of several complex variables. Translated by A. A. Brown,

J. M. Danskin and E. Hewitt. American Mathematical Society, Providence, R.I., 1963.
[GK67] Samuel I. Goldberg and Shoshichi Kobayashi. Holomorphic bisectional curvature. J. Di�erential

Geometry, 1:225�233, 1967.
[Her83] Gregor Herbort. On the geodesics of the Bergman metric. Math. Ann., 264(1):39�51, 1983.
[Her99] Gregor Herbort. The Bergman metric on hyperconvex domains. Math. Z., 232(1):183�196, 1999.
[Her03] Gregor Herbort. Localization lemmas for the Bergman metric at plurisubharmonic peak points.

Nagoya Math. J., 171:107�125, 2003.
[Her07] Gregor Herbort. An example of a pseudoconvex domain whose holomorphic sectional curvature of

the Bergman metric is unbounded. Ann. Polon. Math., 92(1):29�39, 2007.
[JP93] Marek Jarnicki and Peter P�ug. Invariant distances and metrics in complex analysis, volume 9 of

de Gruyter Expositions in Mathematics. Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1993.
[Kat67] Sadao Kató. Canonical domains in several complex variables. Paci�c J. Math., 21:279�291, 1967.
[KK77] Akikazu Kuribayashi and Kaname Komiya. On Weierstrass points of non-hyperelliptic compact

Riemann surfaces of genus three. Hiroshima Math. J., 7(3):743�768, 1977.
[KK03] Kang-Tae Kim and Steven G. Krantz. The Bergman metric invariants and their boundary behavior.

In Explorations in complex and Riemannian geometry, volume 332 of Contemp. Math., pages 139�
151. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2003.

[Kle78] Paul F. Klembeck. Kähler metrics of negative curvature, the Bergmann metric near the boundary,
and the Kobayashi metric on smooth bounded strictly pseudoconvex sets. Indiana Univ. Math. J.,
27(2):275�282, 1978.

[Kli82] Wilhelm Klingenberg. Riemannian geometry, volume 1 of de Gruyter Studies in Mathematics.
Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1982.

[Kob59] Shoshichi Kobayashi. Geometry of bounded domains. Trans. Amer. Math. Soc., 92:267�290, 1959.
[Kra93] Steven G. Krantz. Geometric analysis and function spaces, volume 81 of CBMS Regional Confe-

rence Series in Mathematics. Published for the Conference Board of the Mathematical Sciences,
Washington, DC, 1993.

[KY96a] Kang-Tae Kim and Jiye Yu. Boundary behavior of the Bergman curvature in strictly pseudoconvex
polyhedral domains. Paci�c J. Math., 176(1):141�163, 1996.

[KY96b] Steven G. Krantz and Jiye Yu. On the Bergman invariant and curvatures of the Bergman metric.
Illinois J. Math., 40(2):226�244, 1996.

[Kyt73] A. M. Kytmanov. An estimate of the Ricci curvature of the Bergman metric. In Properties of
holomorphic functions of several complex variables (Russian), pages 215�217, 240. Inst. Fiz. Sibirsk.
Otdel. Akad. Nauk SSSR, Krasnoyarsk, 1973.

[Leb71] B. Ja. Lebed′. Estimates of the curvature of a Bergman metric that is invariant under biholomorphic
mappings. Funkcional. Anal. i Priloºen., 5(3):100�101, 1971.

[Leb74] B. Ja. Lebed′. Estimates of the curvature of a Bergman metric that is invariant under biholomorphic
mappings. Uspehi Mat. Nauk, 29(4(178)):175�176, 1974.

[Lei61] Kurt Leichtweiss. Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannigfaltigkeiten. Math. Z.,
76:334�366, 1961.

[Lew69] Joseph Lewittes. Di�erentials and metrics on Riemann surfaces. Trans. Amer. Math. Soc., 139:311�
318, 1969.

[Lu66] Qi Keng Lu. On Kaehler manifolds with constant curvature. Chinese Math.�Acta, 8:283�298, 1966.
[Lu84] Qi Keng Lu. On the representative domain. In Several complex variables (Hangzhou, 1981), pages

199�211. Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1984.

79



[Lu08] Qi Keng Lu. Holomorphic invariant forms of a bounded domain. Sci. China Ser. A, 51(11):1945�
1964, 2008.

[McN92] Je�ery D. McNeal. Lower bounds on the Bergman metric near a point of �nite type. Ann. of Math.
(2), 136(2):339�360, 1992.

[MN99] Jan R. Magnus and Heinz Neudecker. Matrix di�erential calculus with applications in statistics
and econometrics. Wiley Series in Probability and Statistics. John Wiley & Sons Ltd., Chichester,
1999. Revised reprint of the 1988 original.

[Mok] Ngaiming Mok. Extension of germs of holomorphic isometries up to normalizing constants with
respect to the bergman metric. preprint dost¦pny na stronie http://hkumath.hku.hk/ nmok/.

[Naz73] È. O. Nazarjan. The estimation of the Ricci curvature of the Bergman metric. Izv. Akad. Nauk
Armjan. SSR Ser. Mat., 8(5):418�423, 426, 1973.

[Ohs93] Takeo Ohsawa. On the Bergman kernel of hyperconvex domains. Nagoya Math. J., 129:43�52,
1993.

[Pag] Andrea Pagano. Note on fuks formula for the holomorphic bisectional curvature. nieopublikowany
preprint.

[Pin79] S. I. Pin£uk. Biholomorphic inequivalence of bounded domains with smooth and piecewise-smooth
boundaries. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 247(3):554�557, 1979.

[PZ03] Peter P�ug and Wªodzimierz Zwonek. Logarithmic capacity and Bergman functions. Arch. Math.
(Basel), 80(5):536�552, 2003.

[Ram67] I. Ramadanov. Sur une propriété de la fonction de Bergman. C. R. Acad. Bulgare Sci., 20:759�762,
1967.

[Ros69] Paul Rosenthal. On the zeros of the Bergman function in doubly-connected domains. Proc. Amer.
Math. Soc., 21:33�35, 1969.

[Ros82] Jean-Pierre Rosay. Injective holomorphic mappings. Amer. Math. Monthly, 89(8):587�588, 1982.
[SF07] Ahmed Sebbar and Thérèse Falliero. Equilibrium point of Green's function for the annulus and

Eisenstein series. Proc. Amer. Math. Soc., 135(2):313�328 (electronic), 2007.
[Sib70] R. J. Sibner. Domains bounded by analytic Jordan curves. Bull. Amer. Math. Soc., 76:61�63, 1970.
[Sib87] Nessim Sibony. Une classe de domaines pseudoconvexes. Duke Math. J., 55(2):299�319, 1987.
[Skw69] M. Skwarczy«ski. The invariant distance in the theory of pseudoconformal transformations and

the Lu Qi-keng conjecture. Proc. Amer. Math. Soc., 22:305�310, 1969.
[Skw80] Maciej Skwarczy«ski. Biholomorphic invariants related to the Bergman function. Dissertationes

Math. (Rozprawy Mat.), 173:59, 1980.
[Sui72] Nobuyuki Suita. Capacities and kernels on Riemann surfaces. Arch. Rational Mech. Anal., 46:212�

217, 1972.
[Web79] S. M. Webster. Biholomorphic mappings and the Bergman kernel o� the diagonal. Invent. Math.,

51(2):155�169, 1979.
[Zwo] Wªodzimierz Zwonek. Asymptotic behaviour of the sectional curvature of the Bergman metric for

annuli. preprint.

80


