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WSTEP

W 1921 roku Stefan Bergman' (zob. [Ber22|,|Ber70|) wprowadzit pojecie funkcji jadrowe;
K(z,(), ktora dzi$§ nazywa sie jadrem Bergmana. Funkcja ta zachowuje sie bardzo specyficz-
nie wzgledem odwzorowan biholomorficznych miedzy obszarami, co umozliwito konstrukcje
licznych niezmiennikéw biholomorfizmoéw. Dato to nadzieje na powodzenie programu klasy-
fikacji obszarow w C",n > 1, na klasy obszaréw biholomorficznie réwnowaznych, lub przy-
najmniej na znalezienie efektywnej metody pozwalajacej stwierdzi¢, ze dane dwa obszary
nie s biholomorficznie rownowazne. Inspiracja do wszczecia takiego programu badawczego
jest stynne twierdzenie uniformizacyjne, ktore mowi, ze kazda jednospdjna powierzchnia Rie-
manna jest biholomorficzna z jednym z nastepujacych trzech obiektéw: kotem jednostkowym
D na plaszczyznie zespolonej, plaszczyzng zespolong C lub sferg Riemanna CP!. Z punktu
widzenia dzisiejszej wiedzy, dzieki pracy licznych matematykoéw wiadomo, ze sukces takiego
programu jest utopia. Wiadomo w szczegolnosci (zob. [BSW78]), 7Ze istnieje nieprzeliczalnie
wiele parami niebiholomorficznych obszaréow, z ktorych kazdy jest bardzo mata perturbacja
kuli jednostkowej. Wiadomo tez, ze w przypadku n > 1 istotng role w tej kwestii odgrywa
nie tylko topologia obszaru, lecz takze geometria jego brzegu, w szczegolnosci takie czynniki
jak silna lub staba pseudowypuklosé (zob. [Bel81]), gtadkos¢ (zob. [Pin79]) i inne. W latach
dwudziestych ubiegtego wieku teoria funkcji holomorficznych wielu zmiennych nie byta jed-
nak na tyle rozwinieta, aby mozna bytlo taki stan rzeczy przewidzie¢, jednakze dzieki prébom
znalezienia pozytywnego rozwiazania problemu powstato wiele metod i technik, ktére do dzis
znajduja zastosowanie réwniez w kontekscie innych, odlegltych probleméw. Tak na przyktad
zwigzana 7 jadrem Bergmana metryka - metryka Bergmana - stata sie prototypem metryk
kéhlerowskich na rozmaitosciach - przedmiotu badan geometrii r6zniczkowej. Innym pomy-
stem Bergmana (zob. [Ber30|) byly tak zwane wspolrzedne reprezentatywne (terminologia
pochodzi z [Fuk63|, gdzie teoria zwigzana z tymi wspolrzednymi zostala dalej rozwinieta).
Wspotrzedne te byly modelowane na wspolrzednych geodezyjnych (normalnych) znanych z
geometrii riemannowskiej. Pomystem kryjacym sie za wprowadzeniem tych wspotrzednych
byla idea odwzorowania dowolnego obszaru na obszary “uniwersalne” (w terminologii Berg-
mana “Repréisentantenbereichen”), ktore stuzylyby za pewien model. Istotnym problemem
jednak, jak sie okazato, jest fakt, ze na ogol wspolrzedne reprezentatywne nie sa okre$lone
globalnie. Inaczej mowiac odwzorowanie na obszar reprezentatywny jest biholomorfizmem
tylko pewnego otoczenia srodka wspotrzednych reprezentatywnych, globalnie zas jest tylko
odwzorowaniem meromorficznym wielu zmiennych. Jak zauwaza Lu Qi-Keng w [Lu66], nie
ma pewno$ci nawet, ze obraz odwzorowania generowanego przez wspolrzedne reprezenta-
tywne jest w ogole obszarem. Powstaje zatem pytanie o to, jakie sa obiektywne korzysci z
wprowadzania wspolrzednych, ktore istniejag tylko lokalnie, podczas gdy na obszarach ograni-
czonych sg dostepne “zwykle” globalne wspotrzedne euklidesowe, ktore dodatkowo sa “prost-
sze” w sensie, ze wiele wzorow zapisanych we wspotrzednych euklidesowych wyglada mniej
skomplikowanie, z mniejsza iloscia (krotszych) wyrazow. Odpowiedzi na powyzsze pytanie
jest co najmniej trzy.

e W 1966 roku, w [Lu66| Lu Qi-Keng wykorzystal wtagnie wspolrzedne reprezentatywne
do wykazania swojego stynnego twierdzenia - odpowiednika twierdzenia Riemanna o odwzo-
rowaniu w wielu wymiarach, lecz przy zatozeniu stalej holomorficznej krzywizny sekcyjne;.

Hstnieja pewne wzmianki historyczne, ze pierwszenstwo nalezy przyznaé¢ Bochnerowi. Idea jadra Berg-
mana pojawia sie w jego pracy [Boc22].



e W przypadku niektorych klas obszarow? odwzorowania biholomorficzne stajg sie od-

wzorowaniami liniowymi, gdy ich sktadowe zapisze sie¢ we wspotrzednych reprezentatywnych.
Pozwala to na przyklad wyznaczaé¢ grupy automorfizmow (odwzorowarn biholomorficznych
obszaru w siebie) tych obszarow. W przypadku ogolnych obszarow powyzsze przedstawie-
nie biholomorfizmoéw jako odwzorowan liniowych ma miejsce lokalnie (zob. [Fuk63|, [Kra93],
[Mok])

e W stynnym problemie rozszerzania odwzorowan biholomorficznych miedzy obszarami
o gladkim brzegu do dyfeomorfizmu miedzy ich domknieciami pojawiaja sie (cho¢ w spo-
sob ukryty) wspolrzedne reprezentatywne (zob. [Web79|). Problem ten zostal rozwiazany
najpierw przez Feffermana (zob. |Fef74|) w przypadku gdy obszary sa klasy C* i silnie
pseudowypukte. Po pewnym czasie prostszy dowod podatl Webster (zob. [Web79|), jednakze
jego argumenty zostaly niebawem zastapione jeszcze prostszym i dzialajacym w ogdlniejszej
sytuacji dowodem Bella i Ligockiej (zob. [BL80]).

We wszystkich trzech wyzej wymienionych sytuacjach okazywato sie, ze “lokalno$¢” ob-
szaru istnienia wspolrzednych reprezentatywnych nie jest przeszkoda do rozwigzania kon-
kretnego problemu. W niniejszej pracy doktorskiej postaramy sie czesciowo odpowiedzie¢ na
pytanie: Co to oznacza “lokalnie” w konkretnym kontekscie geometrycznym. W szczegolnosci
udowodnimy

Twierdzenie 0.1. Niech Q) CC C" bedzie ograniczonym obszarem, wyposazonym w metryke
Bergmana. Dla kazdego zy € 2, wspotrzedne reprezentatywne dla obszaru € o Srodku w
punkcie zy sq dobrze okreSlone (a wiec holomorficzne, bez osobliwosci) w kuli geodezyjnej
{z € Q:disto(z,20) < 5}

Powyzej odlegtosé distq to geodezyjna odlegtosé wzgledem metryki Bergmana.

Uwaga. Alternatywnie Twierdzenie 0.1 mozna wyrazi¢ nastepujaco: jadro Bergmana K (-, zq)
nie zeruje si¢ w kuli geodezyjnej {z € Q : distq(z, z) < §}.

Twierdzenie to w szczegbdlnosci wykazuje, ze promien kuli geodezyjnej, w ktorej wspot-
rzedne geodezyjne sa dobrze okreSlone, jest stala uniwersalng, nie zalezng ani od wymiaru,
ani od obszaru (), ani od poltozenia punktu zy € ). Twierdzenie to zostanie udowodnione w
podrozdziale 2.1.

Ponadto udowodnimy

Twierdzenie 0.2. Niech Q) CC C" bedzie obszarem ograniczonym, wyposazonym w metryke
Bergmana. Niech ¢ € (—oo,n + 1) bedzie globalnym dolnym ograniczeniem krzywizny Ric-
ciego metryki Bergmana. Dla dowolnego zy € ) odwzorowanie generowane przez wspotrzedne

reprezentatywne
= (w1<z)> wZ(Z)"'> wn(’z))t

jest immersjq w kuli geodezyjnej {z € Q) : distq(z, z9) < Nﬁ}

Udowodnimy tez lokalng wersje Twierdzenia 0.2, przydatna w przypadku gdy krzywizna
Ricciego metryki Bergmana nie jest ograniczona od dotu.

Twierdzenie 0.3. Niech 2 CC C" bedzie obszarem ograniczonym, wyposazonym w metryke

Bergmana. Niech U C ) bedzie zbiorem otwartym, dla ktorego gelg % > c. Dla
XeC™\{0}

Zkonkretnie np. w tak zwanych “reprezentatywnych obszarach” w sensie Lu Qi-Kenga, zob. [Lu84]



kazdego zy €  odwzorowanie

z — (wi(2), wa(2)..., wn(2))"

jest immersjg w zbiorze U N {z € Q : distq(z, 29) < Nﬁ}

Twierdzenia te wskazuja, ze kontrole obszaru immersywnosci wspotrzednych reprezenta-
tywnych uzyskujemy tylko dzieki wiedzy o zachowaniu krzywizny Ricciego metryki Berg-
mana. Ich dowdd przedstawimy w podrozdziale 2.2.

Iniektywno$¢ odwzorowania generowanego przez wspotrzedne reprezentatywne (ktora im-
plikuje immersywnosé (zob. np. [Ros82|), a wiec Twierdzenie 0.2 i Twierdzenie 0.3) wydaje
sie by¢ gltebszym faktem, do wykazania ktérego metody tej pracy nie wydaja sie by¢ do-
statecznie silne. Wiadomo tylko, ze réwniez “lokalnie” iniektywno$¢ zachodzi. Mimo tego
sama geometryczna kontrola “obszaru immersywnosci” wydaje sie by¢ krokiem do przodu w
lepszym zrozumieniu wspotrzednych reprezentatywnych.

W nastepnej czesci tej pracy przeniesiemy wyniki poprzedniego rozdzialu na rozmaito-
Sci zespolone. Rozpatrywanie jadra Bergmana dla funkcji jest zbyt restrykcyjne, gdyz dla
wielu (np. zwartych) rozmaitosci jedynymi funkcjami holomorficznymi sg stale. Dlatego tez
dokonamy modyfikacji definicji obiektéw z poprzedniego rozdziatu, przenoszac je na formy
rozniczkowe maksymalnego stopnia. Rozdziat ten jest w duzej mierze po$wiecony dowodom
faktu, ze przenoszenie teorii z C" na rozmaitosci jest poprawne oraz analizie jakie dodatkowe
zalozenia o rozmaitos$ci musza by¢ spetnione, aby uzyskana teoria sie nie trywializowata. W
szczegblnosci mozna rozpatrywaé wspotrzedne reprezentatywne metryki Bergmana na nie-
ktorych rozmaitosciach. W kontekscie rozmaitosci nie pojawiaja sie juz powyzsze watpliwosci
o zasadno$¢ konstrukeji, gdyz globalne euklidesowe uktady wspotrzednych juz nie wystepuja.
Co wiecej, opisane zalety wspolrzednych reprezentatywnych czynia ich wybor szczegdlnie
uzasadnionym. Ponadto wykazemy nastepujace twierdzenie z zakresu geometrii rozmaitosci

Twierdzenie 0.4. Niech M bedzie zespolong zwartq rozmaito$ciqg dopuszczajgcqg metryke
Bergmana. Wtedy diamM > 7, gdzie Srednica diamM wzieta jest wzgledem metryki Berg-
mana.

Jak juz zostalo wspomniane, metryka Bergmana byta modelem dla og6lniejszych metryk
rozpatrywanych w geometrii rézniczkowej. Pomimo tego wydaje sie, ze do dzi§ wzglednie
malo wiadomo o geometrii jaka generuje sama metryka Bergmana. Wynika to oczywiscie
miedzy innymi z faktu, ze wzér na jadro (a wiec i na metryke) Bergmana w wiekszosci
przypadkow nie posiada prostej postaci explicite - dany jest jako suma szeregu funkcji, ktore
stanowia baze ortonormalng pewnej przestrzeni Hilberta. Niestety wyznaczenie takiej bazy
mozliwe jest (efektywnie) tylko dla specjalnych obszarow, ktore “posiadaja duzo symetrii”. W
ostatniej czesci zbadamy kilka aspektow geometrii zadanej przez metryke Bergmana, podajac
trzy przyktady modelowane na geometrii pier§cienia na plaszczyznie

P ={2eC:r<|z <1}

Pierwszy przyktad posiada osobna historie:

Z punktu widzenia geometrii rozniczkowej metryka Bergmana jest szczegblna metryka
kéhlerowska. Probowano wiec wyznacza¢ rozmaite oszacowania na rézne krzywizny tej me-
tryki. Niektore oszacowania zaleza od wlasnosci obszaru, inne maja charakter uniwersalny.
Tak na przyktad juz Bergmanowi byto wiadomo, ze holomorficzna krzywizna sekcyjna me-
tryki Bergmana jest nie wieksza niz 2 (fakt ten jako pierwszy udowodnil Fuks |Fuc37]).



Kobayashi w swojej przelomowej pracy |[Kob59| wyrazil przypuszczenie, ze wiekszo$é obsza-
row ograniczonych ma jednak ujemna holomorficzng krzywizne sekcyjna metryki Bergmana.
Po pewnym czasie Lebed (zob. |Leb71|) wykazal, ze gdy n > 2 stata 2 jest optymalna w
nastepujacym stabym sensie: Dla kazdego € > 0 istnieje ograniczony obszar U, dla ktérego
istnieje zop € U. i X € C" takie, ze holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana
w punkcie zg i kierunku X, Ry, (20, X) > 2 — . Istotny postep w tej dziedzinie dokonatl sie
dopiero niedawno. Wiadomo w szczegdlnosci, ze stala 2 jest optymalna w mocnym sensie.
Sprawa optymalno$ci w wymiarze n = 1 pozostawata jednak otwarta. W tej pracy wykazemy,
ze (zob. tez [Din09)])

Twierdzenie 0.5. Dla pierscienia na ptaszczyinie P, zachodzqg nastepujgce réwnosci

i Be (/) = —eo
3

lim Rp (r10) = 2.

r—0t

W szczegolnosci daje nam to staba optymalnosé statej 2 oraz brak uniwersalnego ograni-
czenia od dotu.

Ponadto wykorzystamy Twierdzenie 0.5 do konstrukeji ograniczonego obszaru na ptasz-
czyznie, dla ktorego holomorficzna krzywizna sekcyjna metryki Bergmana jest rozbiezna w
pewnym jego punkcie brzegowym. Konkretnie wykazemy

Twierdzenie 0.6. Istnieje ograniczony obszar na ptaszczyinie Q oraz punkt ¢ € OS2 taki, ze

limsup Rq(z) = 2
035z—(

liminf Rg(2) = —oc.
03z—(

Drzieki faktowi, ze rézne krzywizny redukuja sie do tej samej krzywizny Gaussa, gdy
wymiar wynosi 1, uzyskujemy wnioski nie tylko o holomorficznej krzywiznie sekcyjnej, lecz i
o innych krzywiznach. W szczegolnosci krzywizna Ricciego metryki Bergmana nie musi by¢
ograniczona od dotu dla dowolnych obszaré6w co naturalnie wiaze ten wynik z Twierdzeniami
0.210.3.

Drugi przyktad przytoczony jest w celu wykazania, ze Twierdzenie 0.1 jest w pewnym
sensie optymalne, mianowicie mamy

Twierdzenie 0.7. Dla kazdego € > 0 istnieje ograniczony obszar ). taki, ze istnieje zy € §2.,
dla ktorego K(-, z) posiada zero w kuli geodezyjnej {z € Q. : distq (2, 2) < § + €}

W podobnym duchu utrzymana jest konstrukcja przyktadu trzeciego, ktory wskazuje
jak nalezy zmodyfikowa¢ Twierdzenia 0.2 i 0.3 aby oszacowanie promieni kul, ktére w nich
wystepuja rowniez byto optymalne.

Twierdzenie 0.8. Dla kazdego € > 0 istnieje ograniczony obszar ). taki, Ze istnieje 2o € €,
dla ktérego z — (w1(z2), 22(2), .., wn(2))" nie jest immersjg w catej kuli geodezyjnej

{z € Q. : distg,(z, %) < g +e}.

Odlegtlos¢ dist jest tu odleglosdcia geodezyjng ale wzgledem innej metryki, danej bardziej
skomplikowanym wzorem. Metryka ta jest tez zdecydowanie rzadziej spotykana w pracach
matematycznych. Jednakze dzieki jej bliskim zwiazkom z metryka Bergmana mozemy uzy-
ska¢ Twierdzenia 0.2 1 0.3.
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1. PRELIMINARIA

1.1. Oznaczenia i konwencje. Przez C" bedziemy oznaczaé n- wymiarowg zespolong prze-
strzenn wektorowa z norma euklidesowa.

Fakt, 7ze obszar (zbior otwarty i spojny) 2 jest ograniczony bedziemy oznaczaé¢ przez
Qccccn

Uwaga. Zalozenie ograniczonosci w wiekszosci twierdzen tej pracy mozna zastapi¢ stab-
szymi zalozeniami, np. ze obszar jest biholomorficzny z obszarem ograniczonym, lub zupel-
nie poming¢. Powodem rozpatrywania obszar6w ograniczonych jest nie do konca rozwinieta
teoria funkcji holomorficznych, catkowalnych z kwadratem na obszarach ogdlnych (w tym
nieograniczonych). W szczegolnosci brak jest (w przypadku n > 1) charakteryzacji obsza-
row, dla ktorych ww. przestrzen funkcji holomorficznych i catkowalnych z kwadratem jest
niezerowa. Nie mozna tez (w sytuacji ogolnej) zalozy¢, ze sktadowe odwzorowania identycz-
nosciowego zi, 29, ..., Z2,, ktore zadaja naturalny euklidesowy uktad wspotrzednych, naleza do
tej przestrzeni, co jest bardzo istotne w kilku miejscach tej pracy. Poniewaz intencja pracy nie
jest szczegbdlowa analiza roznicy w teoriach w przypadkach ograniczonym i nieograniczonym,
postanowiono dla uproszczenia rozpatrywaé wyltacznie obszary ograniczone.

Przez \/—1 bedziemy oznaczaé¢ jednostke urojona i, notacja ta jest zgodna z powszechnie
przyjeta w geometrii rozniczkowej i ma na celu oszczedzenie indeksu “i” do wykorzystania w
bardziej skomplikowanych wzorach.

Znaczek “!"przy wyrazeniu oznaczal bedzie transponowanie.

Przez T'r P bedziemy oznaczaé¢ $§lad macierzy P.

Przez 0€) bedziemy oznacza¢ brzeg topologiczny obszaru 2.



Dla utatwienia zapisu stosowaé¢ bedziemy konwencje

0 0
K(z,2) = a—ZIK(z,Z)(: &K(Z, z), gdy n=1)
0 0
K(sz>i = 8_51K<Z,Z)(: %K(Z,Z), gdy n = 1)
0? 0?

1= 821821K( (=5 g5 K2 2) gdy n=1)
itd.

A9\ _ 9(91,92;--:9n) . , . . .
Przez Jac (82) = Bl bedziemy oznacza¢ wyznacznik zespolonej macierzy Jaco-

biego odwzorowania g:

9 ... dn
0z1 Ozn
det | : :
9gn ... Ogn
0z1 Ozn

Przez O(f(r)) bedziemy oznaczac¢ wyrazenie, ktore podzielone przez f(r) jest ograniczone,
gdy r dazy do 0, r > 0.

Przez o(f(r)) bedziemy oznacza¢ wyrazenie, ktore podzielone przez f(r) dazy do zera,
gdy r dazy do 0, » > 0.

Przez O()) bedziemy oznacza¢ zbior wszystkich funkcji holomorficznych n- zmiennych
na obszarze Q) C C". Zbior O({2) posiada naturalng strukture przestrzeni wektorowe;.

Przez L* N O(Q) bedziemy oznacza¢ podprzestrzeri O(Q) zlozona z tych funkcji f, dla

ktorych
[ 1Par<cc,
Q

gdzie d\ oznacza miare Lebesgue’a w C". Przestrzen L>NO(Q) posiada strukture zespolonej
przestrzeni Hilberta z iloczynem skalarnym

L?m@(@)><L2m<9(9)9f,g—><f,g>:/ﬂfgdAe<c.

Przestrzen ta bedziemy nazywaé przestrzenia funkcji holomorficznych, catkowalnych z kwa-
dratem na obszarze (2.

Poprzez zwarta rozmaitos¢ zawsze bedziemy rozumieé rozmaito$¢ bez brzegu, ktora jest
topologicznie zwarta.

Poprzez X (f), gdzie X jest wektorem z zespolonej przestrzeni stycznej do rozmaitosci
(zespolonej) M w punkcie zy € M, bedziemy rozumie¢ wyrazenie

~ 0f(2)
sz 821 |Z:ZO7

=1

gdzie a%_,i = 1..n sa lokalnymi pochodnymi czastkowymi, w lokalnych wspotrzednych z,
w otoczeniu punktu zp. Pochodne te tworza baze zespolonej przestrzeni stycznej do M w
punkcie zo i X =37 | x5



1.2. Definicje z zakresu Analizy Zespolonej.

Definicja 1.1. Niech Q C C" bedzie obszarem o brzegu gladkim w punkcie zy € 9.
Przestrzenia styczna w punkcie 2y bedziemy nazywac zespolona, n — 1 wymiarowa przestrzen
wektorows (zawarta w C"), skladajadcad sie z tych wektorow X, dla ktorych

9p

72, = (20)X; =0,

dla dowolnej gladkiej lokalnej funkcji definiujacej p®. Zespolona przestrzen styczng do Q w
punkcie zy bedziemy oznaczaé¢ przez T Z(%.

Definicja 1.2. Zalozmy, ze obszar () jest obszarem o gtadkim brzegu. Obszar ) bedziemy
nazywa¢ obszarem silnie pseudowypuklym, jezeli dla kazdego punktu z brzegu () istnieje
gtadka lokalna funkcja definiujaca p, zdefiniowana na otoczeniu U taka, ze

XX > 0,
Z@zjazk k

dla wszystkich z € 9QNU, X € TE \ {0}.

Definicja 1.3. Obszar 2 CC C" nazwiemy hiperwypuklym, gdy istnieje ujemna funkcja
plurisubharmoniczna h na €2 taka, ze zbiory {z € Q0 : h(z) < ¢} sa relatywnie zwarte w 2,
dla kazdego ¢ < 0.

Definicja 1.4. Ujemna funkcja Greena, dla obszaru 2 C C, o biegunie logarytmicznym w
z € (), bedziemy nazywa¢ funkcje

Ga(-, z) :=sup{f(-) : f <0, f jest subharmoniczna w € i %lln(f((:) —log |¢ — z|) < o0}.

Funkcja ta jest subharmoniczna w € i harmoniczna w Q2 \ {z}.

Uwaga. Gdy 2 C C, nastepujaca réwnosé¢ rownowazna jest hiperwypuktosci

Qaléma GQ (Ca )

dla kazdego z € €.

Twierdzenie 1.5 (Rouché). Niech f i f1 bedq funkcjami holomorficznymi na obszarze 2 C
C. Niech U C Q bedzie jednospdjnym obszarem o gtadkim brzegu. Jezeli | fliav > | fi|jou, to
funkcje [+ f1 i f majg takg samq ilo$é zer (liczqce z krotnosciami) w obszarze U.

1.3. Definicje z zakresu Geometrii R6zniczkowej.

Definicja 1.6. Metryke g,; (odwzorowanie przyporzadkowujace kazdemu punktowi z ob-
szaru ) zespolony iloczyn skalarny, ktorego macierz to (gpg)pq=1.n) Nazwiemy metryka kéh-
lerowska, jezeli stowarzyszona z nig forma

\Y4 —1 Z gzjdz, A déj

3,j=1

30kazuje sie, ze zespolona przestrzen styczna nie zalezy od wyboru lokalnej funkcji definiujacej.



jest d zamknieta, gdzie d jest pelng rézniczka. Tj.

d (\/—1 > gidzi A dzj> =0

Q=1
lub réwnowaznie
09i5 _ 09k
0z 0z’

dla i, j, k = 1..n.

Definicja 1.7. Immersja nazwiemy odwzorowanie rozniczkowalne f miedzy rozmaitosciami
M i N lub miedzy rozmaitos$cia M, a przestrzenig nieskoniczenie wymiarowsa takie, ze jego
rozniczka df jest stalego rzedu (macierz pochodnych czastkowych jest statego rzedu) na
calej rozmaitosci M, rownego wymiarowi M. Jezeli rzad rézniczki jest rOwny wymiarowi M
lokalnie to f nazwiemy lokalng immersja, a obszar U C M na ktorym wtasnosé ta zachodzi
nazwiemy obszarem immersywnosci.

Definicja 1.8. Zanurzeniem nazwiemy odwzorowanie rézniczkowalne f miedzy rozmaito-
Sciami M i N lub miedzy rozmaito$cia M, a przestrzeniag nieskoniczenie wymiarowa takie, ze
jest jednocze$nie immersja i odwzorowaniem iniektywnym.

Definicja 1.9. Cofnieciem (z angielskiego "pullback®) metryki g;; na rozmaitosci (lub prze-
strzeni nieskoriczenie wymiarowej) N poprzez immersje f miedzy rozmaitoscia M i N, na-
zwiemy metryke h,; na M zdefiniowana punktowo w nastepujacy sposob

dimNﬁj— D) }
hpfi(é) = f*gzj = Z g;j)lzEgi3(<>|C:f(§)£—z(?|Z£’
ij=1

dla p,g=1,...,dim M.

Definicja 1.10. Zanurzeniem izometrycznym (lub izometria) nazwiemy zanurzenie f miedzy
rozmaitoSciami M z metrykg hpg i N z metryka g;; lub miedzy rozmaitoscig M, a przestrzenia
nieskonczenie wymiarowa (oba obiekty wyposazone w metryki) takim, ze h,; jest cofnieciem
gi; przez zanurzenie f.

Definicja 1.11. Powierzchnig Riemanna nazwiemy kazda jednowymiarowa (wymiar zespo-
lony) rozmaitosé zespolona.

Uwaga. Dowolna metryka na powierzchni Riemanna jest metryka kdhlerowska.

Definicja 1.12. (zob. [FK92|) Zwarta powierzchnie Riemanna bedziemy nazywa¢ hiperelip-
tyczng, jezeli jest ona dwukrotnym rozgalezionym nakryciem sfery Riemanna CP!. Réwno-
waznie hipereliptyczne powierzchnie Riemanna mozna zdefiniowaé jako te, ktére dopuszczaja
istnienie globalnej, niestatej funkcji meromorficznej o doktadnie dwoch biegunach jednokrot-
nych (lub o jednym biegunie, ktory jest dwukrotny).

Definicja 1.13. Powiemy, ze zwarta powierzchnia Riemanna ma genus g, jezeli jest ona
homeomorficzna ze "sfera z doklejonymi g raczkami“, obiektem w R3, ktory mozna formalnie
zdefiniowac¢ w nastepujacy sposob. Jest to brzeg topologiczny 0.X, gdzie X = BUT U...UTj,.
Powyzej B = {(z,y,2) € R3: [z]* + |y|* + |2|* < 1} jest kula jednostkowa, a

27 27
T; = {(COS (ﬁ) + (R + rcosv) cos u, sin (ﬂ) + (R +rcosv) sinu,rsinv) cR®:
g g
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u,v € (O,Z?T]},j =1.g
jest obrazem odwzorowania parametryzujacego torus. Parametry R ir sa dodatnimi liczbami

—(R+1)? S
2-(BAr)” (;) < 2 (aby

rzeczywistymi takimi, ze r < R (aby torus "mial dziure") i 2arccos .

poszczegdlne torusy (raczki) nie nachodzity na siebie).

(a) widok z boku (b) widok z gory

RYSUNEK 1. Sfera z g raczkami, dla g =6

Twierdzenie 1.14. (zob. [FK92|) Kazda zwarta powierzchnia Riemanna, ktorej genus g = 2
jest hipereliptyczna.

Twierdzenie 1.15. (z0b. [FK92|) Niech M bedzie zwartq powierzchnig Riemanna genusu
g. M jest hipereliptyczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm f : M — M taki,
ze fo f = idy (automorfizm inwolucyjny) i [ posiada doktadnie 2g + 2 punkty state (tj.
punkty z; € M,j = 1.2g + 2 takie, ze f(z;) = z;). Jezeli (f) jest grupg ze wzgledu na
operacje sktadania (rzedu 2), generowanqg przez automorfizm f, to rozgalezione nakrycie
mozna zrealizowaé jako rzutowanie kanoniczne m : M — M/{f) = CP'. Rozgatezienia
wystepujq doktadnie w punktach statych automorfizmu f.

Definicja 1.16. Niech M bedzie zwarta powierzchniag Riemanna genusu g. Dla kazdego
punktu p € M ciggiem lukowym Weierstrassa nazwiemy ciag

l=n1<ny<..<nyg<29n; €N j=1.49

liczb takich, ze nie istnieje funkcja meromorficzna na M, holomorficzna na M \ {p} i posia-
dajaca biegun rzedu n; w punkcie p. Dopelnienie ciagu lukowego, {1, ...,2¢} \ {n1,no, ..., n, }
posiada strukture addytywna, gdyz jezeli funkcja f; ma biegun rzedu [y, a f> ma biegun rzedu
lo, to fifs ma biegun rzedu l; + ls w punkcie p. Ciag lukowy jest Scisle zalezny od punktu.
Waga punktu p € M nazwiemy liczbe m, = (ny — 1) + (na — 2) + ... + (ny — g) € NU {0}
gdzie {n;}{_, jest ciagiem lukowym w punkcie p. Powiemy, ze punkt p € M jest punktem
Weierstrassa, jezeli m, > 0.

Obserwacja 1. Gdy M jest hipereliptyczng powierzchnig Riemanna genusu g, to punktow

Weierstrassa jest doktadnie 29 + 2. Sq to punkty state automorfizmu inwolucyjnego z Twier-

dzenia 1.15. Ponadto w kazdym punkcie Weierstrassa ciqg lukowy to 1,3,5,..,2g9 — 1, a wiec
g(g—1)

Jego waga to =5

11



Twierdzenie 1.17. (20b. [FK92|) Suma wszystkich wag 3\ mp = g(g? —1). W szczegol-
nosci punktow Weierstrassa na zwartej powierzchni Riemanna jest skonczenie wiele, ponadto
gdy g > 1, punkty Weierstrassa istniejq.

Twierdzenie 1.18 (Wersja twierdzenia Riemanna-Rocha). Niech M bedzie zwartq powierzch-
nig Riemanna o genusie g. Zachodzi nastepujgea rownosé

dim L <(z— zo)j> = ord ((Z— 20)j> + dim ((z— 20)j> —g+1,

dla kazdego j € N U {0}, gdzie L ((z - zo)j> jest przestrzeniq wektorowq wszystkich glo-
balnych funkcji meromorficznych, holomorficznych poza {zo} i posiadajgcych w zy biegun

rzedu co najwyzej j, ord ((z — zo)j> jest rzedem wyrazenia (z — z) i wynosi j, natomiast

Q <(z - zo)j> jest przestrzeniq wszystkich holomorficznych (1,0) - form na M posiadajgcych

©*(2)
(2—20)!

w 2o zero rzedu co najmniej j (czyli ¢ takich, Ze lim,_,, < 00).

Uwaga. Formy z przestrzeni 2 ((z — zo)j > moga sie zerowa¢ réwniez w innych punktach

powierzchni Riemanna M, natomiast funkcje meromorficzne z przestrzeni L ((z — 2)’ ) nie

moga mie¢ biegun6éw innych niz w punkcie z.

1.4. Definicje obiektéw zwigzanych z jadrem Bergmana. Niech zp C U ccC C",
X, Y € C". Wprowadzmy wielkosci

(1.1) %ymo:swﬂﬂ%wzfeﬁmO@u[]ﬂmAsu

2:f€L2ﬂO(U),

J ; X) = ——(20)X;
1.u(205 X) SUP{‘ ; azj(%) J

. 2d\ < 1 =0
(12 [ 17Pax < 1. feo) =0}
. . - 82 2 . 2
J27U<Z()7X7 Y) = sup{‘ i]gl W(Z())X]YZ : f eL"Nn O(U),
0
(13 K}ﬂ%ASwaﬂzagéwwzaj:Ln}

Obserwacja 2. Jezeli zo € U C Q CcC C", to
00 > Jou(20) > Joa(zo) >0,
o0 > JLU(ZO;X) > JLQ(ZO;X) >0

o0 > Jz’U(/ZO;X’ Y) > J27Q<20;X7 Y) > 0,
dla dowolnych X,Y € C"\{0}.

Uwaga. Wynika to z faktu, ze supremum brane jest po wiekszej rodzinie.
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Niech ¢ = {©q, @1, ©2...} bedzie baza ortonormalng przestrzeni Hilberta L2NO(Q). Jadro
Bergmana obszaru €2, K(z,() = Kq(z, () zdefiniowane jest nastepujaca rownoscia

(1.4) K(2,0) =) eil2)eil ).

Szereg wystepujacy w powyzszej rownosci jest zbiezny lokalnie jednostajnie na zbiorze (z, () €
Q2 x Q. Okazuje sie, ze definicja K(z, () nie zalezy od wyboru bazy ¢.

Obserwacja 3. Zachodzi rownosé K(z,() = K((,z), w szczegdlnosci K(z,z) € Ry, dla
z €.

Obserwacja 4. K(-,¢) € L* N O(Q), dla ustalonego ¢ € . 7 Obserwacji 3 wynika, Ze
K(z,+) jest funkcjqg antyholomorficzng, dla ustalonego z € Q.

Uwaga. Dla podkreslenia powyzszego faktu, czasami w literaturze uzywa sie notacji K(z, ().

Obserwacja 5. Jezeli F = (f1, fa, ..., [n) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U i ), to zachodzi réwnosé

Ko (.0) = KalF(2). FQ)ac (5 ) ()ac (5

Obserwacja 6. Jezeli z € Q CC C", zachodzi nastepujgca rownosé Ko(z, z) = Joa(z).

Obserwacja 7. Jezeli U,Q0 CC C" sq obszarami, to zachodzi nastepujgca wtasno$é produk-
towa dla jgdra Bergmana obszaru Q0 x U C C*"

Kaxv ((21,22), (C1, G2)) = Ka (21, (1) Ka (22, () -
Twierdzenie 1.19 (Ohsawy). (zob. [Ohs93|) Jezeli Q2 jest obszarem hiperwypukiym to
K(z,z) — oo,
gdy Q2> z — 00

Z jadrem Bergmana zwigzana jest nastepujaca (1, 1)-forma rézniczkowa.

n 2

(1.5) V-1 Zn: Ti(2)dzs Adz; = V=1 9205

,j=1 i,j=1

(T, T5(2) = 525z og K (¢, Q=)

Przy naszych zalozeniach (@ CC C") forma ta jest globalnie dodatnio okreslona, po-
nadto tatwo zauwazy¢, ze jest to forma kéhlerowska z globalnym potencjalem (log K(z, z)).
Stowarzyszona z ta forma metryka szzl T;;dz;dz; nazwiemy metryka Bergmana.

Dlugos¢ wektora X € C", wzgledem tej metryki w punkcie z € €2 to

log K(z, z)dz; A\ dZ;

(1.6) B(z,X) = Balz, X) = | > T;(2) X: X,

Obserwacja 8. Podobnie jak w Obserwacji 5, jezeli F' = (f1, fa, ..., fn) jest odwzorowaniem
biholomorficznym miedzy ograniczonymi obszarami U i 2, a X € C", to zachodzi réwnosé:

ﬁU(Z,X) = /BQ(F(Z),F,X>
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Obserwacja 9. Powyzsza rowno$é dowodzi, zZe odwzorowania biholomorficzne sq izometriams
rozmaito$ci kdhlerowskich - obszarow U i ), wyposazonych w metryki Bergmana.

Twierdzenie 1.20. (z0b.|Die70],[Die73|,|[McN92| ¢ [DHO00]) Diugosé wektora X € C"\{0},
wzgledem metryki Bergmana dla ograniczonego obszaru silnie pseudowypuktego €2 zachowuje
sie w nastepujgcy sposob przy brzegu

QahgaQﬁU(p’ X) = o0.

Uwaga. W odroznieniu od sytuacji w Twierdzeniu 1.19, teza Twierdzenia 1.20 nie zachodzi
dla ogolnych obszaréw hiperwypuktych. Kontrprzyktadem jest np. obszar D x D, przy wybo-
rze wektora X = (1,0)" i dazeniu p = (0, 2),D 3 z — dD. Natomiast w sytuacji gdy wymiar
n = 1, teza Twierdzenia 1.20 zachodzi rowniez dla obszaréw hiperwypuktych (zob. [PZ03]).

Obserwacja 10. Jezeli z € Q CcC C", X € C", to

Jou(2)
z, X —
B ( ) Jl U(Z X)
Dtugosé krzywej kawatkami C!
v:[0,1] 3t — ~(t) € Q,

0ZNACZymy przez

1
(1.7 ()= [ sernar
0
Odlegtos¢ Bergmana pomiedzy dwoma punktami z,( € €2
(1.8)  disto(z,() := inf{l(7) : v jest kawalkami C' krzywa taka, ze v(0) = z,7(1) = (}.

Odleglo$¢ Bergmana jest rzeczywiscie odlegloscia i wyposaza obszar 2 w strukture prze-
strzeni metryczne;j.

Obserwacja 11. Jezeli F' = (f1, fa, ..., fu) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U i €, to zachodzi réwnosé:

disty(z, () = disto(F(z), F(C)).
Niech G(z) := det(T}3(2))i j=1.n. Wprowadzmy nastepujaca forme rozniczkowa

2

822'82]'

(1.9) \/_Z (2)dz; N dZ; = \/_Z(n+1 7 (2) +

i,j=1 i,j=1

log G(z)) dz; N dz;.

Powyzsza forma jest takze dodatnio okreslona (zob. np. [Lu08|) przy zalozeniu 2 CcC C"
oraz kiihlerowska, z potencjalem Kihlera log (K (z, )" G(z)). Nieco innej konstrukcji uzyto
w [Kat67]. Tak jak powyzej definiujemy diugosé wektora 3(z, X), dlugos¢ krzywej £(v) i
odleglos¢ distq(z,¢) wzgledem tej nowej metryki kihlerowskiej.

Obserwacja 12. powyzsze obiekty zachowujg sie tak samo wzgledem biholomorfizmow jak
stosownie B(z, X), €(7y) i disto(z,().
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Definicja 1.21. Dla obszaru Q CC C", 2o € Qi1 = 1..n,

K(z,)
T7(29) ==
Z ac] P8R e

gdzie T7(zy) jest macierza odwrotna do (T;5(2))ij=1.n, jest i-ta wspohzedna reprezenta-
tywna. Odwzorowanie w : Q 2 z — (wy(2), wa(2), ..., w,(2))" € C" nazwiemy odwzorowa-

niem generowanym przez wspoOlrzedne reprezentatywne.

8w1 ... 8w1
0z Ozn
Obserwacja 13. Poniewaz oo w punkcie zy redukuje sie do macierzy jed-
ow, .. Owy
0z Ozn

nostkowej I,,, w pewnym matym otoczeniu punktu zo odwzorowanie w bedzie dobrze okreslong
immersjq i iniekcjg holomorficzng.

Obserwacja 14. Odwzorowanie w mozna dobrze (jednoznacznie) zdefiniowaé jako odwzo-
rowanie holomorficzne (bez osobliwosci) na catym €Y, poza zbiorem

W, ={2€Q: K(z,2)=0}

Logarytm nie powoduje potrzeby rozpatrzenia roznych gatezi, gdyz poprzedzony jest on ope-
racjq rozniczkowania.

Obserwacja 15. Odwzorowanie w jest immersjg na catym €2, poza zbiorem W, UWZO, gdzie
2

WZO = {z € Q:det( log K(2, 20))i,j=1.n = 0}.

8zi8§j
Obserwacja 16. Zbiory W, i WZO sq zbiorami analitycznym wymiaru co najwyzej n — 1.
Obserwacja 17. Gdy Q2 C C jest obszarem jednospojnym to odwzorowanie le

(przy ustalonym zy € ) realizuje efektywnie biholomorfizm Q0 na kolo jednostkowe, przy
czym wy(zp) = 0.

1.5. Holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana. Holomorficzna krzy-
wizna sekcyjna dla ogolnej metryki kéhlerowskiej ¢,; na obszarze U C C", w punkcie z € U
i w kierunku X € C"\{0} jest dana nastepujacym wzorem:

-2 n
(1.10) RY(z,X) (Z 9 X, X) > Ry XiX; XX,
p,q=1 1,9,k l1=1
gdzie
g5 " 0¢ir 09
R - = — J? rs 2 JIJT £
RLL 8zk8§l * Z 9 8zk 831 ’

gdzie ¢™ oznacza (r,s)-ty element macierzy odwrotnej do g,;. Wyrazenie w nawiasie w
definicji R{; pelni funkcje normalizacyjne.

Obserwacja 18. Holomorficzna krzywizna sekcyjna nie zalezy od dtugosci wektora X, tylko
od jego kierunku. Jest to wiec wartosé zalezna tylko od wyboru ptaszczyzny zespolonej

{AX : A eC}.
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W przypadku gdy chcemy wyrazi¢ holomorficzng krzywizne sekcyjna konkretnie dla me-

tryki Bergmana, to za g,; podstawiamy 825(2%1 log K(z, z). Przy takim wyborze bedziemy

opuszczaé znaczek "g", piszac Ry(z, X), zamiast R, (z, X). Konwencja ta bedzie obowiazy-
waé rowniez w przypadku pozostatych krzywizn, zdefiniowanych ponizej.

Twierdzenie 1.22. Jezeli F' = (f1, fa, ..., [n) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U 1 ), to zachodzi réwnosé

RU<Z, X) = RQ(F(Z), F/X)
Twierdzenie 1.23 (Klembecka). (z0b. [Kle78|, gdzie uzyto innej notacji, stqd réznica w

statych) Holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana dla ograniczonego obszaru
silnie pseudowypuktego 1 zachowuje sie w nastepujgcy sposob przy brzegu

. 2
QslégaQRQ(p’X) T on4+1

W szczegolnosci granica nie zalezy od kierunku X.

Twierdzenie 1.24 (Kima i Yu). (z0b. [KY96a|) Powyzsze zachowanie Rgq pozostaje bez
zmian przy stabszych zatozeniach - gdy ) jest obszarem silnie pseudowypuktym z brzegiem
klasy C* (tzn. zamiast zaktadaé gtadkosé lokalnej funkcji definiujgcej w Definicji 1.2 zakta-
damy tylko klase C*).

Twierdzenie 1.25 (Fuksa). Holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana dla
ograniczonego obszaru 2 w dowolnym punkcie z € Q i dla dowolnego kierunku X € C"\{0}
jest zawsze mmniejsza niz 2.

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze powyzsze ograniczenie jest optymalne w stabym sensie
Przyklad 1.26 (Lebeda). (zob. [Leb71]) Dla obszaru
Qe :={2€C":|z| <1,.,|zn1| <1, |za| < he(lzn-al])},
gdzie

9

ha(r) g3 jezeli0<r<e
)=
: r=3 jezelie <r <1

6(3—2¢2)2

~ =) (1=610a®)" W szcze-

ktory jest ograniczony, zachodzi rowno$é Rq_(0, (0,..0,1,0)") = 2
golnosci
lim Rq, (0, (0,..0,1,0)") = 2.

e—0t
Nastepujacy przyklad pokazuje, ze powyzsze ograniczenie jest optymalne w mocnym sen-
sie
Przyktad 1.27 (Chena i Lee). (zob. [CL09|) Obszar
Q1 = {(21, 20, 23) € C*: I'mzg > |2} + 2220 + 2125 + 25|}

jest nieograniczony. Mozna jednak dobrac taki obszar {25 ograniczony, gtadki, pseudowypukty
i zawierajacy zero, ze () = {2y N {2y jest obszarem ograniczonym o gtadkim brzegu. Zachodzi
ré6wnosc
lim R 1,0,0)") =2
Qalggr—{O Q(pa( y YUy )) )

pod warunkiem, ze p dazy do brzegu w sposéb niestyczny.
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Ponadto holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana moze by¢ nieograni-
czona od dotu

Przyktad 1.28 (Herborta). (zob. |[Her07|) Niech a, m € N beda takie, ze 2a < m. Obszar
Q= {(21,22,23) € C*: Rezy + |21|? + |22|*™ + |2223)%* + | z3]*™ < 0}
jest ograniczony i posiada gtadki brzeg. Zachodzi na nim réwnosc¢

lu% RQ(t<1a 07 0)7 (07 L, 1)t) = —00.

Zauwazmy, ze wszystkie powyzsze przyktady podane sa w przestrzeniach o wyzszych
wymiarach. W sytuacji n = 1 zachodzi

Obserwacja 19. Jezeli () CC C jest obszarem z gtadkim brzegiem, to holomorficzna krzy-
wizna sekcyjna dla metryki Bergmana obszaru € jest ograniczona od dotu oraz istnieje € > 0
takie, ze Ro < 2—¢, dla kazdego punktu z (2. Dzieje sie tak dlatego, zZe obszar o gtadkim brzegu
w C jest silnie pseudowypukty (warunki sq pusto spetnione), a zatem zachodzi Twierdzenie
1.23. Ponadto holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki Bergmana nie moze 0siggnagcé
warto$ci 2 ani wartosci —oo w punkcie wewnetrznym obszaru (zob. wzér (1.11) ponizej).

Prawdziwe jest tez nieco ogolniejsze stwierdzenie

Obserwacja 20. Jezeli 2 CC C jest obszarem skoriczenie spdjnym, to holomorficzna krzy-
wizna sekcyjna dla metryki Bergmana obszaru ) jest ograniczona od dotu oraz istnieje € > 0
takie, ze Rq < 2 — ¢, dla kazdego punktu z ).

Uwaga. Dowdd tego faktu przebiega w dwoch krokach. W pierwszym korzystamy z faktu, ze
jadro Bergmana (a wiec i wszystkie skonstruowane przy jego pomocy obiekty) przedtuzaja sie
przez izolowane punkty brzegowe. Tak wiec holomorficzna krzywizna sekcyjna dla metryki
Bergmana dla obszaru () jest zawezeniem holomorficznej krzywizny sekcyjnej dla metryki
Bergmana dla obszaru €21, powstalego z € poprzez "zaklejenie jednopunktowych dziur* (jest
ich skonczona ilo$¢). Wynika stad, ze w jednopunktowych sktadowych brzegu obszaru (2
mamy stosowne ograniczenie. W ten sposoéb mozemy zatozy¢, ze zadna sktadowa dopelnienia
obszaru {2 nie jest jednopunktowa. Teraz wystarczy skorzysta¢ z klasycznego twierdzenia,
ktore mowi, ze taki obszar jest biholomorficzny z obszarem o gladkim brzegu (zob. np.
[Sib70]) i Twierdzenia 1.22.

Obserwacje te pozwalaja lepiej zrozumie¢ istote przykladu pierwszego z rozdziatu 4.
Ponadto holomorficzna krzywizna sekcyjna wyraza sie nastepujacym wzorem
_Jow(20) Jou (20 X, X)

J1v (203 X)? ’

(1.11) Ry(z0, X) =2

1.6. Holomorficzna krzywizna bisekcyjna dla metryki Bergmana. Holomorficzna
krzywizna bisekcyjna (lub tylko krzywizna bisekcyjna) jest pojeciem wzglednie mlodym,
pojawilo sie ono w pracy [GK67|. Jak sie jednak wkrotce okazalo, jest to pojecie bardzo
wazne, przy czym rozmaite zalozenia o holomorficznej krzywiznie bisekcyjnej niosa gtebokie
informacje o geometrii. Dzieje sie tak dlatego, ze holomorficzna krzywizna bisekcyjna niesie
wiecej informacji niz holomorficzna krzywizna sekcyjna.

Holomorficzna krzywizna bisekcyjna dla metryki kihlerowskiej g,q, wyraza si¢ wzorem
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n -1 n
(1.12)  Bisec),(z,X,Y) (Z 957X, X) (Z gpqyp?q> > Ry XiX;Y.Y,

p,q=1 p,q=1 i,5,k,l=1
dlaze U ccC"X,Y € C"\{0}.

Obserwacja 21. Holomorficzna krzywizna bisekcyjna nie zalezy od dtugosci wektorow X,Y,

tylko od ich kierunkow. Jest to wiec wartosé zalezna tylko od wyboru ptaszczyzn zespolonych
{AX:AeC}i{\Y: : \eC}.

Obserwacja 22. Jezeli F' = (f1, fa, ..., fn) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U 1 Q, to zachodzi rownosé
Bisecy(z, X,Y) = Bisecq(F(2), F'X, F'Y).
Obserwacja 23. Zachodzi réwnosé
Bisecy(z, X, X) = Ry(z, X),

w szczegolnosci przyktady Lebeda, Chena i Lee oraz Herborta dziatajg rowniez w przypadku
holomorficznej krzywizny bisekcyjnej dla metryki Bergmana.

Autorstwo nastepujacego wzoru przypisuje sie Andrei Pagano (zob.[KK03]) w [Pag].
Jou(20)Jou(20; X, Y)

Jiu(20; X)J1u(20;Y)

W szczegblnosei stata 2, podobnie jak w przypadku holomorficznej krzywizny sekcyj-

nej jest uniwersalnym ograniczeniem goérnym dla holomorficznej krzywizny bisekcyjnej dla
metryki Bergmana.

(1.13) Ry(20, X,Y) =2 —

1.7. Krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana. Krzywizna Ricciego dla metryki kih-
lerowskiej g,; dana jest nastepujacym wzorem

-1 n n
(1.14) Ricfy(z, X) (Z 9paXp X> Z (Z ginijkl> X X,

p,q=1 kJl=1 \t,j=1
dla z € U CcC C", X € C"\{0}.
Wyraz 305, gingjkz bedziemy oznaczaé przez Ric);. Mozna go interpretowac jako (k, 1)-
ty element pewnej n X n macierzy (macierzy wspotczynnikow formy Ricciego)

Obserwacja 24. Dokonujgc obliczen mozna wykazaé, Ze

2

—1
n a o
Rici; (2, X) (Z 97 Xp X> ;1 92107 log(det(g;)ij=1..n) X Xi.

p,q=1

Z krzywizna Ricciego metryki Bergmana stowarzyszona jest wiec nastepujaca (1, 1) forma
(por. wzor (1.9))

n

(1.15) VEL ) Ricg(2)dz Ay o= =/ z]z—:l 02107

log G(2)dz; A dZ;.

3,j=1
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Obserwacja 25. Ograniczeniem gornym dla krzywizny Ricciego metryki Bergmana w punk-
cie z € §) jest najwicksza (a dolnym najmniejsza) wartosé wtasna macierzy

02 B
- (azzaz‘j ]'Og(det Tkl)i,jl..n) (qu)p;:l“n.

Obserwacja 26. Jezeli F' = (f1, fa, ..., fu) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U 1 €, to zachodzi réownosé

Ricy(z,X) = Ricq(F(z), F'X).

Twierdzenie 1.29. (zob. [CY80|,[Eng08|) Krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana dla
ograniczonego obszaru silnie pseudowypuktego Q zachowuje sie w nastepujgcy sposéb przy

brzegu
lim QRicQ(p,X) =-1

Q35p—0
W szczegolnosci granica nie zalezy od kierunku X.

Ograniczeniem gornym dla krzywizny Ricciego jest n 4+ 1 (zob. [Kob59]). Nastepujacy
przyklad pokazuje, ze jest to ograniczenie optymalne (w stabym sensie)

Przyktad 1.30 (Kytmanowa i Lebeda). (zob. [Kyt73| dla n = 2 i [Leb74] dla n > 2) Niech
Qo i ={2€C": |z1* + |2)? < 2a,||21]* — |2]Y < 4,
l|21]? + |22)? — 2]2*| < 2,5 =3,..n},

dla a € R,a > 1. W szczegolnosci gdy n = 2 ostatnie n — 2 warunki nie wystepuja.
Zachodzi réwnosé

lim mazx Ricq, (0, X) = lim min Ricg, (0, X) =n+ 1.

a—oo XeCm a—oo XeCm
Uwaga. Obszary (2, nie sa pseudowypukle, w [Leb74| znalezienie rodziny pseudowypuktych
obszaréw, wykazujacych optymalnos¢ statej n + 1 postawione jest jako problem otwarty.
Oczywiscie Twierdzenie 0.6 rozwiazuje ten problem w przypadku jednowymiarowym.

Inny przyklad wykazujacy optymalno$é¢ podano w |[Naz73|.

Wyrazenie krzywizny Ricciego przy pomocy wielkosci typu (1.1) - (1.3) jest mozliwe,
jednakze wzory wygladaja nieco sztucznie, gdyz same wyrazenia zaleza od metryki.

Wprowadzmy wielkosé

O*f ——( 0*f
. . t -1 . 2
J3u(20; X) == Sup{X (azz‘azj)iyj:L‘nT (8Ziazj)i,j:1..nX fel*nO),

0
(1.16) / |fI?d\ < 1, f(20) = 0, —f(zo) =0,j = 1n}
U 0z;
Uwaga. W przeciwienstwie do wielkosci Jy, J; i Jo, dla wielkosci J3 wlasno$¢é monotonicz-
nosci wzgledem obszaru (z Obserwacji 2) nie zachodzi (zob. [KY96b]).

Zachodzi réwnos¢ (zob. [KY96b)

Jg,U(Z; X)

Ric(z,X)=n+1—- ——.
( ) Jru(z; X)
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Alternatywnie mozemy sie poshuzy¢ nastepujacym wzorem. Jezeli ey, ..., e, stanowia baze
ortonormalng (wzgledem metryki ¢,;) w punkcie z € U, a wektor X jest niezerowy to
zachodzi wzor (zob. |GK67))

Ric{,(z,X) = Bisec},(z,e1,X) + ... + Bisec};(z, en, X).
Tak wiec dostajemy wzor

ZJOU 2, X)Jou(z; X, €))

R X)=2n
ey (2, Jiu(z X) (2 e))

1.8. Krzywizna skalarna dla metryki Bergmana. Krzywizna skalarna dla metryki kih-
lerowskiej dana jest wzorem

(1.17) Scal?, (= }: 9% 9" Ry,

4,9,k 0=1
dla z e U cc C".

Obserwacja 27. Jezeli F' = (f1, fa, ..., fu) jest odwzorowaniem biholomorficznym miedzy
ograniczonymi obszarami U 1 €, to zachodzi rownosé

Scaly(z) = Scalg(F(z)).

Twierdzenie 1.31. (20b. |[Eng08|) Krzywizna skalarna dla metryki Bergmana dla ograni-
czonego obszaru silnie pseudowypuktego Q zachowuje sie w nastepujgcy sposob przy brzegu

93152189 Scalg(p, X) = —n.

W szczegolnosci granica nie zalezy od kierunku X.

Przyklad 1.32 (Kytmanowa i Lebeda). Przyklad Kytmanowa i Lebeda dziala takze dla
krzywizny skalarnej metryki Bergmana. W szczegdlnosci zachodzi réwnosé

lim Scalg,(0,X) =n(n+1),

co dowodzi optymalnosci statej n(n + 1) (por. wzér (1.19) ponizej).

82]0 _ a2f
71 T
(3%3%’ ) ij=l.n (aziazi ) ij=1l.n

of
’ 8zj

Uwaga. Tak jak w przypadku wielkosci J3, J4 nie posiada (na ogot) wlasnosci monotonicz-
nosci wzgledem obszaru.

Zachodzi réwnosc¢ (zob. [KY96b)

Wprowadzmy wielko$é

Jau(z0) = sup{Tr fe L*NnOW),

(1.18) LLUWMS1J@®=O @@:Qj:Ln}

J4’U(Z)
JO’U(Z) .

(1.19) Scal(z) =n(n+1) —
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1.9. Przypadek n = 1. W przypadku gdy n = 1, zgodnie z obserwacjami na temat zalez-
noéci tylko od kierunku i poniewaz w C nie ma mozliwosci wyboru réznych kierunkéow, X
oraz Y nie beda wystepowa¢ w wyrazeniach Rq, Bisecq i Ricq. Ponadto zachodzi

Obserwacja 28. Gdy 2 CcC C to

azaz 5z log <8z6’ log K (%, Z)>

Rq = Bisecq = Ricqg = Scalg = —

)

azaz log K(z, 2)
co jest krzywizng Gaussa (przy konwencji, Ze operator Laplace’a A jest znormalizowany tak,
aby A = aggz’ inaczej, przy klasycznej definicji dostajemy rdznice o statq) powierzchni z
metrykq
82
9205 log K (z, 2).

Dlatego tez bedziemy w przypadku n = 1 uzywaé okreslenia "krzywizna metryki Bergmana”,
bez konkretyzowania o ktorg z ww. krzywizn nam chodzi.

1.10. Zupelno$é metryki 3. Zupelosci danej metryki kihlerowskiej (tj. wlasnosé - kazdy
ciag Cauchy’ego wzgledem odlegtosci catkowej wzgledem danej metryki jest zbiezny) jest klu-
czowa wlasnoscia. Dzieki bliskim zwigzkom metryki Bz metryka Bergmana (3, oraz prostym
obserwacjom dostajemy

Twierdzenie 1.33. Niech Q2 CC C" bedzie obszarem, dla ktdrego metryka (5 jest zupetna i
istnieje stata C' > 0 taka, ze krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona od
gory przezn + 1 — C. Wtedy metryka (8 jest zupetna.

Dowdd. 7 zalozenia
n

F(2,X) = ((n+ 1Ty — Ricz) X;X; > Z CT; X, X; = CB* (2, X).
ij=1 ij=1
Wiadomo, ze gdy dana metryka jest zupeilna, to zupelna jest tez kazda metryka nie
mniejsza od niej. Ponadto zupetnosé metryki zachowuje sie po przeskalowaniu. U

Uwaga. Zupelhosé metryki Bergmana [ byta obiektem licznych badan, wiadomo w szcze-
golnosci, ze gdy Q jest obszarem hiperwypuktym (zob. [BP98| i [Her99|) to 3 jest zupeka.
Dzieki temu do udowodnienia zupetnosci B zasadniczo potrzebna jest tylko znajomos¢ za-
chowania krzywizny Ricciego metryki Bergmana

Zupeknie analogicznie dostajemy

Twierdzenie 1.34. Niech Q CC C" bedzie obszarem, dla ktérego metryka 3 jest zupetna
i krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona od dotu przez statq C. Wtedy
metryka (8 jest zupetna.

i
Twierdzenie 1.35. Niech Q2 CC C" bedzie obszarem, dla ktdorego istnieje stata C' > 0 taka,
ze krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana jest ograniczona miedzy statymi

1
—C < Ricg(z,X) <n—|—1—5.

Wtedy zupetnosé metryk: 3 jest rownowazna zupetnosci metryki (3.
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2. WSPOLRZEDNE REPREZENTATYWNE

2.1. Konstrukcja Kobayashiego. Skonczenie wymiarowg przestrzenia rzutowa CP", wy-
miaru n, nazwiemy przestrzeri ilorazowa €' \{0}/~, gdzie ~ jest nastepujaca relacjg réwno-
waznosci:

Niech z,¢ € C"™\{0}. Punkty z,( sa w relacji z ~ ¢ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
A € C takie, ze z = A(. Inaczej mowiac klasami abstrakcji relacji ~ (a wiec punktami
CP") sa poszczegolne proste zespolone z przestrzeni C"*', przechodzace przez {0}. Tak
wprowadzona przestrzen rzutowa posiada strukture rozmaitosci zespolonej. Kazdy punkt
[z] € CP" odpowiada prostej, ktora nalezy do ktoregos ze zbiorow

Uj = {(20, 21, ., 20) € C" 1 2, £ 0} U {0}, 5 = 0.0,
Odwzorowanie
20 Zi—1 Rj+1 Z
Tyl Cn—H > (20,21, ...,Zn> — (—, ey ]—, j—, vy _n) € Cn,
% Zj % %
jest dobrze zdefiniowane na zbiorze U; i stale na prostej zespolonej

{\ (20,21, -, 2n) : A € C} C U,

z wyjatkiem punktu {0}. Prosta ta odpowiada klasie [z] € CP", tak wiec odwzorowanie 7,
mozna poprawnie i jednoznacznie rozszerzy¢ na klase [z]

Z0 Zj—1 Zj+1 Zn
mi(lz]) =mi(z) = —, .., —, —, ..., —
() =) = (222 2 2,
dla dowolnego niezerowego punktu z z prostej, odpowiadajacej klasie [z]. Odwzorowanie 7,
zadaje mape z otoczenia

Q; :={[z] e CP": 2z € U;}
w C". Tak wiec (i—o, R S z—"> stanowia wspolrzedne lokalne punktu [z]| z rozmaito-
J J J J
$ci CP" na podzbiorze €2;. Na rozmaito$ci CP" mozemy zada¢ metryke Fubiniego-Studiego,
ktora jest metryka stowarzyszona z forma, ktéra w €2; ma postacé

n — — — —
0? 20 Z Zjo1Zim1 241 Z Zn Z
) 10g(1—|——0—0+..—|— Ehear bk R i ”1+...+—”—”)dszdzq:
o 02,07, 2 % 2 % 2 % 2 Zj

= 02,07,

log (2020 + 2121 + ... + 2n2n)dz, A dZ,

a wiec jest to forma globalna, niezalezna od (2;.
Odlegtosé¢ geodezyjna wzgledem tej metryki na rozmaitosci CP™ wynosi
200 + 21G1 4 - + 220Gl
\/(2050 + 2121+ o+ 20 7Z) (GG + GG+ -+ GG)
gdzie (zo, 21, .., 2n) 1 (Co, €15 -+, Cn) S8 dowolnymi niezerowymi punktami z prostych odpowia-
dajacych klasom [z] i stosownie [(]. Powyzsza rowno$¢ wyraza fakt, ze "odlegtosé Fubiniego-
Studiego to kat miedzy prostymi®.

dist([z], [C]) = arccos
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Analogiczne konstrukcje mozna przeprowadzi¢ bez zalozenia skoniczonosci wymiaru. Po-
wstaja jednak problemy ze zbiezno$cia szeregéw w wyrazeniach. Np. poprawna definicja

02,07

log (2020 + 2121 + 2929 + ) de A dfq
p,q=

wymaga zalozenia, aby szereg
o0
E%%
J=0

byt zbiezny. Okazuje sie, ze dla dowolnej przeliczalnie-wymiarowej zespolonej przestrzeni
Hilberta powyzsza konstrukcja moze by¢ poprawnie przeprowadzona. Zatem punkty

0 7é = (ZO7 %1, %2, ) i0 7& C - (COJ <17 <27 )7
gdzie z; oraz (; sa wspoOlrzednymi 2z i ¢ w ustalonej bazie ortonormalnej, sa w relacji ~ wtedy
i tylko wtedy gdy =z = A(, dla pewnego A € C. Przestrzen /~, dla ustalonej przestrzeni
Hilberta H, nazwiemy projektywizacja H. Istnieje naturalne utozsamienie miedzy powyzsza
przestrzenia, a przestrzenia rzutowa CP>°. Strukture metryczng zadajemy przez forme

0 2

Z:O 8zi82j

Z?J

log(2020 + 2121 + 2222 + ....)dz; N\ dZ;.

Metryke stowarzyszona z ta forma bedziemy nazywaé¢ metryka Fubiniego-Studiego i oznaczaé
ja przez wrg. Odleglo$¢ geodezyjna wzgledem tej metryki to

1st(|z :arccos&
(2.1) dist([z], [¢]) D

dla z € [2] 1 ¢ € [(].

Uwaga. Tak jak w przypadku skonczenie-wymiarowym, powyzszy wzor jest niezalezny od
wyboru reprezentantow klas [z] i [C].

Konstrukcja Kobayashiego (lub zanurzenie Kobayashiego, zob. [Kob59|, cho¢ wzmianke o
takiej konstrukcji znajdziemy tez we wezesniejszej pracy [Boc47]) to holomorficzne zanurze-
nie obszaru €2 w nieskonczenie-wymiarowa przestrzen rzutows - projektywizacje przestrzeni
Hilberta, bedacej przestrzenia dualna (w sensie analizy funkcjonalnej) do przestrzeni Hilberta
L*NO(Q) (czyli przestrzenia L2 N O(Q)’). Konstrukcja Kobayashiego wyglada nastepujaco.
Ustalmy baze ortonormalna ¢ = {®0, p1,¢a...}, p; € L* N O(2). Zanurzenie Kobayashiego
to odwzorowanie (g, ., zdefiniowane przez

3 2 = ko (2) = [(po(2), 1(2), 2(2), )] = [Z vi(2)@;()| € CP™.

Latwo zauwazyc¢, ze

(2.2) LKo,cp(Z) = [<O7K('vz)>L2ﬂO(Q)]'
Konstrukeja ta jest niezwykle wazna, ze wzgledu na nastepujace twierdzenie (zob. [Kob59],
|Blo])

Twierdzenie 2.1. Zanurzenie Kobayashiego jest izometrig z (Q, ) w (CP*,wgg). Réwno-
waznie, cofniecie Ly, wrs standardowej metryki Fubiniego-Studiego na CP*> jest doktadnie
metrykq Bergmana obszaru €.

23



Powyzsze twierdzenie, w potaczeniu ze wzorem na odleglo$¢ w przestrzeni rzutowej (2.1)
daje nam nastepujaca nier6wnosé (zob. [Bto05| lub |Blo| i Proposition 4.1.6 tamze):

|K(z,0)]
VE(z,2)K((C)

(2.3) disto(z, () > arccos

poniewaz
<<Oa K(a Z)>L2ﬂO(Q)7 <O, K(7 C)>L2OO(Q)>L2Q(9(Q)/ = K(Z7 C)7

<<O7 K(7 Z)>L20(9(Q)7 <O7 K<7 Z)>L200(9)>L200(Q)/ K(Z7 Z)

<<Oa K(: C)>L2ﬂO(Q)7 <07 K() §)>L200(Q)>L2HO(Q)’ = K(C: C)
Nierowno$c¢ ta wyraza fakt, ze zanurzenie izometryczne nie zwieksza odlegtosci geodezyj-
nej.

Uwaga. Rownos¢ w stabej nieré6wnosci (2.3) nie musi zachodzi¢. Rownosé miataby miejsce,
gdyby odleglosé geodezyjna z (€2, 3) byla zachowana w obrazie poprzez ik, (tzn. L, za-
chowywalaby nie tylko dlugosci krzywych ale i odlegtosci miedzy ich koricami). Oznaczaloby
to, ze obraz kazdej geodezyjnej w metryce (3 jest geodezyjna w metryce wpg (takie zanurzenia
nazywane sa catkowicie geodezyjnymi, zob. [K1i82]).

(a) Zanurzenie izometryczne odcinka w (b) Zanurzenie izometryczne odcinka w
sfere, ktore jest catkowicie geodezyjne sfere, ktore nie jest catkowicie geode-
zyjne

RYSUNEK 2. Zanurzenia izometryczne odcinka w sfere

Ponadto obraz koiica geodezyjnej, rozpoczynajacej sie¢ w danym punkcie z € €2 nie moze
przekroczy¢ tzw. "cut locus® (tj. zbioru punktéw, po przekroczeniu ktorych geodezyjne prze-
staja by¢ drogami minimalizujacymi odlegtos¢, zob. [Kli82|) obrazu punktu z, tg,,(2) W
((CPOO, wFs).

Ze wzgledu na to, ze sa to bardzo restrykcyjne zalozenia co do ik, naturalne jest
pytanie na ile nieréwnos¢ (2.3), a zatem i Twierdzenie 0.1 sa optymalne. Odpowiedzi udziela
Twierdzenie 0.7.

iy

Wykorzystujac nierownos$¢ (2.3), Twierdzenie 0.1 wynika natychmiast, gdyz arccos 0 =

)
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(a) Zanurzenie, ktore nie przekracza ”cut (b) Zanurzenie, ktore przekracza "cut lo-

locus” obrazu jednego koiica cus“ obrazu jednego korica, a zatem od-
legtos$¢ miedzy obrazami konicow nie po-
krywa sie z dlugoscig krzywej

RYSUNEK 3. Calkowicie geodezyjne zanurzenia izometryczne odcinka w sfere

2.2. Konstrukcja Lu Qi-Kenga. Konstrukcja Lu Qi-Kenga (lub zanurzenie Lu Qi-Kenga)
jest w pewnym sensie analogia zanurzenia Kobayashiego, jednakze docelowa rozmaitosé
(przestrzen) jest inna.
k
——

Niech V' := {(vy,..,vr) € C" x... x C™ : vy Avg A ... ANy = 0}, k < m, bedzie zbio-
rem wszystkich k-tek wektorow z C™, ktore sa liniowo zalezne (a zatem nie generuja pod-
przestrzeni wymiaru k). Skoriczenie wymiarowym Grassmanianem, k-wymiarowych podprze-

k

strzeni zespolonych C™ nazwiemy przestrzen ilorazowa C"x..xC™ \V/x, gdzie dwa zestawy
k

———
(U1, ey Uk), (q1, -y qr) € C™ x... x C™ sg w relacji ~,

(v1, oy vi)~(q1, -, gx) Wtedy 1 tylko wtedy, gdy (vi,...,vx) = (q1, .-, @) P,

dla pewnej nieosobliwej zespolonej k x k macierzy P. Klasami abstrakcji relacji ~ sg poszcze-
golne k-wymiarowe podprzestrzenie liniowe C™, a przestrzen ilorazowa posiada strukture
rozmaitosci zespolonej.

Tak zdefiniowang rozmaito$¢ bedziemy oznaczaé¢ przez F'(k,m). Wymiar zespolony tej
rozmaitosci wynosi k(m — k). Latwo zauwazy¢, ze F((1,n+ 1) = CP".

Zanurzeniem Pliickera nazwiemy odwzorowanie, ktore n-wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej, rozpietej przez wektory vy, ..,v, € C™ n < m, przypisuje element [v; A --- A v,]| €
P(A"C™) = (CIP’(TZ)_I, gdzie P(A" C™) jest projektywizacja n-tej potegi zewnetrznej A™ C™.
Odwzorowanie to bedziemy oznacza¢ przez tpy. Mozna udowodni¢, ze

Lpi : F(n,m) — cp()-
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jest zanurzeniem.

Niech H bedzie przeliczalnie-wymiarowa zespolong przestrzenia Hilberta. Bedziemy ja
utozsamia¢ z C> w nastepujacy sposob. Ustalmy baze ortonormalna eg, €1, ... przestrzeni H.
Dla kazdego

(2.4) H>z= szej — (20, 21, ...) € C™,
=0

utozsamia j-ta wspoélrzedng rozwiniecia w bazie ortonormalnej z j-tg wspotrzedng C™.
Mozemy teraz, analogicznie jak powyzej, zdefiniowa¢ obiekt F'(n,c0), nieskoriczenie wy-
miarowy Grassmanian n-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni Hilberta.
Ze wzgledu na (2.4), zalozeniem, ktore bedziemy pomijaé ponizej jest, ze gdy

P11 P12 00
(2.5) p= 11 ]| €F(n,00), to Y Ipyl* < 00,i=1.n,

nl Pn2 - J=1

gdzie [-] oznacza klase wzgledem relacji ~, a macierz (p;j)i=1.n,j=1.0 reprezentuje podprze-
strzen liniowa generowang przez wektory (pi1, pi2,....)5 i = 1..n.

Na F(n,c0) wystepuje struktura metryczna, tzw. metryka Fubiniego-Studiego dla Gras-
smanianu wpg, ktorej nie nalezy myli¢ z wpg. Metryka ta jest metryka stowarzyszonag z
forma

Tr((I,+ ZZ*) "dZ NI + Z*Z) " dZ*),

we wspoOlrzednych lokalnych Z Grassmanianu (zob. [Ber97]), gdzie "A“ oznacza iloczyn ze-

wnetrzny macierzy, tj. (¢i;)i=1.kj=1.1 N (Tpg)p=1.1q=1..m = (2321 Qij N Tjg)i=1.kg=1.m-

Mozna udowodnié, ze wrg jest cofnieciem poprzez zanurzenie Pliickera (m = oo) metryki
wpg na CP>,

(26) UN)FS = L};mu)ps.

Jest to prawie natychmiastowe uogoélnienie stosownego wyniku dla przestrzeni skoriczenie
wymiarowych, niemniej jednak, ze wzgledu na to, ze dowod ten nie wystepuje w literaturze,
ponizej go przedstawimy. W przypadku skonczenie-wymiarowym dow6d mozna znalezé w
[Lei61], Satz 7.

Bez straty ogolnosci (jest to zalozenie, ktore wylacznie upraszeza notacje, nie wechodzac w
szczegOly mozemy to zalozy¢, ze wzgledu na tranzytywnosé automorfizméw Grassmanianu
oraz niezmienniczo$¢ metryki @pg wzgledem tych automorfizmow, zob. |Ber97|) mozna za-
tozy¢, ze p € F(n, 00) nalezy do zbioru F(n, 00), dla ktorego macierz reprezentujaca p,

P11 P12 - P11 P12
: ,dla p = : oL, ,

nl Pn2 " nl  Pn2

26



P11 Pin

ma wlasno$¢, ze pierwszy n X n minor, peat jest nieosobliwy. Faktem jest, ze kazda
nl " Pnn
macierz reprezentujaca klase p posiada ta wtasno$é. Niech
211 Rz P11 Pin - Pin+1  Pin+2
Z=1: @ .= N : :
Znl Zn2 nl " Pnn Prn+1 Pnn+2

Macierz, powstala z zapisania obok siebie blokow (I,,Z) reprezentuje p, co wiecej taka
reprezentacja jest jedyna. Bedziemy mowi¢, ze Z jest lokalng wspolrzedna p w otoczeniu
1 --- 00
klasy : Lo
0 --- 10

Zanurzenie Pliickera odwzorowuje przestrzen wektorowa, rozpieta przez wektory vy, ..., v, €
C*™ w element [v; A --- Aw,] € P(A"C™) =2 CP*. W lokalnych wspotrzednych mozna to
zapisa¢ jako

I 0 211 212
: S : — [(e1 + z11€n41 + 2126042 + A
0 --- 1 Znl  “n2 F(n,00)

A(ea + o160 41 + 220€n12 + - ) Ao Alen + Zni€ni1 + Zn2nia + ) panc=) =

, ALt Al
SR Z det Cirn N N Cjn |
(J1,325--5dn)#
Rl-n " 210
gdzie zaktadamy, ze st = I,.
Rn—n " Zn0
Izomorfizm P(A™ C*) z CP* jest zrealizowany poprzez uporzadkowanie leksykograficzne

€s = €ji(s)+n N Cja(s)+n N " N € (s)4n-

Poniewaz €y = e1 A ... A e,, lokalng wspoltrzedna obrazu p w CP* bedzie

R1j1(s) " " Fljn(s)

o
> det Es.
s=1

Zngi(s) " Fngn(s)

Metryka Fubiniego-Studiego wrg to metryka stowarzyszona z 90 log(1+WW*) (gwiazdka
oznacza tu i nizej macierz sprzezong i transponowana), dla W = (wy,ws,...) - lokalnej
wspolrzednej w = [(1, w1, wy, ...)] prostej o kierunku €y + Y oo, weés w C™.

Metryka w punkcie, bedacym obrazem (1, Z) jest stowarzyszona z

2
“141(s) T R1gn(s)

00 log 1—|—Z det ;

=1 Nz
* “ngi(s) " Fngn(s)
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co na mocy klasycznego twierdzenia Cauchy’ego-Bineta jest rowne 90 log det(I + ZZ*) (pro-
blem ze zbieznoScia tu nie wystepuje, ze wzgledu na zalozenie (2.5)).

Skorzystamy ze znanych wzoréw wyrazajacych pochodna wyznacznika i macierzy odwrot-
nej (zob. np. [MN99)).

ddet A = det ATr(A'DA), (wzoér Jacobiego)

(2.7) OA™ = —A7H0A)AL.
Przeksztalcajac dalej, dostajemy

_ o odet(I+ ZZTr(L, + 227 9 (L, + 227))
00log(det(I + Z2Z%)) =0 dot(l 1 Z2°) -

-1

OTr((L, + 22°) " 2dZ*) = Tr(— (I, + 22" (0 (I, + 22")) (I, + 22")"' ZdZ*+

-1

(L, + 22 dZ NdzZ) = Tr(L, + 227 dZ A (I — 2 (I, + 227" 2)dZ")).
To co pozostalo do udowodnienia to rownosé

-1

-7 (I, + 22" Z=U+22)"

Mnozac przez I + Z*Z dostajemy

I—Z"(I,+ 22 2\ I+ 2°2) =1+ 22— 2" (I, + 22°) (Z+ 22" Z) =

[+2°7 -2 (I,+22") (L, + 222 =1+ 2°Z2 - 2°Z =1,
Stad
Tr(l,+ ZZ*Y YdZ NI + Z*Z)'dZ* = 00logdet(I + ZZ*),
co dowodzi (2.6).

Niech przestrzenia Hilberta H bedzie przestrzen L? N O(Q). Ustalmy baze ortonormalna
v = {0, ¥1, ...} tej przestrzeni. Zanurzenie Lu Qi-Kenga jest zdefiniowane jako

91 , 90 ¢z, 9%0 992 , O¢1
%0 0z1 1 0z1 %o 0z1 Y2 0z1 1 0z1 Y2 0z1

Liug i 2D 2 — € F(n, c0).

Op1 Jpo Dpa Do 0o Op1
Pogt — P1ghr oG — p2gle Pigtt — gt

|z

W [Lu08] udowodniono, ze przy zalozeniu, ze 2 CC C", odwzorowanie to jest rzeczywiscie
zanurzeniem oraz ze cofnieciem metryki Fubiniego-Studiego dla Grassmanianu jest

(2.8) Uu@rs = (n+ 1)T35 — Ricg,

gdzie Ric to tensor Ricciego metryki Bergmana (a zatem jest tozsama z metryka B(, 0)).
Korzystajac z (2.6) i (2.8) dostajemy

(2.9) (n+1)T;; — Ric;; = 1], ,LpaWrs-

Korzystajac ze wzoru (2.1) na odleglosé geodezyjna w CP> dostajemy, podobnie jak w
(2.3), nastepujaca glowna nieréwnosé¢ (zob. [Dinl0)|)
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Twierdzenie 2.2. Niech z,( € Q CC C". Zachodzi nierdwnosé
dist(z,¢) >
(7 0 Lp1 © Lpu(2), T 0 Lpii © Ly (Q))]

\/ mloupy o LLu,g0<Z)7 T loupyo LLu,go(Z>><7T_1 O Lpp; © LLu,cp(C)a mLoupyo bLu,cp(C»

det< (2 C) logK(Z C))m‘:l..n
(2.10) s T Z)%(Z))M:M det(K (S, OPT5(0)im1n”

arccos

gdzie
m: L*NO(Q) — LnoQ@)/. = CP>.

Dowdd. Na mocy wzoru (2.9) tpy © try, jest izometrycznym odwzorowaniem €2 z metryka
B w CP> ¢ metryka Fubiniego-Studiego. Jest to tez zanurzenie, poniewaz zaréwno tpy; jak i
L, S8 zanurzeniami. Wreszcie iloczyn skalarny nie zalezy od wyboru konkretnego elementu
ze zbioru ooty (&) (por. z Uwaga, nastepujaca po wzorze (2.1)). Daje nam to dowdd
nieréwnosci w powyzszym twierdzeniu. Aby wykaza¢ rownosé (2.10) zauwazmy, ze mozna
wybraé

oo
1 ~
™ ~Olpy;© LLU,W(§> = E det Fs (6)687
s=0
gdzie F5(&) jest stosownym minorem macierzy
Op1 ol Opa dpo Opa Op1
Y05, 0z1 P19, 0z1 Y05, 0z1 P2 8z1 ¥1 8z1 Y255, 0z1
F(§) = : : :
A dpo dp 9o Op2 _ , Op1 |
Y03z, 82 ~ P15, Ozn Y03z, Bz 2 29z, 1 19z, Y252, Ozn 13

Zatem

<ZdetF eS,ZdetF > ZdetF )detF,(C),

co z twierdzenia Cauchy’ego- Blneta Wynosi

det(F(z)F(C)")-

7 drugiej strony p, g-ty element macierzy

(F(2) iZ( GG - 32 ) (BO520 - w0520 =

k=1 7=0

3 (%(z)g—fg@ - ¢k<z>g—g<z>) (m)%(o - mo%(o) _

0<j<k<o0

Z e T 2 6) — S e Tian(1 52 )

€O na Mocy wzoru (1.4) wynosi

K (-, 0)
02,0(,

OK(-,0)

(2,¢) - 5 (2,0) OK(-,0) 0?

agq (27(:) = Kz(zvg) CT logK('vo)lzz,o:g-

K(z,0)

29



Analogicznie

<7T—1 O Lpp; © LLu,cp(g)a m'o Lpli © LLu,Lp(§)> = det(K(fa f)QTﬁ(f))m:l..m
dla & = 2, C. U

We wzorze na w; z Definicji 1.21 czynnik Tﬁ(zo) pelni funkcje normalizacyjne i nie ma
wplywu na liniowa niezalezno$¢ dw;. Stad wynika, ze

z — (w1(2), we(2)..., wp(2))*

jest immersja wtedy i tylko wtedy, gdy
t
L ( 0, K¢ 0 K((Q 0, K )

G PE(G O | 0 PEC )06 PEC ) s

jest immersja. Wyznacznik macierzy Jacobiego powyzszego odwzorowania to

g 0 K(z,(Q) B 0?
(2.11) det <82’28_C_] log K(C.0) KZO)@J’:L.” = det (821-8@ log K (z, C)K—za)

Porownujac (2.10) i (2.11) mozna latwo zauwazyé, ze zbiory zer wyznacznikow sa takie
same, natomiast zbiory punkéw osobliwych mogg sie roznié¢. Stad dla ustalonego zp najbliz-

szy punkt z, dla ktorego W

ij=1..n

= 0 musi spetnia¢ na mocy powyzszej obserwacji i
Twierdzenia 2.2 warunek

(2.12) dist(z, zp) > arccos ) = g

Twierdzenia 0.2 1 0.3 s3 juz natychmiastowa konsekwencja, poniewaz gdy c jest ograniczeniem
dolnym krzywizny Ricciego metryki Bergmana to kula

~ T . T

{z € Q:dista(z, 2) < 2} D {z € Q) distg(z, 20) < 2\/m} :

Odnotujmy, ze ten sam wniosek mozliwy jest do osiagniecia poprzez bezposrednie wyli-
czenie odlegtosci geodezyjnej na Grasmanianie, bez korzystania z zanurzenia Pliickera, jed-
nakze byloby to zdecydowanie bardziej skomplikowane od strony technicznej, zob. [Ber97|
gdzie zamieszczono szkic postepowania w przypadku skonczenie-wymiarowym.

W odniesieniu do wspomnianej potencjalnej réznicy w zbiorach osobliwych wykazemy
nastepujace proste twierdzenie

Twierdzenie 2.3. Niech W, bedzie zbiorem z Obserwacji 14, a WZO zbiorem z Obserwacyi
15. Jezeli n > 1, zachodzi zawieranie W,, C W,.

Dowadd. Kwestia prostych rachunkow jest
2

0
det | K 2~ _logK =z -
¢ ( <Z, ZO) 8&0@' o (Z’ C)K_ O)Z}j:lm

2

0 0 0
det (K(Z, ZQ)WK<Z, C>|C=Zo — gK(Z’, ZO)fK(Z’ C)CZZO)
1YS) ? J i,j=1..n

Gdy z € W,, redukuje sie to do

0 0
det [ ———K — K . =0,
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poniewaz macierz, jako iloczyn kolumny i wiersza, jest rzedu 1. U

Tak wiec potencjalne osobliwosci rozniczki odwzorowania z — (wy(2), wa(2), .., w,(2))")
nie wystapia blizej punktu zp niz punkty w ktérych psuje sie immersja.

2.3. Kilka uwag o iniektywnos$ci. Niech zp € Q CC C". Poniewaz iniektywnosé¢ odwzoro-
wania holomorficznego pociagga za sobg immersywnosé, to obszar na ktorym moze wystapic¢
iniektywno$¢ odwzorowania

z— (wl(z)va(z)'“awn<Z>>t
zawiera sie w Q\ (W.,UW.,, ). Oczywiscie obszar ten, w odréznieniu od obszaru immersywnosci
nie musi by¢ okreslony jednoznacznie. Jest jednak sens szukaé¢ takiego zbioru w postaci kuli
geodezyjnej wzgledem metryki Bergmana o §rodku w zp. Postaramy sie dokona¢ pewnych
obserwacji na temat tej kuli, jednakze nie rozstrzygajac jak duzy moze by¢ jej promien.

Lemat 2.4. Dia punktéw 2" i 2" € Q zachodzi
(w1 (2"), we(2'), ..y wn(2) = (w1 (2"), we(2"), ..., wn(2"))

wtedy © tylko wtedy gdy

0 0
a@ log K(Zlv C)|C:zo = 8_61 1Og K(Z/la C)\C:zoa

dla kazdego v = 1..n.

Dowdd. Zapiszmy pierwsza rownos¢ w notacji macierzowej. Mamy

iy [0, KEO 9 K(E.Q) L
T (%) (351 8 K(C.0) TR 8 (.0 |<zo>

a0 [ o KELC) 0 EEQ )
T (20) <3C1 8 T(C.0) TG, CRCO |C_Zo> .

Mnozac obie strony lewostronnie przez odwracalng macierz T'(2y), oraz skracajac wystepujace
po obu stronach wyrazy % log K(C, €)=, dostajemy teze O

Skorzystamy z istnienia specjalnej bazy ortonormalnej dla L*NO() (zob. [Ber47], [Lu08])
0o € L*NO(N) : py(z) € Ry

0
p1 € L’N O(2) : p1(20) =0, 8_21%(2)'2:20 € R,

0 0
©2 € L NO(Q) : a(z0) =0, a_zl(pQ(Z)lzzzo =0, a_zz(pQ(Z)lzzzo eR,

0

on € LN 0(Q) : ¢n(20) = 0, 5—0n(2)2=20 = 0,
21

0

0
) %Qpn(’z)k:zo =0, a_zn(pn(z)lz=zo eRy

0
Pny1 € L*n O(2) : pn(20) =0, a—zl%ﬂ(z)lz:zo =0,
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9 (2) =0 8—2 (2) eR
“eny 8zn Pn+1 lz=20 — ’821821 Pr+l |z=z0 +

itd. dla uporzadkowania leksykograficznego (<), jezeli m-tym elementem w tym porzadku
jest wielowskaznik o = (g, .., ;) to

om € L*NOQ) : Do“lgom(z)‘zzz0 =0,V < o, D0 (2) 2=z € Ry,
gdzie D = ol

- 8z?1...8z3” :
Obserwacja 29. Tuk zdefiniowana funkcja po zeruje sie doktadnie na zbiorze W,

Dowdd. Wyrazajac K (z,zy) w tej bazie (zob. wzor (1.4)) otrzymujemy, ze

K(z,2) = Z ©;(2)pj(20) = vo(2)o(20)-

g

Poniewaz zalozylismy, ze ograniczymy sie do zbioru Q\ (W,, UW.,), funkcja @o nie bedzie
sie zerowac. Tak wiec

0 0
ac—z IOg K(Z/7 C)\C:zo - G_Q 10g K(Z/lﬂ C)K:ZO

wtedy i tylko wtedy, gdy

00() g2 p0(2)jomz0 + -+ 9i(2) 2 0i(2) 2= B
©o(2")o(20)
900(2/,)%900(2)\»3:20 + .t Soi(zll)a%i@i(z)lz:zo

wo(2")¢o(20)
Skracamy obustronnie pierwsze skladniki sumy oraz wymnazamy przez powtarzajacy sie
czynnik ¢g(zp). Przenoszac wszystko na jedna strone dostajemy nastepujacy uktad rownarn

( o 2
a;;@l(z)h:zo (wl( )l )> =0

wo(z')  o(z")

o0 (el e N ei(z) _ iz _
9z P1 <Z)|Z:zo (500(2') 900(2”)> ot 0z; SOZ(Z)"Z:ZO <900(Z') 900(2”)> =0

_0_ e1(z') _ e1(z) 0 en(z)  en(z) ) _
[ 52, #1(2) =2 (wo(z') <P0(Z”)> +o At g () l=z0 <<P0(Z’) mw) =0

Macierz wspotczynnikow tego ukltadu jest macierza trojkatna, a wiec wyznacznik to ilo-
czyn

0 0
8—21801(2)|z=m~-a—znsﬁn(z)\z:zo € R,.

Macierz jest wiec nieosobliwa, skad
(901(2’) pa2(2) %(Z’)) _ (@1(3”) pa2(2") s0n(2”)>
wo(2') " o(2)" " po(2) wo(2")" po(z") ’

a wiec wspolrzedne jednorodne w CP" sg takie same.
Ostatecznie mamy
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Obserwacja 30. Odwzorowanie generowane przez wspotrzedne reprezentatywne jest iniek-
tywne na podzbiorze U C Q wtedy i tylko wtedy gdy iniektywne na U jest odwzorowanie
T O Lo, gdzie m jest projekcjq CP>® — CP" : [(xg, 1, T2, ...)] — [(To, T1, ..y Tn)]-

Uwaga. Projekcja 7 nie jest zdefiniowana poprawnie w calym CP*°. Poniewaz jednak obraz

Q\ (W., UW,,) poprzez tx,., znajduje sie w otoczeniu [(1,0,0,...)], dla ktérego zo # 0,
ztozenie 7 o 1k, , jest poprawnie zdefiniowane.

3. PRZYPADEK ROZMAITOSCI

Niech M bedzie n- wymiarowa rozmaitoscia zespolona. Przestrzen holomorficznych form
maksymalnego stopnia oznaczmy przez H°(M, K)s). Na ta przestrzei mozna tez patrze¢
jako na przestrzen globalnych sekcji wigzki kanonicznej K, rozmaitosci M. Ograniczymy
sie do podprzestrzeni H(OQ)(M, Ky) = HY(M, Ky ) N L2(M, Kyy), holomorficznych form mak-
symalnego stopnia, catkowalnych z kwadratem tzn.

2 _
Hiy(M, Ky) = {f € H'(M, Ky) : v=1" /M fAf<oo}
Przestrzen H&)(M, K)r) mozna wyposazy¢ w iloczyn skalarny

HY (M, Kyr) x HY (M, Ky) > fog — v=T" / fAgEC.
M

Ten iloczyn skalarny zadaje na H?Q)(M, Kyy) strukture przestrzeni Hilberta, ktora moze sie
okaza¢ skoriczonego wymiaru. Zauwazmy, ze jezeli M jest rozmaitoscia zwarta to

H(02)<M7KM) = HO(MJ KM)

i H&)(M, Kyy) jest skonczenie-wymiarowa. Niech ¢ = {¢o, 1, p2...} bedzie baza ortonor-
malng H(OQ)(M, Kyy). Jadro Bergmana dla form to forma

K:\/—l QZQOJ‘/\@]'.

>0

2
Stala «/—1 , bedziemy pomija¢, aby nie obciaza¢ dodatkowo notacji, nie ma ona znaczenia
dla dalszych rozwazan.
We wspotrzednych lokalnych mozna zapisa¢

K(2,0) = K*(2,0)dzy Ndza A .. Adzy NdC A G A .. A dG,

gdzie K*(z,() jest funkcja zdefiniowana lokalnie na rozmaitosci. Natomiast nastepujaca
(1, 1)-forma rézniczkowa

(3.1) 00 log K*(z, 2)

jest zdefiniowana globalnie, co tatwo zauwazy¢, wyrazajac K (z,() w roznych wspolrzednych
lokalnych.

Powiemy, ze rozmaitos¢ M posiada metryke Bergmana, jezeli forma (3.1) jest globalnie
Scisle dodatnia. Przy takich zalozeniach, metryka Bergmana bedzie metryka stowarzyszona
z forma (3.1). Mozna wiec zdefiniowa¢ Tj;(z), B(z,X), pod warunkiem, ze X nalezy do

przestrzeni stycznej rozmaitosci M w punkcie z, disty(z,C), Ric;z, (2, X) (z powyzszym
zalozeniem o wektorze X), oraz disty(z,(), podobnie jak w przypadku obszaru w C", z
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zastrzezeniem, ze funkcja K* jest okreslona tylko lokalnie (3(z,.) jest nieujemnie okreslona
(zob. [Kob59]), a wiec a priori jest tylko pseudometryka, a disty - pseudoodlegloscia).

Zatozmy, ze M posiada metryke Bergmana. Majac do dyspozycji “gwiazdkowane” odpo-
wiedniki funkcji w C", latwo zauwazy¢, ze wspolrzedne reprezentatywne réwniez moga by¢
zdefiniowane, co najmniej lokalnie (w obszarze definicji mapy). Rozpatrzmy pokrycie rozma-
itosci M zbiorami otwartymi {U;}, wpisane w obszary definicji map. Niech zy € U; bedzie
ustalone. Po ewentualnym dokonaniu zawezenia, mozemy tak uporzadkowac¢ zbiory U; x U
aby stanowily pokrycie M x Uj oraz aby w kazdym U; x Uy, K(z,() mogta by¢ wyrazona
przez

K(2,¢) = K (2,Q)dzi Ao Adzg NG A . A dG.
W przecigciu U; x Uy NU; x Uy zmiana wspolrzednych (z, () i (2(2),¢) daje

I3 (3(2), ) 2E G - ZEh) _ g 0y,

(215 -y 2n)
Dla kazdego s € {1..n} dostajemy

0 ~ I(Z(2)1, - 2(2)n 0 . -
a—C—SIOng*Ji(Z, Q)= o, log (Kéj(z(z)>C) <2§21’ ’:;) )> = ac. log K7, (2, €).
Stad wynika, ze wyrazenia
"o o K} (2,€)
= TH(z9) — log =222 =1
wy(2) ; <ZO)8Ck 0g KI*A(QC)K:ZO n

sklejaja sie do funkcji globalnych. Macierz T*(zy) jest dobrze okreslona dzieki zalozeniu,
ze M posiada metryke Bergmana. Tak jak w przypadku obszaréw w C", jedyna obstrukcja
dla zdefiniowania globalnej funkcji holomorficznej, jaka moze sie pojawié¢ przy powyzszej
konstrukcji, jest mozliwos¢, aby Ky, (z, z0) zerowala sie dla pewnego z (co jest oczywiscie
niezalezne od zbioru U;, reprezentujace K wyrazenie bedzie si¢ zerowa¢ dla kazdego Uj,
z € Uj). Podsumowujac dostajemy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.1. Na zespolonej rozmaitosci M, posiadajgcej metryke Bergmana mozna
okresli¢ wspotrzedne reprezentatywne wy,l = 1,...,n, o Srodku w zo € M, ktore sq poprawnie
zdefiniowanymi funkcjami holomorficznymi na M \ W, gdzie

W, ={z€ M: K*(z, 2) =0}

Odnotujmy, ze wspotrzedne reprezentatywne dla metryki Bergmana na rozmaitosciach
byly juz wezesniej badane w [Dav77|, jednakze tam uzyto jadra Bergmana dla funkcji, za-
miast jadra Bergmana dla form. Zalozenie to istotnie ogranicza zakres rozpatrywanych roz-
maitosci, przykladowo kazda rozmaitos¢ zwarta jest w ten sposob eliminowana z rozwazan.

Od tej chwili konwencja bedzie, ze f* jest wspolczynnikiem lokalnym (n,0)- formy

f(z) = f*(2)dz1 Ndza A .. N dzy,
W lokalnym uktadzie wspétrzednych 2z, .., z,

W odro6znieniu od sytuacji w ograniczonych obszarach w C", M niekoniecznie posiada
metryke Bergmana. Warunki konieczne i wystarczajace, aby M posiadata metryke Bergmana
sa nastepujace:

e Dla kazdego z € M istnieje f € H(OZ)(M, Kyy) taka, ze f*(z) # 0 (warunek A.1 w
|Kob59)).
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e Dla kazdego z € M i dla kazdego wektora X z zespolonej przestrzeni stycznej do M
w punkcie z istnieje g € H(Oz)(M, Kyy) taka, ze g*(z) = 01 X(¢%)(2) # 0 (warunek A.2 w
[Kob59]).

Warunek A.2 jest rownowazny nastepujacemu warunkowi

e Dla kazdego z € M i dla ustalonej bazy X;,7 = 1..n zespolonej przestrzeni stycznej do
M w punkcie z istnieja g; € H&)(M, Ky),i = 1,...,n takie, ze g/ (z) = 01 X;(¢/)(z) # 0
(warunek A.2’).

Warunki te sa trudne do bezposredniego sprawdzenia w przypadku abstrakcyjnej rozma-
itosci zespolonej, jednakze oczywiste jest, ze w przypadku rozmaitosci zwartej warunkiem
koniecznym, aby M posiadata metryke Bergmana jest aby wymiar przestrzeni H(M, K ),
zwany tez (n,0)- liczba Hodge’a h™°(M) lub genusem geometrycznym, spetniat

WO (M) > n+ 1.

Liczby Hodge’a sa wyliczone dla wielu zwartych rozmaitosci zespolonych w niskich wymia-
rach, tak wiec kryterium to pozwala szybko wyeliminowaé¢ wiele z nich, jako kandydatow do
posiadania metryki Bergmana.

Okazuje sie (zob. [Kob59]), ze A.1 i A.2 sa réwniez koniecznymi i wystarczajacymi wa-
runkami, aby ¢k, (po stosownej modyfikacji definicji) byta immersja (sam warunek A.1
jest konieczny i wystarczajacy, aby odwzorowanie Kobayashiego bylo dobrze zdefiniowane),
podczas gdy aby bylo ono iniekcja potrzebny jest inny warunek:

e Dla dowolnych dwoch punktow z, zg € M i ustalonych lokalnych wspotrzednych wokot
z i stosownie zj istnieje h € H(OQ)(M, Kyy) taka, ze h*(z) = 01 h*(2p) # 0 (warunek A.3 w
[Kob59]).

Ustalmy baze ortonormalna ¢, p1, @2, ... przestrzeni H?Q)(M, Kyy) ilokalny uktad wspol-
rzednych wokol punktu & € M. Przez

x 001 * 00 * 003 * 00 * 003 * 097
Y05z, — P1az, $P0oz,, — ¥P2as, P1as, — P2os,
® : )
* 0] * 99 * 0903 « 0% *« 05 « 01
P05z, — P10z, P03z, — P20z, Ploz, — F20z, T/ e

bedziemy oznacza¢ macierz, ktora reprezentuje klase abstrakeji ¢z, (§), co postuzy za defi-
nicje odwzorowania ¢, , W przypadku rozmaitosci (a priori nie wiadomo czy taka definicja
jest poprawna).

: 0
Obserwacja 31. Macierz F,(§) jest macierzq wymiaru n X (dlmH(2)2(M’KM)).

Aby przeprowadzi¢ konstrukcje Lu Qi-Kenga na rozmaitosci (odnotujmy, ze docelowy
Grassmanian moze by¢ skorczenie-wymiarowy), najpierw nalezy sprawdzi¢ czy nie jest ona
uzalezniona od faktu, ze w C" mamy globalne wspotrzedne (nie jest to calkowicie oczywiste,
poniewaz we wzorze na tp,, wystepuja pochodne czastkowe).

Lemat 3.2. Odwzorowanie L, , nie zalezy od lokalnych holomorficznych zmian wspdtrzed-
nych.

Dowdd. Niech

0z

8,2) dzy N Ndz, = i(2)dz A . N dzy,

;= @i (2)dz NN dZ, = §3(2(z))Jac (
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gdzie z lewej strony mamy przedstawienie formy ¢; w lokalnym uktadzie wspotrzednych z,
a z prawej we wspOlrzednych z. Oczywiscie rowno$¢ ta ma miejsce wylacznie na przecieciu
obszaréw istnienia wspolrzednych z i z.

Teraz

ac 0z
Zi) SHCNI ) _ ey 100 (2

0z 5 Pt 0z, A N
Jac ( z) Z azm 0z, Jac (%) Pi(2(=)) — Oz 024

536 ac (

Stad

(so}*-(@%ii” —go;(z)a%f)) -

j<k
9% .. Oin
o3 0z1 0z1 895* (2) (995* (2)
sae(E) 5 (50%2 - ae %)
0z o5 o5 J 0%, 0Zs o
Ozn Ozn
i klasy abstrakcji macierzy
0pi(2) 0¢;(2)
i(2) — (2 —— )
( J 0z 0z ijé'k"
i
2 O2R(Z) 05 (2 ))
e s ¥ _
(Be%52 -6 ). .,
0z, .. O
9 Oz1 O0z1
sa takie same, poniewaz Jac (%) : .. 1 | jest nieosobliwa. U
95 ., Q&
Ozn Ozn

Drzigki Lematowi 3.2 wiemy jak macierz Fi,(£) zmienila by si¢ przy wyborze innego ukladu
lokalnych wspoélrzednych, tak wiec potrzeba rozpatrywania danych lokalnie nie jest prze-
szkoda w konstrukcji Lu Qi-Kenga. Obstrukcje moga sie jednak pojawi¢ z innego kierunku.

Whikliwa analiza [Lu08] daje nam konieczne i wystarczajace warunki, aby tg,, bylo
dobrze zdefiniowane:

Twierdzenie 3.3. Klasa abstrakcji [F,(z)] jest poprawnie zdefiniowanym obrazem punktu z

w Grassmanianie I (n (dlm H(2>(M’KM))> wtedy @ tylko wtedy, gdy tgcznie spetnione sq naste-

pujgce dwa warunki
e Dia kazdego z € M istnieje f € H&)(M, Kyy) taka, ze f*(z) # 0 (czyli doktadnie
warunek A.1 powyzej).
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e Dla kazdego z € M istniejg fi,.., fn € H(OQ)(]W7 Kyp) takie, ze fi(z) = 0,i = 1.n i

ory ... 9
821 821
: .1 | jest nieosobliwa w punkcie z (warunek B.1).
off ... 9fi
Ozn Ozn

Uwaga. Pomimo ze macierz w warunku B.1 zalezy od wyboru lokalnych wspotrzednych, to
wlasnos¢é bycia macierza nieosobliwg jest od tego wyboru niezalezna. Tak wiec warunek B.1
jest poprawnie zadany.

Dowaod. Wystarczy udowodni¢ twierdzenie dla ustalonego punktu z € M. Kowymiar prze-
strzeni form z H?Q)(M, Kyy) takich, ze f*(z) = 0, wynosi co najwyzej 11 jest rowny 1 wtedy
i tylko wtedy gdy zachodzi warunek A.l1. Stad wynika konieczno$é¢ zachodzenia warunku
A1, gdyz inaczej F,(2) jest macierza zerowa. Niech ¢o, ¢1, ¢, ... bedzie baza ortonormalna
przestrzeni H&)(M, Kyr) taka, ze ¢p(2) = ¢ # 01 ¢j(2) = 0, dla j > 0. Baza @o, 1, @, ..
wystepujaca w definicji ¢, , powstaje z bazy ¢o, @1, P2, ... poprzez przeksztalcenie unitarne.

v( 0% (0%
P1(2) 52 (2) = ¢ (2) 5 (=) =

8>03‘qu *aqzoiqu
> pu )63 (e) OO ) S (o) PO )

p=>0 p=0

a>ojvq:§ *aqzoivq;
(outu)i () T Oy o gy TPt

652420 (i, Do) (s, Bq) — (5, Do) {Pis Pq)) o (2)
07 '

Macierz F,(z) = cE4(2)H, 4, gdzie
9% 0¢1 993
021 021 0z1
Ey(z) = + &+
o6 007 09}

Ozn  Ozn Ozn /|2

jest macierza n x dim Hy (M, Kir), natomiast

(0, o) (P1, P0) — (1, P0)(Po, o) = {pi, Do) (¥j, Do) — (¥), Do) (Pis Po)
H,gy = | (00, @0) (@2, 1) = (@2, Po)(po, 1) -+ (i, d0) (), ¢1) — (@5, do) (i, D1)

dim H&) (M,K]u)

jest macierza, dim H{y (M, Kar) X ( ,

), ktorej (g,ij) -ty element to

(@i, B0) (P35, Bq) — (P, Po)(Pi D)

Oczywiscie pierwszy wiersz macierzy H,, jest zerowy, skad jej rzad to co najwyzej
dim H(OQ)(M, Kyr) — 1 (lub wlasciwiej mowiac: wymiar kojadra operatora danego przez H,, ,
wynosi co najmniej 1, gdyz moze zachodzié¢ sytuacja dim H(O2)(M, Kyr) = 00).

Z drugiej strony

HSO’¢ - A@’¢B§07¢7
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gdzie

<9007 ¢0> <§01, ¢0> <¢27 ¢0>
A%qg = <9001¢1> <g01,¢1> <gp27¢1> S
a
—(p1,00) —{pa, o) - 0
<(1007 ¢0> 0 .
0 <9007 ¢0>

: . 0

_<90j7 ¢0>

Bsmﬁ = 0 ’

0

(@is Po)
0

tzn ij- ta kolumna macierzy B, 4 to

. t
i

0,....,0, —(®j,%0),0, ..., 0, (pi, d0), 0, ...
i
Poniewaz ¢ jest baza i ¢g # 0, istnieje [ takie, ze (p;, ¢o) # 0. Podmacierz ztozona z
0L, 11,..(1 = 1)1, 1(l + 1),{(l + 2), ...-tych kolumn macierzy B, wyglada tak:

—<901, ¢0> 0 T 0 0 0
0 —(e1, ¢0) - 0 0 0
0 0 —<Q017 ¢0> 0 0
(@0, o) {¢1, Po0) (Qi—1,00) —(@ir1,P0) —(Pit2, Do)
0 0 e 0 {1, o) 0
0 0 0 0 {1, ¢o)

Jest to macierz o wymiarach dim Hy (M, Kr) x <dim Hy (M, Kr) — 1), ktora jednak jest

ewidentnie maksymalnego rzedu, co wida¢ po usunieciu [-tego wiersza.

Ponadto macierz A, 4, jako macierz zmiany bazy, jest maksymalnego rzedu, tak wiec
macierz H,, jest rzedu dokladnie dim H(02)(M, Ky ) — 1 (lub wladciwiej, wymiar kojadra
operatora H, s wynosi dokladnie 1).

off ofn
0z1 0z1
Macierz : : z warunku B.1 przedstawiamy jako
off ofn
azn azn
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off ... o

0z1 0z1

: C | = Be(2) K,
off ... O
Ozn Ozn

gdzie
(fi,0) -+ (fas o)
Kf@ = <f17¢1> <fn>¢1>

Formy f;,i = 1..n ze wzgledu na warunek B.1 naleza do przestrzeni rozpietej przez ¢1, ¢o, ....
Whynika stad, ze ¢g L f;,@ = 1..n i pierwszy wiersz macierzy Ky 4 jest zerowy. Teraz widzimy,
ze warunek B.2 jest rownowazny ze stwierdzeniem, ze

rankEy(z) =nirankKps =n
jak rowniez jest rownowazny ze stwierdzeniem, ze
rankEy(z) = n i rankK} , =n,

gdzie Ej(z) jest macierza n x (H?Q)(M, Ky)—1) powstala z E,(2) poprzez usuniecie pierwszej
kolumny, a K },¢> powstaje z K4 poprzez usuniecie pierwszego (zerowego) wiersza.

Z drugiej strony Ky, jest macierza wspotczynnikow form f; (rozpatrywanych jako ele-
menty przestrzeni Hilberta) w bazie ¢g, ¢1, .. i jej rzad wynosi n wtedy i tylko wtedy, gdy
f1, -+, fn sa liniowo niezalezne. Gdyby jednak formy te byty liniowo zalezne to natychmiast wi-
dzimy, ze nie bylby dla tego wyboru spelniony warunek B.1. Ostatecznie mamy, ze warunek
B.1 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy Ej(z) wynosi n.

Wracajac do macierzy F,,(z) widzimy, kolejna rownowaznosé¢ zdan

e Odwzorowanie ¢, jest dobrze okreslone w punkcie z

e Macierz F,,(z) jest rzedu n

e Macierz Ey(z) jest rzedu n, ¢ # 01 obraz odwzorowania liniowego, danego przez macierz
H, ,, zawiera podprzestrzen, na ktorej Ey(2) jest izomorfizmem. W jezyku algebry liniowe;j

ImHe.o/tmA, snKerEy(z) = PomEes(2)[KerEy(z) = coimEy(z).

e Macierz Ej(z) jest rzedu n, ¢ # 0 obraz odwzorowania liniowego, danego przez macierz
H, ,, gdzie HJ, ; jest macierza Hy, 4 7 usunigtym pierwszym (zerowym) wierszem, zawiera
podprzestrzen, na ktorej £ () jest izomorfizmem.

e Macierz () jest rzedu n i ¢ # 0. Ostatnia réwnowazno$¢ wynika z faktu, wykazanego
powyzej, ze H:w jest maksymalnego rzedu.

Ostatecznie widzimy, ze taczne spetnienie warunkow B.11i A.1 jest rOwnowazne poprawnej
definicji ¢rq. U

Obserwacja 32. Z warunku B.1 wynika warunek A.2°, a zatem i A.2. Jezeli Ly, jest dobrze
okreslonym odwzorowaniem to Lk, jest immersjq.

Dowadd. Pochodne czastkowe %,i = 1l..n tworza baze. Skoro macierz z warunku B.1 jest
9f*

nieosobliwa to istnieje j; € {1,..,n} takie, ze % # 0. Tak samo istnieje jo € {1,..,n} takie,

. of .

ze 522 # 0 itd. O
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Immersywno$¢ odwzorowania ¢, , przy zatozeniu warunkéw A.11 B.1 scharakteryzowana
jest w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.4. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby poprawnie zdefiniowane
odwzorowanie Lry, byto globalng immersjq jest
e Dia kazdego z € M istniejqg gi,.., gnwm+)) € H?)(M Kyr) (niektore z nich byé moze
2

tozsamosciowo zero) takie, ze gt (z) = 0,i = 1..™ "H ,dgf =0,i=1. n(";l) w punkcie z oraz

2(n+1 .
n X % macierz
8%g* 924"
ﬁ 829{ 8295 0295 gL("QLU gL(TLQLl)
021021 Ozn0z1 021021 021,021 T om0 om0
ol e v g g TV
0z10zn 02n0zn 0210z 02n0zn 02102n 021 07m

jest rzedu n w punkcie z (warunek B.2).

Dowod. Wystarczy udowodnié¢ twierdzenie dla ustalonego punktu z € M. Fundamentalnym
faktem udowodnionym w [Lu08] jest, ze tp,,, jest immersja lub nie w punkcie z niezaleznie
od wyboru bazy ortonormalnej ¢ (natomiast przy zmianie bazy, zmienia sie obraz punku
z). Przedstawiony tam dowod nie korzysta z zalozeri, ze rozumowanie przeprowadzane jest
w obszarach w C", a jedynie ze struktury przestrzeni Hilberta oraz transformacji Grassma-
nianu, zatem przenosi si¢ na przypadek rozmaitosci. Dalsze rozumowanie przeprowadzimy
dla specjalnej bazy ortonormalnej ¢g, ¢1, ..., dla ktorej ¢f(z) = ¢ # 0, ¢i(z) = 0,i > 0,

941 .. 94 oy .. 9%
021 0z1 021021 0zn0z1
det [ = - #0,do;, =0,i>ni | .0 = 0, dla dosta-
01 ... 0% 90} 927
dzn Ozn |z 0z10zn e 0z2n0zn |z

tecznie duzych j. Baza taka istnieje na mocy zatozonych warunkow A.1 1 B.1.
Za |Lu08], mamy
o¢* o ¢} ¢ O3 o
P07sy ~ Pam Yoam — P2 Piae — Prge
Fy(z) = : : :
* 007 * 083 * 003 * 000 « 093 097
¢oyi—¢1$ﬁ Cb 2_¢252 ¢13_Zi_¢2$i VA

co po spermutowaniu kolumn daje

o5 (= >‘3‘§;<> ¢0<>aj<z> 0
(= >§f;<> ¢s<z>§ff:<z> 0

Oznacza to, ze obraz punktu z poprzez i, 4 trafia do podzbioru Grassmanianu, dla kto-
rego n X n minor powstaty z 01,02, ..,0n - tych kolumn jest nieosobliwy. Oznaczmy przez

00 .
O G 2)
P,(§), macierz : : . We wspotrzednych lokalnych Grassma-

GOLLE) - 636 (i)

nianu mamy
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truo(§) = Po() T F(S),

gdzie I (&) powstaje z macierzy Fy(§) poprzez usuniecie 01,02, .., 0n - tych kolumn. Oczy-
wiscie rownos¢ taka zachodzi tylko w otoczeniu punktu z, dla ktorego P, () jest nieosobliwa.

O _ OPSE)FUE)

0z 0z ’
co na mocy wzoru (2.7) wynosi
P¢(§)_lagi§€) — P¢(§)_1%—ZP¢(§)_1F$(€).
W punkcie 2z redukuje sie to do
L OFy
(3.2) Py(2) a—zj(Z)-

Pochodne czastkowe ¢, 4 we wspolrzednych lokalnych tworza tensor rzedu 3. Aby uproscié
dim H,) (M, Kr) )
2 ) N
zapisujac kolejno w jednym wierszu transponowane kolumny macierzy Fy. Umozliwia to
zapisanie tensora pochodnych czastkowych jako macierzy dwuwymiarowe;.

Immersywnosc¢ ¢, jest rownowazna stwierdzeniu, ze rzad macierzy

notacje przedstawmy macierz Fj jako macierz Fj’ wymiaru 1 x n ((

11! ui i
8F¢ 11 8F¢ 12 8F¢ 13
0z1 0z1 0z1
¢ : : :
g 11 i
8F¢ 11 8F¢ 12 8F¢ 13 ...
Ozn Ozn Ozn |z

wynosi n. Wynika to z postaci (3.2) jak i z faktu, ze P(z)_1 jest macierza nieosobliwg.
Odnotujmy, ze

L0700
oy, (o5 - o5t
0zs 0z ’
dla i, j,l odpowiadajacych 1p -temu wyrazowi w macierzy F’. Jest to réwne
2 *

020z, 1020z,

¢

co moze by¢ rozne od zera w punkcie z tylko w przypadku, gdy : = 0,0 < j < n+ %,
gdyz wymiar przestrzeni form h € H&)(M, Kyy) takich, ze

9%h* 9%h*
021021 0zn0z1 0 - 0
* * . .
h (Z) = O7dh|z =0, : . : 7£ : :
92h* . 92h* 0O --- 0
0210zn 02zn0zn |z

jest nie wiekszy niz @ (ttumaczy to dlaczego wystarczy rozpatrywaé @ form g). Jed-

nakze pary 5 = 01,02, .., 0n nie wystapia, gdyz kolumny o tych numerach zostaly usuniete
Z F¢.
Ostatecznie po spermutowaniu kolumn dostajemy
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82 ¢* 82 ¢*

i P P S s e pr— I e
0 62’1821 0 0z,021 0 leazl 0 8zn8z1
2 4% 2 %
82¢* 82¢* 0 (z) n(n+1) 0 ¢ n(n+1)
it RS Wi M s sl s (|
0 92z10zn 002,0zn 0 9210zn 0 9z,0zn |z

Bedziemy uzywaé¢ postaci blokowych macierzy. Dla dowolnej formy h € H(OQ)(M ,Kar)
niech

o A 9%h*
021021 02,021
Hess(h*) = : : :
?h* .. _9*h*
0z102n O0zn0zn

oznacza macierz drugich pochodnych funkcji h*.
Macierz ktora transformujemy ma postac

c(Hess(¢h,,) Hess(¢h,,) Hess(dhg) ---),

~ . , e, . . 1 .
ktora to macierz ma byé rzedu n. Oczywiscie bloki Hess(¢*), dla ¢ > n + 2t o tozsa-
al 2
moSClOwo zerowe.
Ostatecznie immersywno$c¢ ¢z, 4 W punkcie z jest rownowazna ze stwierdzeniem, ze ma-

cierz
(H653(¢n+1) -+ Hess <¢;+n(n+l) ))
2
jest rzedu n.

Kladac ¢; = ¢; widzimy, ze z immersywnosci tr,, 4 W punkcie z (a wiec z immersywnosci
Lrue W punkcie z) wynika warunek B.2.
W druga strone, macierz z warunku B.2 ma postac

(Hess(gi‘) Hess(g3) -+ Hess gM)) =
(91, 90)In (92, Po) In
(Hess(¢y) Hess(¢s) Hess(¢s) ---) (91, 01)1n (g2, 1) 1n

n(n+1

Oczywiscie Hess(¢y), dla ¢ > n + , tak jak wyzej sa blokami zerowymi, a ponadto

<gi7 ¢]> = 07 dla ] S n,
co wynika z warunku B.2.
Zachodzi wiec rownos¢

(Hess(gf) Hess(gy) - Hess (g)) _
e

<g17 ¢n+1>ln e < n(n+1 ¢n+1>
<H688(¢n+1) o+ Hess ((b;kur"(n;l) )) : " :
<gl7 ¢n+ "("2+2) >In tt <gn(n2+1) 5 ¢n+n(n2+2) >In

42



Z warunku B.2 mamy, ze macierz ta jest rzedu n, a wiec i macierz

(H688(¢Z+1) -+ Hess (¢Z+n<n2+l>>)

jest rzedu n, co daje nam immersywnos¢ try¢ (1 trye)-

g

Twierdzenie 3.5. Koniecznym @ wystarczajgcym warunkiem aby poprawnie zdefiniowane
odwzorowanie L, byto iniekcjq jest
e Dla kazdej pary rozinych punktow z,( € M, z ustalonymi lokalnymi uktadami wspot-
rzednych wokdt z i ¢ oraz dla kazdej nieosobliwej n x n macierzy (pij)ij=1.n istnieje f,g €
H?Q)(M, Kyr) takie, ze
N NN : af
(FEOFEE-rEFE) A Eauaa (O 7w 0)
jako wektory (warunek B.3)

(Co nie wyklucza mozliwosci, Ze dla pewnych (nie wszystkich) i, i-te sktadowe tych wek-
torow mogq byé sobie rowne).

dg*
¢

(€)= g"(¢)

Dowodd. Koniecznosé:
Zalozmy, ze warunek B.3 nie zachodzi, czyli istnieja z # ¢ € M oraz istnieje nieosobliwa
n x n macierz (p;;)ij=1.n taka, ze dla wszystkich f, g € H&)(M, Kyy) zachodzi

(FOEO-7E50) = (FOFEO-70500)

W szczegdlnodci rownosé ta zachodzi przy wyborze [ = ¢, 9 = s, gdzie ¢g, @1, P2, ...
jest baza z konstrukcji Lu Qi-Kenga. Dostajemy

Fyp(2) = (pij)ig=1.nF(C),
gdyz rownosé zachodzi dla kazdej kolumny. Z definicji wiec ¢y, (2) = tue(C).
Dostatecznos¢:
Zalozmy niewprost, ze warunek B.3 zachodzi i ¢f,, nie jest iniekcja. Istnieja wiec z #
¢ € M takie, ze t1y,,(2) = t14,(C), tzn. istnieje nieosobliwa macierz (p;;); j=1.» taka, ze

Fo(2) = (pij)ig=1.nFp(C),
przy ustalonych lokalnych uktadach wspotrzednych wokot z i ¢, co w szczegdlnosci oznacza,
ze

<¢;ﬂ(z)aaf () = ¢ (Z)%f <Z>>i:1._n -

N NN ) ) s e NU IO
oo (FOFEO —OFE0) taenu()

Dla tak wybranych z,( 1 (pij)ij=1., wybierzmy f i g z warunku B.3. Z jednej strony

(FOEE-r@E@)  # o (FOEO-r0%©)

Z drugiej, mozemy wyrazic¢ f =Y o @sps 19 = 150 Bepr, gdzie as = (f, vs), Bk = (9, @)
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(rege-rege@) -

a > 8 s> SY's
(Zasm 2200 ) 5 i) >) -
1=1..n

s>0 k>0

(Z o (55 - i) 5 (z))) -

5,k20 i=l.n

(9 )ismrn (Z e (OGO ~ 4055 <<>)> -

s,k>0

dg*
¢

(Pij)ij=1.n (f*(C)

UzyskaliSmy sprzecznosc.

O-705©0) .

g

Przy zalozeniu immersywnosci ¢p, ,, izometrycznosé tp, , pomiedzy (M, (), a
im H? ~ . . . .
(IF <n, (d H<2>2(M’KM))> ,wFS> dowodzi si¢ tak samo jak w [Lu08]. Naturalnie zanurzenia

Pliickera nie trzeba modyfikowa¢. Dostajemy

Twierdzenie 3.6. Niech M bedzie zespolong rozmaitosciq, spetniajgcq warunki A.1, B.1 14
B.2. wtedy
<2)(M7KM))
)1
w

((dlmH
LPlip © Ly © (M, 3) — | CP " , WFS

zachowuge dtugosci krzywych.

Zbadamy teraz relacje pomiedzy odwzorowaniami tg,, 1 tr4,. Zachodzi nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 3.7. Niech M bedzie zespolong rozmaitoScig wymiaru n > 1, dla ktorej od-
WZOTOWANIE Ly, jest dobrze zdefiniowane, a odwzorowanie Lk, , jest iniekejqg. Wtedy rowniez
odwzorowanie Lu Qi-Kenga, i1, jest iniekcjq.

Dowdd. Dzieki Obserwacji 32 wiemy, ze zachodzi warunek A.2.
Ustalmy punkty z,( € M i nieosobliwa macierz (p;;);j=1.n. Wystarczy znalezé¢ f i g
spetniajace B.3. Wezmy pod uwage warunek B.1 w punkcie z. Istnieje nieosobliwy 2 x 2

ofp /4
minor (g?; ai’f) , D # ¢, T # s macierzy z warunku B.1. Mozemy zatem znalez¢ (zespolone)
0zs 0zs

stale A, B takie, ze Ag—f(z) + B%(z) =0i A%(z) + BZ—Z(Z) = 1. Niech f = Af, + Bf,.
Zachodzi rownos¢ f*(z) = 0 i %(z) =0, %(2) = 1. Dla f*(() istnieja dwie mozliwosci
dajace dwa przypadki.
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W przypadku gdy f*(¢) # 0 mozna znalez¢ (dzieki warunkowi A.2) g € H(Q)(M, Ku)

takie, ze ¢*(¢) = 01 X(¢*)(¢) # 0, gdzie X = (p,1,Dr2, -, Pra)". i-ta sktadowa wektora z
lewej strony wyrazenia z warunku B.3 Jest rowna 0 dla ¢ = r, a z prawej strony wynosi

mef 8@ (€)= F(QOX(g)(C) £ 0.

W przypadku f*(¢) = 0 mozna znalezé¢ (dzieki warunkowi A.3) g € H(OQ)(M, Kyy) taka,
ze g*(C) =01 g*(z) # 0. Tak wiec

PR -7 (D F () = —g°() £ 0.

Oraz

= dg* 8f*
p (FOFEQ - 7OF @) =S =0
oro (0550 -703610) = 2om
(|
Przyjrzyjmy sie sytuacji n = 1 i zwartym powierzchniom Riemanna. Znanym faktem jest,
ze W tej sytuacji
dim H°(M, Ky) = dimH&)(M, Ky) =h(M) =g,

gdzie g jest genusem M. Ustalmy punkt zy € M. Wybierzmy specjalna baze ortonormalna
przestrzeni H&)(M, K ), wzorowana na bazie z rozdzialu 2.3.

o € Hiy (M, Kur) : ¢5(20) € Ry

Taka forma zawsze istnieje, zob. |Lew69)].

. 01 (2)
1 € H(O2)<M, Ky 9i(20) =0, c?lz - =0,...
o™ ei(2) o™ pi(2)
T 020z =z 02.07 =z <Ry

Scistym odpowiednikiem specjalnej bazy funkcji w obszarach w C", bylaby sytuacja, gdy
my; = 1. W warunkach zwartej powierzchni Riemanna moze sie jednak okazaé, ze takie]
formy 1, prostopadlej do ¢y nie znajdziemy. Z drugiej strony wystapi (najmniejsza) liczba

0™ g1 (2) : 9"pi(2)

— =0, dl <m,———=— eR
0z..0z |z=20 ’ am m 0z..0z |z=20 *

i) L @o. Kladziemy m; = m.

m e N:

dp5(2)

) EH(OQ)(M,KM) 2@;(20)207 B :0,
2 |z=z0
Lo omei(z) 0, 23 g
02..02  |2=2 02..02  |2=2 02..02  |2=2

Ponownie moze sie okazaé, ze mg —mq > 1.

45



890;71('3)

@91 € Hip (M, Ky) = 0} _1(20) =0, T 0,...
z=20
amgfl_ISOZ—l(z) —0 M1y 1(2) cR
o 0z..0z |z=z0 ’ 0z..0z |z=20 *

Z kazdym punktem zg € M mozemy wiec skojarzy¢ ciag
O=mo<m <..<myg
liczb calkowitych i nieujemnych, wystepujacy w powyzszej konstrukcji.
Obserwacja 33. Przestrzeri holomorficznych (1,0)-form zerujgcych sie w punkcie zo do
rzedu co najmniej j jest wymiary g — min{i : m; > j}.
Dowdd. Przestrzen ta jest rozpieta przez formy @mingim,>j}, - Pg—1- O
Twierdzenie 3.8. Niech ny < ny < ... < ny bedzie ciggiem lukowym Weierstrassa w punkcie
29. Wtedy cigg mo < my < ... < mg_1 dla punktu zy, zdefiniowany powyzej to
ms="ngr1 —1,s=0...g — 1.

Dowdd. 7 twierdzenia Riemanna-Rocha wiemy, ze

dim L ((z — zo)o) = ord ((z — zo)o) +dim Q ((z — 20)0) —g+1=
0+¢g—min{i:m; >0} —g+ 1.
Wiemy, ze mg = 0, wiec powyzsze wyrazenie wynosi 0 + g — 0 — g+ 1 = 1, co odpowiada
faktowi, ze jedynymi funkcjami holomorficznymi (meromorficznymi rzedu 0) sa stale.

dim L ((z — 20)1) =ord ((z — zo)l) +dim Q ((z — 20)1) —g+1=
l+g—min{i :m; >1} —g+1=14g—-1—g+1=1,
co odpowiada faktowi, ze M nie dopuszcza funkcji meromorficznych, holomorficznych poza
{20}, posiadajacych biegun rzedu 1 w punkcie zy (stad ny = 1, por. Definicja 1.16).
Latwo sie przekona¢, ze rozpisujac twierdzenie Riemanna-Rocha dla (z — z)? dla j <

my + 1 caly czas bedziemy dostawa¢ dim L ((z — zo)j) = j, co oznacza, ze M dopuszcza

funkcje meromorficzna, holomorficzna poza {z}, posiadajaca biegun rzedu doktadnie j w
punkcie z.
Dla j = m; + 1 mamy

dim L ((z — zo)m“Ll) =ord ((z — Zo)mIH) +dimQ ((z — zo)m1+1) —g+1=
mi+1+g—min{i:m; >m;+1}—g+1l=m+1+9g—2—g+1=my.
Skoro wiec dim L ((z — 20)™ ") = dim L ((z — 2)™) to funkcja meromorficzna, holomor-
ficzna poza {zy}, posiadajaca biegun rzedu doktadnie m; + 1 w punkcie zq nie istnieje, wiec

Ng = My + 1.
Podobnie

dim L ((z — 29)"™) = ord ((z — 2)"™) + dimQ ((z — 20)™) —g+ 1 =
m;+g—min{i:m; >m;} —g+1l=mj+9g—j—g+1l=m;—j+1

dim L ((z — zo)ij) =ord ((z — zo)ij) +dimQ ((z — zo)ij) —g+1=
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m;+1+g—min{i:m; >m;+1} —g+1=mj+1+9g—(G+1)—g+1=m;—j+1
Stad dim L ((z — 2)™) = dim L ((z — 2)"™ ") i nie istnieje funkcja meromorficzna, ho-
lomorficzna poza {2}, posiadajaca biegun rzedu dokladnie m; + 1 w punkcie 2. Tak wiec
m; + 1 bedzie jedna z liczb n4, ..., ng. Zwazywszy na kolejno§¢ mamy n;,1 = m; + 1. O

Wyrazmy teraz a‘z—;zlog K*(z,z) w skonstruowanej specjalnej bazie. Istnieja dwa przy-
padki.
Gdy my, = 1
2
020Z

995 (2) 9¢;(2) 9471 (2) 9¢7 (2) EPHE )&PS(Z)
0z |z=z0 0z |z=z20 0z |z=z0 0z |z=20 ¥“ol%0

log K*(2, 2)|s=2 =

(903(20)903(20))2
Bt (2) 2

0z  |z=z29

 lep(zo)l?

> 0.
Gdy m; > 1
2

020%

* ¥ Opi(z Opi(z % Ol (z % Op*(z
900(20)900(20) cpé)z( )|z:zo S0802( )|z:z0 - SOO(ZO) cpé)z( )\z:ZOSOO(ZO) 905; )|z:z0

(5(20)5(20))*
Z drugiej strony my > 1 oznacza, ze ny > 2, a wiec M dopuszcza funkcje meromorficzng
o jedynym biegunie w punkcie zg, rzedu 2. Stad dostajemy

log K*(2,2) 2=z =

=0.

Twierdzenie 3.9 (Lewittesa, zob. [Lew69]|, gdzie “Bergman metric” oznacza co innego niz
nasza definicja metryki Bergmana). Zwarta powierzchnia Riemanna dopuszcza metryke Berg-
mana wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie jest hipereliptyczna.

W wyzszych wymiarach wynikéw na temat istnienia metryki Bergmana jest bardzo mato,
zob. [CZ02].

Przyktlad 3.10. Dla zwartej powierzchni Riemanna o genusie 2 odwzorowanie Kobayashiego
jest dobrze zdefiniowane, a konstrukeji Lu Qi-Kenga nie da sie przeprowadzi¢.

Dowodd. Warunek A.1 zachodzi dla kazdej zwartej powierzchni Riemanna, zatem tg, , jest
dobrze zdefiniowane. Ciag lukowy Weierstrassa w kazdym z szesciu punktow Weierstrassa to

1,3,
wiec m; = 2 i oznacza to, ze kazda forma f € H(Oz)(M, Kyy), ktora sie zeruje w danym
punkcie Weierstrassa zy, dodatkowo spelnia %IZZZO = 0. Nie jest wiec spelniony warunek

B.1.
U

Uwaga. 7Z Twierdzenia 1.14 wynika, ze rozmaito$¢ z powyzszego przykladu jest zwarta
hipereliptyczng powierzchnia Riemanna, a zatem z Twierdzenia 3.9 wiemy, ze odwzorowanie
Kobayashiego nie jest globalng immersja. Immersywnos¢ popsuje sie doktadnie w sze$ciu
punktach Weierstrassa.
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Przyklad 3.11. Na nie-hipereliptycznej zwartej powierzchni Riemanna o genusie 3 odwzo-
rowanie Kobayashiego jest globalnag immersja, natomiast odwzorowanie Lu Qi-Kenga nie
jest immersja, a punkty w ktorych wystepuje obstrukcja to doktadnie punkty Weierstrassa,
ktorych jest od 12 do 24.

Dowdd. Skoro powierzchnia nie jest hipereliptyczna, z Twierdzenia 3.9 wiemy, ze metryka
Bergmana istnieje, a zatem vk, jest immersja.

Z Twierdzenia 1.17 i Definicji 1.16 wiemy, ze mozliwymi konfiguracjami sa

e 24 punkty Weierstrassa i w kazdym z nich ciag lukowy ma postaé

1,2, 4,
241

e | punktow Weierstrassa z ciaggiem lukowym 1,2,4 i z ciggiem lukowym 1, 2,5, dla
1= 0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22. Pierwszy przypadek jest przypadkiem generycznym
(zob. [KK77] gdme podano konkretne przyktady takich powierzchni Riemanna). Wlelmy, ze

kazda forma f € H(Q)(M Kyy), ktora sie zeruje w danym punkcie Weierstrassa zg i é’: oy =
32f>s<

0, dodatkowo spetnia 9297 | 2=20

= 0, zatem nie jest spelniony warunek B.2. U

W zwiazku z mozliwoécia poprawnego zdefiniowania odwzorowan Kobayashiego i Lu Qi-
Kenga na rozmaito$ciach, przenosza sie tam rowniez Twierdzenia 0.1 i 0.2. Teraz juz tatwo
podaé¢ dowodd Twierdzenia 0.4.

Dowdd. Ustalmy punkt zo € M. Jezeli diamM < 7, to M jest zawarta w kuli geodezyj-

nej {z € M : disty(z,20) < 5}, a zatem w; jest globalnie zdefiniowang niestaly funkcja
holomorficzna, ktéra oczywiscie nie moze istniec. U

4. PRZYKLADY

Wspoélna cechy trzech ponizszych przykladow jest analiza pierscienia P, C C. Podsu-
mujmy wiedze na temat jadra Bergmana dla P,.

Twierdzenie 4.1 (zob. np. [JP93|). Jgdro Bergmana dla piericienia P, na plaszczyinie,
Kp (2,(), ktore bedzie skrotowo oznaczane przez K, dane jest wzorem

242 2j
(4.1) Ko+ ‘1Z< 4 r._2>-

7TZ< IOg 7’2 —r2+2j + zC) (1 — 7’212<)

Bezposrednim skutkiem tego twierdzenia sa wzory

B 1 R 2r1¢
o= 722( log(r?) i Z ( (—r2+2 + 25)3 - (1 —T2jz§)3

J=0

2 > 61242 6r9¢"
Kll - 37 1ao(12) 1 2 Z 249 + 27 7\4
723( log(r?) r+3—|—zC (1—7”32()

2 - 62120 22 6107 2
Kit = ——=—— 2) Z 1T 4
7rz<’ log(r — \ (—r2+% + ZC (1 _ TZJZC)

= 2r2+2 2rti 2
Ky = ﬁ s 3
w2(2 log(r = 242 ZC) (1 — 7~2JZC)
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1 00 67,2+2jz_ 2p2+2j
o= 1 (S
0

7TZ2C2 log 7“2 — 242 4 Z<)4 (_r2+2j + 25)3

n 6% 2 n 274
(1—r2jZC_)4 (1—r2jzf)3

Kir = —2 Z 247’2“]';;(_2 + 12T2+2j5
Z3C2 log r2 — —r2+2j o ZC_)S (_T2+2j + 25)4
247“8J 2(? 12r%¢
(1=r20)" " (1=r2)’
oo 9 Z 247“2+2jz2§ N 1272+27
111 — WZQC;; log — — 2425 —1—25)5 (—r2+2j +z§)4
24787 22§ 12769 2
+ NG + . \4
(1—r¥2() (1—r%2()
4 B 1207212222 9672+ 2
Knir = —33 3 Z : 6 . =\ 5
723(3 log(r —r2+2j 4 ZC) (—7“2”] + ZC)
1272+2 120r10]z2c2 961" ¢ 120
Y i 5.6 2500 2% ,0)*
(20" (12" (1) (1)

4.1. Przyklad pierwszy. W tej czesci przeanalizujemy doktadnie zachowanie krzywizny
metryki Bergmana dla pierScienia. Pierwsze wzmianki o globalnym zachowaniu tej krzywizny
pojawily sie juz w [Sui72|.

Poniewaz pierscieri ma gtadki brzeg, z twierdzenia Klembecka (zob. Twierdzenie 1.23)
wynika, ze

li = —1.
PraiglaPr RP’“( )

Gdy r — 07, obszary P, beda wyczerpywaé¢ dysk jednostkowy z usunietym srodkiem
D\ {0}, dlatego tez mozna sie spodziewaé, ze odpowiadajace roznym r krzywizny metryk
Bergmana beda dazy¢ do krzywizny metryki Bergmana obszaru D \ {0}, ktora jest rowna
krzywiznie calego kota jednostkowego D (stala —1). (W przypadku jadra Bergmana jest
to teza twierdzenia Ramadanova, zob. [Ram67|). Przypuszczenie to jest stuszne, jednakze
zbieznosé jest tylko lokalnie jednostajna (a nie jednostajna). Co wiecej, numeryczne ekspery-
menty wskazuja, ze globalne maksimum krzywizny metryki Bergmana zbliza sie do 2, wraz
z dazeniem r do 0 oraz globalne minimum zdaje sie by¢ nieograniczone.

Wykresy umieszczone ponizej prezentuja zachowanie krzywizny, gdy zostanie ona zawe-
zona do odcinka (r,1) C R, dla réznych wyboréw r (na krzywizne pierécienia patrzymy jak
na funkcje z P, o wartosciach rzeczywistych, tak wiec zawezenie bedzie funkcja z odcinka w
(_007 2))

Wspomniane eksperymenty numeryczne, bedace tylko heureza, zostana potwierdzone ana-
litycznie poprzez dowdd Twierdzenia 0.5. Naszym pierwszym celem jest podanie bardzo tech-
nicznego, lecz catkowicie Scistego dowodu tego twierdzenia. Znacznie prostszy dowod zostal
podany przez Zwonka, zob. |Zwo|. Uzyskal on ponadto pelna charakteryzacje granicznego
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-0.98 1

—100F -2r \
—102f _af \

‘ s s s s
_106[ 02 04 06 08 10

I I I I I
-1.081 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-1100 -6+
(a) dla r=0.1 (b) dla r=0.01

201

15¢

il IV

o{\ e

0.0

‘ ‘ ‘ ‘ ‘
005 010 015 020 025 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
—a0l ' 005 = 010 015 020 025

(c) dla r=0.001 (d) dla r=0.001, w poblizu maksimum

RYSUNEK 4. Wykres krzywizny pierécienia P,, zawezonej do odcinka (r,1)

zachowania krzywizny Rp,, dla wszystkich poteg r (nie tylko % i % jak w naszym przypadku).
Konkretnie zachodzi

Twierdzenie 4.2. Dla pierscienia na ptaszczyénie P, zachodzg nastepujgce rownosci

lim Rp (r*) =2, dla o € (0,1/3] U [2/3,1)

r—0+t

lir(l)q+ Rp, (r*) = —o0, dla o € (1/3,2/3).
Nastepnie wykorzystujac Twierdzenie 0.5 skonstruujemy przyktad, dowodzacy Twierdze-
nie 0.6. W tym celu wykorzystamy znana (pojawiajaca sie np. w [Cat89| lub [Her03]) technike
lokalizacyjna, ktora jest mocno zwiazana z geometrig obszaru.

-—K;z{l - %) Wykorzystujac Obserwacje 28, przedstawimy krzy-

wizne metryki Bergmana dla pier§cienia Rp_, przy pomocy kolejnych pochodnych jadra Berg-
mana K, zawezonych do z = (, jako

Oznaczmy przez S :=

Rr () = " Ai(2)

gdzie
A 4K K3 A 2Ki KKy’ 4 ~ 8K{PK Ky
TR TS RS
4, - 2K Ki? Ky 1 4K K, Ki1° 4 6Ki* K,
4 — K4S3 ) 5 — K483 ) 6 — K482 )

o0



2K K,y 8Ki Ky Kyt 2K, ;2
S S e ew 0 Mg
2K Ki? Kyp 2K Ky Kqq1 2K Kyt
Ay = KA g3 ) Ay = K393 ) Ap = K2—82
A 2K1* Ky Ky A Ki K31 Ky Ky Ao — 2K1? K1 Ky
13 K5 S3 ) 14 K4 Sg > 15 — K4—Sg>
2K;2K Ky Kig Ki K1 K
A16 Klg 8211 ) A17 == Izlg 8211 ) A18 == - ! Kélsl:; H )
Ay 2K’ Ky Ky Ay Ki1 Ky Kyig Ay — 2 K1 K1 Kyig
K*'s? B K3s? B K3s?
2K5 Kygg Kii1 Kiig Kii11
A22 K2 SQ ) A23 = K2 Sg ) A24 = _K—82

Bezposrednimi rachunkami, korzystajac ze wzoru (4.1) i nastepujacych po nim wzorow,
sprawdzamy, ze przy specjalnym wyborze ( = z = \/_ €R,,r < /r <1 dostajemy

r2i
Ke
r log (r?) Zo ( r1+2j + ) + (1— r2j+1>2)
1 = 2347 22t
Kl:KT:é—z—HT Z 1+2; 3 2j+1)3
7r2 log(r?) par; (—r1t2 4+ 1) (1 —r2+1)

9 o0 Grit2i Gr2i—1
Kin=Kii = ——5——+ -
11 i1 w2 log(r?) +m Z ((_7,1+2j + 1)4 + (1— 702j+1>4

j=0
Kij=——F5——+7"
11 72 log(rz) + 7 ]z:; ((—T1+2j + 1)4 + (—7“1+2j + 1)3
Gr2i—1 2p2i—1
(1 — r20)t (1 = p2i+1)3

Klli == Klii = # + 7T_1 Z 247’%+8j N 127né+6j
WT% 10g<7’2) =0 (—r1+2j + 1)5 (_,r1+2j + 1)4

24722 12023
Ty

4 - 12071072 967 %
Kt = ——5——5 + 7'
e Z <<—r1+2a‘ Fr ey
12757 120722 967212 1272772
+ . 4 + . 6 . 5 + . 4
(=2 )T (1= (=2 (1= )

Wszystkie powyzsze szeregi sa lokalnie jednostajnie zbiezne w kole jednostkowym oraz
wszystkie wyrazy sa postaci f(1/r), gdzie f jest funkcja R-analityczna (z wyjatkiem poczat-
kowych wyrazow, ktore w niektorych przypadkach maja osobliwosci). Dlatego suma kazdego z
powyzszych szeregow jest postaci F'(1/1)+ czesé osobliwa, gdzie F jest funkcja R-analityczna,
mozna wiec zapisac:
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1
K=——— +7'(2+4 2 3
Tlog(r2)+ ( +4r +8r* 4+ O(r ))

1 2 5
K:K—:3—+7rl(——4 —87"2+Or2)
1 1 7T7“§10g(7"2) \/F \/_ ( )

2
KllzKﬁ:_W‘i‘ﬂ ( +24+0(r )

1
gy (- 204640+ O
(r?)

w\»—'

2 12 72
Kot =Kiji = ———— 47 (-2 -2 1 0
t H Tr2 log(r?) " < rs AT )
4 » (36 288

—W‘f—ﬂ' ﬁ—FT—f‘O(O))

Uwaga. W powyzszym zapisie zawsze potegi r w wyrazie i w O(r?) sa w nastepu-

) ) - mre log(r?)
jacej relacji
(1) a+B>3.

Udowodnimy teraz, ze mozemy sie pozby¢ wyrazéw "O"we wzorach reprezentujacych
wyrazenia A;(y/r), j =1, ..., 24, przy powyzszej notacji.

Lemat 4.3. Niech A;“(\/F) bedzie wyrazeniem A;(\/r), z usunietymi wyrazami zawierajgcymi
"O". Zachodzq rownosci

lim A;(y/7r) — A;‘(\/?) =0,7=1,...,24.

r—0t
Dowdd. Rozpatrzmy najpierw wyrazenie ( USESINE K”) Mamy

KKy Ky Kg K=Ky Ky
5= K2 K K> B

Licznik tego wyrazenia to

1 1 4 1
— -+ -+20+64 O(r? —_— 4+ 244 &% + O(r®
2 ( r2log(r?) + r +20+64r + O(r )> ( rlog(r?) +24+4r+ 87+ 0 ))

2
1 1 -2 3 5
e = a0
& (rilogw i ( >>

a mianownik

1 _ 1
2 rlog(12)

Mozemy sie pozby¢ statych # Wymnazajac nawiasy w liczniku dostajemy

2
+ 2+ 4r + 8r° +O(r3)> :

! 5
7”3 lOg(?"Q) |:448 log (7“2) ’[“6 + 352 log (’["2> ’["5 + 810g (,,,.2) O(,,,,?),,,.5 + 16 log (T2) 0(7"2)7’9/2

+1921og (r2) rt + 4log (r2) O(r2)r* + 641og (%) O(r*)r* + 8log (1) O(r3)r™/?

52



_ log (7“2) O(T%)%ﬁ + 40 lOg ( ) rd 4 210g ( ) )7,,3 +20 IOg ( 2) 0(7’3)7’3
+1log (12) O(r2)O(r*)r® — 561" + 4log (r2) O(r Hr 5/2 1 4log (%) 12 — O(2)?
+4log (1) O(r*)r? = 167 = 20(r3)r*"2 = O(s*)r — 2r]

Kazdy wyraz, zawierajacy “O” jest rzedu O(r?), tak wiec rowniez ich suma jest rzedu
O(r?). Grupujac osobny wyrazy zawierajace i niezawierajace “O” dostajemy

W (448 log (TQ) 7% + 352log (7"2) 1 1921log (7"2) 4 40 log (Tg) .3

—561% + 41og (7“2) r? —16r% — 2r + O(r4)) :
Wyciagajac r przed nawias dostajemy

W (448 log (7“2) r® 4+ 352 log (7«2) r* 4192 log (7“2) " 4 40 log (7“2) 2

—567% + 4log (7"2) r—16r — 2 + O(rS)) )
W tym miejscu widoczne staje sie dlaczego a+ 8 = 4, a nie 3 w rozwinieciach K, Ky, Kz
i Kq1 powyzej.
Uzyskane wyrazenie zapisujemy jako
— (-2 o@r®
g (2 Q)+ 067).

gdzie Q(r) jest suma wszystkich sktadnikow sumy w nawiasie, poza —2 i O(r?). Oczywiscie

Q(r) jest rzedu O(rlog(r?)).
Mianownik transformuje sie do

WTl(TZ))? (—1+2rlog(r?) + 4r?log(r?) + 8 log(r?) + rlog(r?)O(r*))” .
Ostatecznie
(4.2) S = rlog(r?) (=2 + Q(r) + O(r?))

(=1 + 2rlog(r?) + 4r2log(r2) 4 8r3log(r2) 4+ rlog(r2)O(r3))*

Po przeprowadzeniu elementarnych algebraicznych przeksztalcen dostajemy

Aj(Vr) =
+1(=2 4 Q(r) + O(®) ™ [T (af + afrey log(r?) + .. + agl, v+ log(r2)O (ke )
(rlog(r®)) [T, (b + 6777 0g(r2) + .+ b, %0 Log () O(r7200))

Powyzej p; jest potega, z jaka S wystepuje we wzorze na Aj, tzn. p; = 2, dla B B
Jj =6,7,8,9,12,16,17,22,24, a w pozostatych przypadkach p; = 3. Liczby o i g, dla
ustalonych i, 7 formuja ciagi (indeksowane przez [) skladajace sie z k(ij), wzglednie s(ij)
dodatnich liczb wymiernych, ktore sg rosngce dla 1 < [ < k(ij) — 1, wzglednie 1 < [ <

s(ij) —1. W szczegolnosei taki zapis ma wyrazenie, ktorego kwadrat to mianownik wyrazenia
S,

—1+ 2rlog(r®) + 4r*log(r?) + 8r° log(r?) + rlog(r*)O(r?).
Notacja k(ij) i s(zy) ma na celu podkreslenie faktu, ze dtugosé kazdego m@gu zalezy réwniez
od i i j. Liczby a)’ i b sa pewnymi (calkowitymi) stalymi. Wreszcie i) T Mgy = 31
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6?(2;‘) + (5?('”) > 3, ze wzgledu na (f). Dalej dokonamy zmiany oznaczen k(ij) i s(ij) na k i s,
jednakze caly czas bedziemy pamietac¢, ze zaleza one od ¢ oraz j.
Licznik wyrazenia A;(y/r) — Aj(y/r), nie biorac pod uwage wspolnego mianownika

Cea(y O
" k-1 L | g
H <agj + Z afjra? log(r?) + azj'r’o‘? 10g(r2)0(r7'?)> X
i=1 =1
n s—1 )
T (5 + S0 hogtr) x (24 QU
i=1 =1
" s—1 | | |
— H <béj + Z b;jrﬁl” log(r?) + bijrﬁy log(TQ)O(r‘s?)) X
i=1 =1
m; el
H (aéj + Z aﬁjro‘? log(r2)> x (=24 Q(r) + O(r*))"
i=1 =1

i widzimy, ze po wymnozeniu nawiaséw wszystkie wyrazenia niezawierajace “O” redukuja
sie nawzajem. Pozostale wyrazenia sa rzedu O(r®log(r)), ze wzgledu na (), a wiec ich suma
takze jest rzedu O(r3log(r)).

Mianownik to

nj s—1

(rlog(r)y [ (béj + 37 67 log(r?) + b log(rz)O(r‘ﬁj)) X
i=1 =1
g N s—1 o
H <b6j + bejrﬁlj 10g(r2)> X (=24 Q)" x (=24 Q(r) + O(*))" |
i=1 =1

co jest rzedu dokladnie (rlog(r?))P, tj. jest rzedu O((rlog(r?))?) ale nie jest rzedu

o((rlog(r?))?7), poniewaz zadne by nie jest zerem, 3’ > 0 oraz £ + §Y > 3 > 0, z czego
wynika, ze iloraz

O(rlog(r))  O(r*log(r)) r*log(r)

(rlog(r2)rs — rdlog(r) (rlog(r?))w
dazy do 0. U

Obserwacja 34. Przy okazji udowodnilismy (we wzorze (4.2)), ze
T, (V7) = S ~ —2rlog(r?).

Wyrazy A} moga by¢ asymptotycznie oszacowane w nastepujacy sposob:

1 7 12 30
Ass(Vr) = —— 3 2 37 2
(V) 213 (log(r?)) + r2 (log(r?)) * r2 (log(r?)) rlog(r?)
1 6 12 22
A5 (Vr) = 3~ 7~ 3 2
V% s o)~ 7 (og(?)? 7 (log(?))° * 7log(r?
1 11 12 18

Ago(Vr) = 3 2 3 2
(V) 273 (log(r?)) 212 (log(r?)) r2 (log(r?)) * rlog(r?)
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Afg(Vr) = pw (10;(r2))3 t 2 (10§(r2>>2 i (101;2(702))3 - mﬁﬂ)
AV~ o3 (101g(7~2))3 P (13;(7«2))2 2 (lolgz(ﬁ))?’ “01;7”2)
A (V) ~ = (102;(7«2))3 o (15;(7«2))2 r? (101g2(7"2))3 B “Olg:zﬂ)
AV~ = (101g(r2))3 t 2 (10§(r2))2 T (101;(7»2))3 2 1§g1(7’2)
AV~ o5 (lolg(TQ))3 R (107g(7“2))2 2 (101:(7"2))3 ’ 7“10%8(7“2)
AnVn > o5 (1olg(r2))3 R (1og6(7“2)>2 s (101;(7“2”3 " “02;(7”2)
AoV~ =55 (101g(r2))3 2 (log5(r2>>2 2 (101%2(7”2))3 ) “01;7"2>
A (V1) = (101g(r2))3 T2 (102(742))2 = (101g2(7’2))3 N rlolg(zﬁ)
AV~ =55 (lolg(r2))3 "o (109g(r2))2 T (10152(7"2))3 : ”0527“2)
AV~ <1og1<rz>>3 RE <log8<r2>>2 s <102;Er2>>3 " “02;27"2)
AV~ o5 (lolg('r’Q))s R (107g(7"2))2 o (1;32(7“2))3 “0:(7‘2)
AV~ =53 (kjgw))?’ = <lo§<r2))2 r? (1022@2))3 . ”02(7"2)7
gdzie za kazdym razem
A~ 5 (lozj(ﬂ))?’ r2 (101;]@2))2 s (lo;]fr2>>3 " ’”102?7’2)

powinno by¢ odczytywane jako

. . 3 2N\3 _ 1 * _ aj 2 2\\2 _
i A5V 108 = ay lim (A7) 50 ) rlos(r?) =
tim (A3(VF) — = ) p2(log () =
o TV T 5 log ()P 12 (log (1)) ”

. \ a; b ¢ 2
; — — — 1 =d
T]iré1+ (AJ(\/F) r3(log(r?))®  r2(log(r?))?  r2(log(r?))3 rlog(r”) = d;
Pozostale wyrazy maja nastepujace rozwiniecia asymptotyczne
1 11
A3 ~
4(V1) S g ¥ Tlog(r)
1 8

ARV = o ta)E ~ TTog(rd
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B 1 _ 6
2r2(log(r?))?  rlog(r?)

A (V) =

. N 1 5
Ajg(Vr) ~ 2r2(log(r?))? + rlog(r?)
ATV~ = —
12 T2 (log(r2))?  rlog(r?)
. - 1 B 4
ANV X =350~ rlog(r?)
* - 2 12
AW FogiE T Tlog(r)
o 1 5
A7 (V) = 2r2(log(r?))? + rlog(r?)
3 6

HYGE

_2r2(log(r2))2 B rlog(r?)’
gdzie za kazdym razem

. a, b,

V) ;

- r2(log(r?))? + rlog(r?)

oznacza

lim A% (v/F)r(log(r?))® = a;, lim (A;f(\/?) - “—J) rlog(r?) = b;.

r—0 r0+ r?(log(r?))?

Sumujac wszystkie powyzsze wyrazy dostajemy

im(\/?)z 0 + 0 + ! T
= r3(log(r?))® ~ r2(log(r?))>  r2(log(r?))* = 2rlog(r?)’
Stad
24 24
lim DA (Vi) = lim D AT(Vr) = —oo.
j=1 j=1

Dowodzi to pierwszej cze$ci Twierdzenia 0.5.

Uwaga. Ze wzgledu na symetrie w pierscieniu (por. z Obserwacja 35 ponizej) tatwo wy-
wnioskowaé, ze w punkcie % wystepuje ekstremum funkcji

0,1] 5t — Rp, ("),

dla dowolnego ustalonego r. Rachunki wskazuja, ze w punkcie tym wystepuje minimum lo-
kalne, dlatego tez wybralismy ¢ = z = y/r w Twierdzeniu 0.5. Lokalizacja punktow, w ktorych
t — Rp,(r') osiaga maksimum lokalne nie jest jednak mozliwa elementarnymi metodami. Nie
ma tez a priori pewnosci, ze punkt ten (lub punkty) nie zalezy od r. Eksperymenty nume-
ryczne wykazaly, ze taki punkt powinien wystepowaé¢ "w poblizu* wartosci ¢ = %. Okazuje
sie jednak, ze wybor t = %, podyktowany heureza, jest asymptotycznie dobry dla dalszych
rozwazan, nawet bez wiedzy, czy rzeczywiscie przy r — 07, ktory$ z punktow krytycznych
funkeji ¢ — Rp, (') dazy do 3.
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Dla specjalnego wyboru ¢ = z = rio € Ry, r< rio < 1 dostajemy

1 > r2 r2ts

K=—-—g——+71 ") ——

7rs log(r?) s (_T§+2J + 1) <1 _ T2j+§>2

1 s 2o +47 23+
K]_ = il 9 + Z N ' 3 . 3
710 log(r?) o (_7,5+23 I 1) (1 _ 7“2”5)
Ki =K,
3 . 1 .
2 B o 6,r.g+6] 6,,«34‘2.7
K11 = 2 +m 1 Z 1 + N
5 log(r?) = ( . 1) (1 _ T2]+g>
Ki1 = Ky
1 - e 6T%+6j 94
KH:—Q—2+7TIZ — 7T . 3
715 log(r?) o (—r3+27 i 1) <_r3+2g n 1)
6r%+ts 22t 3
+ 4 3
<1 — T%”j) (1 — r2j+%>
2 = 247168 127016
Kint = — ~ T IZ
7r2 log(r?) =0 < . e 1) ( ret2 1>
2472 =15 12r%~1o
— . ) 5 _|_
(1 _ 7ag+2j> (1 _ r23+5>
Kyt = Kuig

4 > 12071%9+3 9675+59
ey N
5 2 3 - 6 3 . 5
7rs log(r?) gy (_Tg+2g I 1) (_7,5+2g n 1)

12767 120723 96123 12723

e (e B = )

Analogicznie jak powyzej, kazda suma szeregu jest postaci G(r %)4— czes¢ osobliwa, gdzie
G jest funkcjg R-analityczng. Teraz

1 .
K=———— +a 1+ 23 415 + 35 + O(r
7rs log(r?)

o

)
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1
+ W_I(QT% — 272 4 6rio + O(r%))

K =Kj=—
' o log(r?)
2
KH = Kij = % + 7T_1(67“% -+ O(T%»
7rs log(r?)
1 1
Kij=——5——— +7 Y24 4r5 + 12r5 + O(r3))
7rs log(r?)
2 12
Kyt =Kyt = —5——+7" (__1 + O(Tﬁ)>>
712 log(r?) rio
4 36
Ky = ——g—— +7 ( 7+ 0(0)) :
7rs log(r?) rs

Tym razem w powyzszych rozwinieciach mamy
9
(t1) a+ 3> 5

dla «i 8 bedacych potegami r w W i stosownie w O(r?). Przejscie z A; (rl%) do A3 (ri%)
jest prawie takie samo jak powyzej, musimy tylko poprawi¢ wyrazy (rlog(r?))P (w naszym

przypadku zamieniamy je na rPi 10g(r2)§pﬂ') oraz rozpatrzy¢ nowe liczby p;, mianowicie p; =
S dlaj=6,7,8,9,12,16,17,22,24 i p; = 2 w pozostalych przypadkach.

Rozwiniecia asymptotyczne wyrazen A;(r%) to:

A () e — 4 N 16 N 96 L1
“ rs (log(r2))* 5 (log(r2))* 75 (log(r2))*  r (log(r?))”
_ 24 B 376 B 1212 _ 32 B 384
rilog(r2) 13 (log(r2)® 7t (log(r?))*  r3(log(r2)®  rf (log(r?))®
—1LS+16
r% (log(r2))
A;1<T%) ~ 3 ! ~ 6 2 ~ "6 0 - - 213
r3 (log(r2))® 78 (log(r2))*  r% (log(r2))® 7 (log(r?))
+ 12 288 1212 24 384
rilog(r2) 73 (log(r2)®  r5 (log(r2))® 7 (log(r2)? s (log(r2))?
+1L3 )
r3 (log(r?))
A;0<T%) 9 ! 37 "6 = ~ 7% o 3 - 2113
r3 (log(r2))® % (log(r2))?  rs (log(r2))* 1 (log(r?))
12 296 1212 28 384
+ + 3 2 + 3 3 + 2 + 2 3
rilog(r2) 13 (log(r2)® 13 (log(r2))®  r (log(r?))?  r3 (log(r?))
24
+1—3 -
r% (log(r?))
3 4 8 96 12
Afg(rv) = —— 3 G [ 3 3
) ety T T ogt) | T ogt ) T 7 (o8]
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B 4 _ 224 B 1212 B 16 B 384
rPlog(r?) 73 (log(r2)® 13 <1og2<22>>3 vt (log(r2))® % (log(r2))?
A’{g(r%) . 4 _ 12 - 96 _ 122 i

S (log(r2))® 75 (log(r2)). % (log(r2)* 7 (log(r2))
12 296 1212 28 384
+ + 3 2+ 3 3+ 2 + 2 3
Flog(r?) | 73 (log(r2)2 | 73 (log(r?))® % (log(r?))2 | 73 (log(r?))
T
3 (log(r2))
3 4 8 96 12
AT5 i) N ——5 6 D) 6 3
) T ety T T ost)) | T (ogt®) T 7 (os(?)
_ 4 _ 208 _ 1212 _ 20 _ 384
rslog(r2) 73 (log(r2))” g(10g2(4 )? s (log(r2)? 75 (log(r2))®
7 (log(r?))°
3 4 8 96 12
AT4 ri) N ——3 6 6 3 3
) T togr) T 7 g0 T e (log(r?)) T (log()

B 4 _ 216 _ 1212 _ 24 _ 384

rPlog(r?) 73 (log(r2)? 13 <1og2<22>>3 vt (log(r))® % (log(r2))?
ATS(%)NQ ! 3 "6 : 2 6 0 3
3 (log(r2))® 75 (log(r))® % (log(r2)
_ 12 144 1212 12 384
r(0g(r2))® 73 (log(r2)? | 73 (log(r2) | 13 (log(r?)) 7% (log(r?))”
T
3 (log(r?))
A>(1<1<7“%) 9 : T % = T s o - 122 3
S (log(r))® 7% (log(r2))® % (log(r2)* 7 (log(r®))
12 288 1212 24 384
+ + 5+ 3 3t 2 5+ 2 3
rSlog(r?) | 73 (log(r2)? | 73 (log(r?))® | 1% (log(r?))2 | 73 (log(r?))
T
3 (log(r2))
3 4 8 96 12

App(rio) = —— 3 G G 3 3

) T ey T T ost)) | T og)) T 7 (os(?)
4 - 224 _ 1212 _ 16 - 384
rSlog(r?) 78 (log(r2))? ?<1og2<4 )F T 7E (log(r2)? 7% (log(r?))?
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96 12
9 3 + 6 + 6 3
rs (log(r?))® s (log(r?))*  rs (log(r?)) (log(r?))
_ 4 B 200 1212 B 16 384
rslog(r2) 75 (log(r?))® 13 (log(r2))® 15 (log(r2))* 75 (log(r?))
B 24
5 (log(r2))*
3 4 8 96 12
A1) = —— 3 4 2 [ 3
(o) r5 (log(r?)) * r5 (log(r?)) * r5 (log(r?)) (log(r?))
4 208 1212 20 _ 384
relog(r2) 75 (log(r?))® 72 (log(r2))® 3 (log(r2))* 7% (log(r?))’
24
5 (log(r?))
A;(r%) ~ 8 i 8 192 :
rs (log(r?))” 75 (log(r?))” 7 (log(r?))
24 272 2424 16 768
- 51t 3 2 + 3 3 + 3 2
(log(r?))” 735 (log(r?))” 75 (log(r?))”  r5 (log(r?))” 5 (log(r?))
. 48 i
¥ (log(r))
P Y p— -
rs (log(r?))”  rs (log(r?)) (log(r?))
12 n 144 1212 . 12 384
(log(r?))” 73 (log(r?))® 75 (log(r2))® = 15 (log(r2))* 5 (log(r2))*
24
+—
% (log(r))
P — 6
1 rs (log(r?))® 7% (log(r?))
n 12 _ 72 _ 1212 _ 384
(log(r2))* 75 (log(r?))® 75 (log(r?))* 73 (log(r?))*
24
rs (log(r?))*
/now
A;(T%)% . a; . bj _ Cj - dj
rs (log(r?))® s (log(r?))*  rs (log(r?)) (log(r?))
R fi n 95 LN n i
rslog(r?) 15 (log(r2)* 73 (log(r2))* 73 (log(r2))* 7% (log(r2))”



oznacza, 7ze

lim A% (r %)r% (log;(7“2))3 =a;, lim (A’;(Tl%) - a—]ﬂ))g> rs (log(r2))2 =),

r—0+t r—0+ 7«% (10g<
. v, 3 a; b; c d;
lim | A% (rw) — — J 3~ % J 5~ 6 J 3~ 32 3
o0t rs (log(r?))” 75 (log(r?))” 75 (log(r?))” 7 (log(r?))
B €; B fj . 9j . hj . ij

P log(r?) 1 (0g(2) 13 (0g(r2))” 1 (l0g(r%)” 1% (0g(r?)°

K, .,
r (log(r2))* )7
(aby usprawni¢ rachunki mozemy polozyé¢ r = ¢'° i liczy¢ lim, g ...).
Rozwiniecia pozostatych wyrazen to:

A§4(T%) ~ 5 - + = + o + ° 5 — 12
rs (log(r2)®  rslog(r?)  rs (log(r?)* 75 (log(r?))
ASy(r %) ~ =% - N : 3 o - 2 : ; T4
rs (log(r?))*  rslog(r?)  rs (log(r?))”  r5 (log(r?))
Al (r %)N G - — 3 : 3 o 7~ 2 : 5 T4
rs (log(r2))?  rslog(r?) 15 (log(r2))” 15 (log(r?))
3 4 4 64 8
AT(}( O) ~ = 2 + = + = 2 T =
rs (log(r2)®  rslog(r?)  rs (log(r?))* 75 (log(r2))”
Afy(r %) ~ % : 3 : 3 o - 2 : ; T4
rf (log(r2)?  rilog(r?) 13 (log(r?)® r? (log(r2))
P SO T B R S
rs (log(r?))*  rslog(r?) 75 (log(r?))” 15 (log(r?))
3 8 8 128 16
Ag(ro) = —— + + 3 +
rs (log(r?)®  rslog(r?)  rs (log(r?)* 75 (log(r?))”
3 4 4 64 8
A*( 0) ——3 + — + = + —
rs (log(r?))*  rslog(r?)  rs (log(r2))®  r5 (log(r?))?
6 96 12

Ag(rio) = — 2 3 T3 d
(re) ~ - (log(r2))? 75 (log(r2))®  r3 (log(r?))

Ostatecznie, po zsumowaniu dostajemy

v, B
D Aj(rio) =2
j=1
Czyli
3 24 3
Jim Ry, (ri0) = Tim 3 A(ri0) =2,

co konczy dowod Twierdzenia 0.5.
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Obserwacja 35. Zachodzi réwnosé
RP’V‘ (eigz) = RP’I‘ <Z>?

dla kazdego 8 € (0,27] i
r
Rp(2) = Re, (%)
z
Dowdd. Latwo sprawdzi¢, ze zaréwno z — ez jaki z — * sa automorfizmami P,. Teraz teza

wynika z niezmienniczosci krzywizny metryki Bergmana wzgledem biholomorfizméw (zob.

Twierdzenie 1.22). O
Co wiecej, tatwo zauwazy¢, ze dla wyboru z = ric = L% rownosé
T
lim Rp, (rio) =2
r—0+

rowniez zachodzi, co rowniez sugeruja zamieszczone wykresy.

Obserwacja 36. Dzieki powyzszej obserwacyi jestesmy w stanie obliczyé krzywizne metryk:
Bergmana w dowolnym punkcie pierscienia (nie tylko w punktach z dodatniej osi liczb rze-
czywistych). Wykres tej krzywizny, jako funkcji na pierscieniu o wartosciach rzeczywistych
podany jest ponizej.

Lo oo

(a) dla r=0.1 (b) dla r=0.08

e

(c) dla r=0.05 (d) dla r=0.03

RYSUNEK 5. Wykres krzywizny Bergmana pierécienia P,
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Obserwacja 37. Zachodzi réwnosé

zZ— 20
R{CGC:p1<\C—zo|<p2}<Z) = RP& ( Do > :

P2

Jest to prosta konsekwencja faktu, ze z — Z;% jest odwzorowaniem biholomorficznym

miedzy obszarami {¢ € C: p; < |( — 2] < p2} i P%.
Przystapimy teraz do konstrukeji przyktadu, dowodzacego Twierdzenie 0.6. Niech

{Rj};')ilv {Tj};ip {Sj};il
beda trzema ciggami dodatnich liczb rzeczywistych, spetniajacymi nastepujace warunki

(i) Y R; <0,
j=1

R 7 .
(ii) ry < 71, }% jest ciagiem malejacym i ]111& % =0,
(iii) s; < min{QRj $in(0.077), 2R, sin(0.077),

PN r 3
n- ()" = (1))
J J

Rozpatrzmy nastepujacy obszar:

Q= G Q;,
j=1

gdzie Qy jest pierscieniem na plaszcezyznie {z € C: 1y < |z| < Ry}, ; jest takze pier§cieniem
o wewnetrznym promieniu 7; i zewnetrznym promieniu R, ktérego srodek lezy na dodatniej
osi liczb rzeczywistych, a jego wspotrzedna rzeczywista jest wieksza od wspotrzednej srodka
2;_1. Pierdcient 2; zachodzi na 2,1 w taki sposob, ze odcinek, taczacy oba punkty prze-
cigcia okregow o promieniach R; i R;_y (czyli zewnetrznych brzegow pierscieni ;1 Q;_4)
ma dlugos¢ s;_;. Przy powyzszych ograniczeniach istnieja doktadnie dwa mozliwe wybory
pierscienia €2;: jeden dla ktorego wieksza czesé €Q; lezy wewnatrz €2;_; (czyli wspohrzedna
Srodka 2; jest mniejsza od wspolrzednej punktu przeciecia ww. odcinka o dlugosci s;_; z
osia liczb rzeczywistych) i drugi, dla ktorego wieksza czesé ; lezy poza ;1 (wspolrzedna
srodka ; jest wieksza od wspolrzednej ww. punktu). W naszej konstrukcji bierzemy pod
uwage te druga opcje. Wybor dostatecznie malych s; zapewnia, Ze okregi o promieniach 7;
i r;_1 nie zachodza na siebie. Konstrukcje kontynuujemy indukcyjnie.

Dzieki warunkowi i), €) jest obszarem ograniczonym.

Niech Q) = Q;\ (K, U K3), gdzie K, jest kolem, o §rodku w punkcie srodkowym odcinka,
taczacego punkty przeciecia okregéw o promieniach R; i R,;_; (zewnetrznych brzegéow pier-
Scieni ;1 Q;_1), a promien Ky wynosi 25+, Kolo K, ma promieii wynoszacy %, a jego srodek
jest punktem Srodkowym odcinka, taczacego punkty przeciecia okregéw o promieniach R; i
Rji1.

Na poczatku udowodnimy nastepujacy lemat

Lemat 4.4. Niech zy € ;. Wtedy podpoziomica funkcji Greena Go(z, 20),
{z € Q:Gq(z,2) < —1},
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U1 u2

0j-1
Qj

O KIO ‘

RYSUNEK 6. Czes¢ obszaru €2

jest catkowicie zawarta w €Q;.

Dowdd. Funkcja Greena jest malejaca ze wzgledu na inkluzje miedzy obszarami. Wystarczy
wiec udowodnié, ze {z € U : Gy(z, 20) < —1} C €, dla pewnego Q@ C U.

Dla ulatwienia notacji dokonamy przesuniecia obszaru €2 tak, zeby "gorny* punkt przecie-
cia okregéw o promieniach R;_; i R; byl tozsamy z punktem 0. Wybierzmy dwa okregi U, i
Us, 0 promieniach p; i p, ktore przecinaja si¢ w punktach 0i —v/—1s;_; tak, ze Q C Uy UUs.
Oczywiscie p1 > Rj_1 1 p2 > Rj. Funkcja Gu,uu, (%, 20) moze by¢ wyliczona explicite jako
ho f, gdzie
w — f(20)

h(w) = log el

b

O

((l - ﬂ)eﬁgeﬁﬁzo‘)hl_ﬁ +1

z Sj—1

f(z) =

jest odwzorowaniem, ktore transformuje U; UUs biholomorficznie na koto jednostkowe. Powy-
zej o = arcsin 823;21, [ = arcsin 857‘;. Przy potegowaniu bierzemy wartos¢ gtowna logarytmu.

Obrazem U, poprzez przeksztalcenie f jest przeciecie kota jednostkowego z kotem o srodku
polozonym na ujemnej osi urojonej, przechodzacym przez {1} i {—1} oraz takim, ze kat po-
miedzy prosta styczng do niego w punkcie {—1}, a osia liczb rzeczywistych wynosi dokladnie

QﬂfﬁfamTa (obraz jest wypukly). Obraz U; to dokladnie sprzezenie powyzszego zbioru. Teraz
fze Uy UUs : Guuw,(z,20) < —1}) = {w eD: 110——]% < 6_1} ,
— w20

co jest kotem

1 —e2
1 —e72|f(20)[?

< e (1 —|f(20))

w — f(z) 1—e?|f(20)>
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Oznaczmy to koto przez Kz. Odnotujmy, ze poniewaz zo € €, a Q;NU; = 0, to f(z0) €
D\ f(Uy), a wiec f(z) lezy w dolnym potkolu.
Jezeli wiec zachodzi

Lo e S
L—e2[f(z)]? — 1—e?[f(20)?
(tj. odleglos¢ srodka kota K3 od osi liczb rzeczywistych jest wieksza niz promien Ks), to K3
bedzie catkowicie zawarte w dolnym potkolu (a zatem w f(Us)).

Nierownosé¢ (4.3) tatwo transformuje si¢ do

1—e? 1+e?
(4.4) flz0) = V—=1—F—-| 2 ——,Imf(z) <0
2e 2e
Jest to wiec zbior ograniczony tukami dwoch okregéw - okregu jednostkowego i okregu, ktory
przechodzi przez {—1} i {1} oraz kat pomiedzy osia liczb rzeczyvvistych a prosta styczna do
niego w punkcie {—1} wynosi (jako warto$¢ bezwzgledna) arccos 1 e —e >~ 0.227, < 0.237.

Podsumowujac, jezeli f(zy) nalezy do zbioru wyznaczonego tymi tukami, to
Ks;CcDn{zeC:Imz <0} C f(Us),

a zatem {Z ce U, UU, : GUluUQ(Z,Zo) < —1} C Us.

Z drugiej strony obraz kota : % (tzn. kola K7) jest zbiorem ograniczonym
przez dwa tuki, taczace {—1} z {1}, wyznaczone przez katy pomiedzy prostymi stycznymi do
nich w punkcie {—1} a osia liczb rzeczywistych (#ﬁ i stosownie (—)W%ﬁ
). Widzimy, ze jezeli zar6wno « jak i [ sa mniejsze niz 0.077 to nachylenie dolnego tuku
jest wieksze niz 0.237, a zatem zawiera sie w zbiorze wyznaczonym przez warunek (4.4).
Poniewaz zy ¢ K to f(20) lezy ponizej wspomnianego tuku, a zatem w zadanym zbiorze.

Wystarczy teraz zaobserwowaé, ze

(4.3) 20 € Uz, [Imf(z0)|

<0077T

55—
a = arcsin 2= < arcsin >
P2 2RJ

z warunku (¢ii). Podobnie § < 0.077. Zatem
{Z cQ: GQ(Z,Z()) < —1} C {Z e U, UU, : GUIU[]Q(Z,Z()) < —1} NQCU;NA.
Natomiast

j—1
UyNQN (UQZ\Qj> = 0.

=1
Zupelnie analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla kota K5, skad dostaniemy

{z€Q:Galz,2) < —1}0<U Ql\Q>
I=j+1
Ostatecznie
{z € Q:Gal(z,2) < -1} CQ,.
U

Lemat 4.5 (oszacowanie Donnelly’ego-Feffermana). Niech U C C" bedzie ograniczonym
obszarem pseudowypuktym. Niech 1 i ¢ bedq plurisubharmonicznymi funkcjami na obszarze
U, przy czym Y dodatkowo spetnia nierowno$é

V=100 > /=10 A O,
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w sensie dystrybucji (co jest rownowazine plurisubharmonicznosci funkeji —e=%, a w pray-

%% ooy

padku gdy funkcja 1 jest klasy C* oznacza, Ze macierz (aziazj 92 9,

) jest nieujem-
- ij=1.n
nie okreslona). Niech v bedzie (0,1) - formq na U, ktora jest 0- zamknieta (1j. przy zapisie

v = v1dZ; + V9dZy + ... + v, dZ,, zachodzi Ov = Z?j,l g;’f dzZ; N dz; = 0, co jest réwnowazne
W J

g;; — % = 0, dla wszystkich i,j = 1,..,n). Zalézmy ponadto, Ze forma v ma skoriczong
norme tj.

/ Yuv5e” % < oo,
U

gdzie V7 jest i, j-tym elementem macierzy odwrotnej do (8‘33’2_) . Wtedy istnieje funk-
9% )i j=1.n

cja u na zbiorze U, taka, ze g—gj =vj,5=1,..,n1

/|u|26‘P < C’/W;Ui@je@,
U U

dla pewnej uniwersalnej statej C'.

Dowod tego waznego oszacowania mozna znalezé w |Ber96|, bardziej szczegolowo w
|Ber95| oraz zwlaszcza w [Blo05|, gdzie przejscie z gladkich do ogdlnych funkcji ¢ jest bardzo
klarownie zaprezentowane.

Niech ¢ bedzie najdalej w prawo wysunietym punktem brzegowym obszaru 2 (jest to
punkt skupienia pierécieni). Mozemy przystapi¢ do dowodu Twierdzenia 0.6

Dowdd. Jest oczywiste, ze Jio(z) < Jiq,(2), dla wszystkich z € Q;,i = 0,1,2 i wszystkich j
(zob. (1.1), (1.2), (1.3) i Obserwacje 2).

Niech 25 € €2} i niech fi(2) beda funkcjami realizujacymi supremum w definicjach J; g,
1 =0,1,2. Dostajemy

fi(2) € O(Q;) N L2(Qj),/ A< F® () = 0.k =0, i 1.
Q;

Niech x bedzie gltadka rzeczywista funkcjg zmiennej rzeczywistej taka, ze x(z) = 0, dla
r>—1, x(x)=1,dlar< -2 0<x(x)<1l,dla—-2<z<-1i]|x(x) <C, globalnie dla
pewnej uniwersalnej statej C'.

7 Lematu 4.4 wynika, ze (0,1)- forma 9(x o Go(z, %)).fi(z) moze zostaé¢ rozszerzona
(trywialnie, jako forma zerowa) do gladkiej formy (J-zamknietej) na catym €.

Zauwazmy, ze e“2(>%) jest subharmoniczna funkcja spetniajaca

2 2
0 eGa(z20) >

020z - ’ 0z

w stabym sensie. Z oszacowania Donnelly’ego-Feffermana wynika, ze mozemy znalezé gtadkie
rozwigzanie v problemu 0,

609(2720)

)

Ov; = d(x o Gal(z, 20))-f:(2)

w (), 7

|,U‘|2€f2(i+1)GQ(z,zo) < |5(X o Gal(z, zO))'fi(z)|2672(i+1)GQ(z,ZO) <
O v - O 82_6G9(z,z0) -
020z
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C// ﬂ < 0/0262(2i+3)
{zeQ:—2<Gq(z,20)<—1} e(2i+3)Galzz0) — ’
gdzie C' jest stala uniwersalng.

Co wiecej v; jest funkcja holomorficzng w pewnym otoczeniu zy i powyzsza nierdownosé
zapewnia, ze Uz(k)<20) =0,k=0,...,1i.

Funkcja g; = (x 0 Ga(z, 20)).fi(2) — v; jest holomorficzna w €, zgadza sie do i-tego rzedu
z f; w punkcie zg i

(L) < ([1or) 4 ([ 1o Goteozanscorr)
Q (9] (o)
< (/ |Ui’2€2(i+1)GQ(Z,ZO)>2 +1 <14+ VO02e202i43),
Q

’ T 9i(2) R
Wybor funkeji VO R ET) wskazuje, ze

Ji w4
Jio(z) > G
’ 1 4+ VC'(C2e202i+3)
dla wszystkich z € Q, co nie zalezy od j.
Dlatego dla dowolnego z € (2, lezacego w (2} dla pewnego j,

_ Joa(2)ha(z) _ (1+VO'C%10)2 )0 (2) Jaq,(2)
2 — Ro(z) = Tio(2)? < Tra (2)2
= C"(2 = Rq,(2))

2 Ro(2) 2 Sos, (2) 129, (2)
B = Ji0,(2)2(1 4+ VC'C%e) (1 4+ VC'C?e5)

Niech 2} bedzie punktem w ; (oraz w ), dzigki warunkowi (i77)) ktéry odpowiada

= C"(2 - Rq,(2)).

punktowi R;, /;—jj + 0v/—1 w pierscieniu {z € C : r; < |z| < R;} przy odwzorowaniu

biholomorficznym (przesunigciu) miedzy tymi pier§cieniami. Analogicznie definiujemy 27 jako
3

punkt odpowiadajacy punktowi R; (1%) v

Wtedy
limsup Rq(z) = limsup Rq(z)) = 2
03z—( Jj—00
i
o o '
lslzglzglgf Rqo(z) = hjnig)lf Rq (7)) = —o0,
z Twierdzenia 0.5, Obserwacji 37 1 warunku (47). O

Obserwacja 38. Obszar ) zdefiniowany jak powyzej jest obszarem hiperwypuktym.

Hiperwypuklos¢ jest rownowazna regularnosci obszaru (ze wzgledu na problem Dirichleta)
w wymiarze 1 (zob. np. [Blo]). Latwo skonstruowa¢ funkcje barierowe w dowolnym punkcie
brzegowym €2 i z metody Perrona (zob. np. [Blo]) €2 jest obszarem regularnym.

Jest to troche niespodziewane, gdyz wiadomo, ze zaréwno jadro Bergmana w dowolnym
wymiarze skonczonym (zob. [Ohs93|) jak i metryka Bergmana w wymiarze 1 (zob. [PZ03],
zachowuja sie w do$¢ przewidywalny sposob w obszarach hieprwypuktych. (Co do metryki
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Bergmana w wyzszym wymiarze, pomimo licznych waznych wynikow zob. |BP98|, [Her99|,
w konteksScie naszego zagadnienia problemy nie sa do konca rozwigzane, nalezy raczej brac¢
pod uwage wezsza klase obszaréw, tzw. obszary B-regularne (zob. [Sib87]), niz hiperwypukte,
zob. [DH00)).

4.2. Przyklad drugi. Skwarczynski (zob. [Skw69|, [Skw80]|) podal pierwszy przyktad ob-
szaru, dla ktorego K (z, () zeruje sie dla pewnych z i  z tego obszaru, konkretnie udowodnit
on, ze taka wlasno$¢ posiada pierScien na plaszczyznie
Poo={z€C:r<|z|<1}, dla0<r<e?

Pozniej Rosenthal (zob. [Ros69|) rozszerzyl powyzszy wynik, dowodzac, ze wlasnosé ta za-
chodzi dla dowolnego niezdegenerowanego (czyli 1 > r > 0) pierscienia na plaszczyznie,
korzystajac z innych metod. Pomimo ze rachunkowo skomplikowany, przypadek pierscienia
na plaszczyznie pozostaje najlatwiejszym (z grona obszaréw posiadajacych ww. wlasnosc)
obszarem do badania. Przedstawiony ponizej dowoéd Twierdzenia 0.7 jest w istocie bardziej
szczegOtowa analiza rachunkow przeprowadzonych w [Skw69].

Dowdd. Ustalmy dodatnig liczbe ¢ << 1. Od tego momentu ograniczymy sie do rozpatry-
wania wylacznie tych wartosci r, dla ktorych nastepujace trzy nieréwnosci zachodza jedno-
czesnie

1
4, 2
(4:5) log(r?) =
(4.6) ‘rlog(rQ)‘ < g,
2
r
4, 2.
(4.7) T2 <€

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy warunek spetiony jest dla dowolnych wystarczajaco matych
dodatnich wartosci 7.
Przy specjalnym wyborze

1 -1
C = 2 ) Z = B} )
| log(r?)| (14 ¢)/[log(r?)|
wyrazenie (4.1) wynosi
1+4¢ | — r2+2 r2i
log (1) + 7 3
- ; 1 . 1
log(r2 7=0 <_T2+2J + (1+¢) log(r2)> <1 — 2 (1+¢) log(ﬂ))

Oczywiscie nalezy sprawdzi¢, ze r < |z|,|¢| < 1, dla dostatecznie malych r, aby wybrana
para punktoéw nalezata do wnetrza pierScienia. Jest to oczywiste. Teraz korzystajac kolejno
z ujemnosci log(r), (4.6) i (4.7) dostajemy

1_|_€ P22 (1 4 )2(log(r2))2 2
49 _12 a r2+2ﬂ(1—>i—(€) i(g@)) " e
Ny
<1 ) log<r2>>
l+e¢ 1 - 2j 2 2 27
_ 1 7\ —
T ]E:O(r (1+¢e)%” +1%¥)
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1+ 1 1 r?
- +=((1+e)+1)+ =
s s ml—r

— e+ ((1+¢e)2(e®+1)+1)e?

Jest to warto$¢ ujemna dla dostatecznie malego € > 0.
Podobnie przy specjalnym wyborze

1 —1
Y Z = Y
| log(r?)] (1 —€)y/|log(r?)|
przy ktorym z, ¢ rowniez naleza do P, dla malych r, (4.1) staje sie

S(T4¢)%%+1) <

1—¢ e r2+2 r?
(49) - log('f’2)+7T IZ 2425 1 2+ 25 L 2~
log(r ) j=0 <—T’ T2 4 ) log(r2)> <1 -7 (1—5)10g(r2)>
e [0 o og(?)” ) .
™ : 1 — r2+2i(1 — &) log(r2))? j 1 -
=\ (1 =e)log(r2))™ (1 i)
l—e 1 rf

<+ ;>
_0_ 1
(1 e e)log(r?))

1—¢ 1 1 —¢)?
RERNCED

4]_0 - )
(4.10) T T (1 —¢e+e2)”

dzieki (4.5). Rozwijajac w szereg Taylora, dostajemy (= ) =1—22% + o(2?), tak wiec

wyrazenie (4.10) wynosi w przyblizeniu

1— x—i—xQ

e —2¢?

> 0,
T

dla dostatecznie matych ¢.

Podsumowujac, K(z,{) ma wartosci rzeczywiste dla ( = L

. los d
e i z nalezacego do

odcinka
—1 -1
(1= 2)y/Tlog(r?)]" (1 +¢)/Tlog(r?)]
oraz posiada rozne znaki na obu koncach tego przedziatu. Musi wiec zerowaé sie w pewnym
punkcie z tego przedzialu. W ten sposob dokonaliémy lokalizacji zera jadra Bergmana.

Uwaga. Zero jadra Bergmana dla pierscienia mozna wyznaczy¢ doktadnie (bez przyblizen),
jednakze przy pomocy nieelementarnych funkeji, zob. [SFO7].

Aby obliczyé¢ odlegtosé Bergmana miedzy z i (, nalezy najpierw znalezé posta¢ metryki
Bergmana. W sytuacji jednowymiarowej kwadrat dtugosci wektora wzgledem metryki Berg-
mana w punkcie z to kwadrat jego normy euklidesowej pomnozony przez wielkos¢

(4.11) 3(z) = 0 longa(ézyz) _ K(ZaZ)nK(Za;)(;Zf;(z,z)1K(z,z)1'
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Poniewaz z Obserwacji 8 wiadomo, ze wyrazenie to jest niezmiennicze ze wzgledu na

.. . 1 . .
obroty wzgledem punktu {0}, wystarczy znalez¢ ((z), dla z = T € R, gdzie ¢ jest

liczba rzeczywista, niezalezng od r, bliska do —1. Oczywiscie taka sama warto$¢ wyrazenia
(4.11) dostaniemy zastepujac c przez —c. Wyrazenia wystepujace we wzorze (4.11) to

1 - P2t r¥
K =——— T
(%) =~ Fogee) 77 Z ((—TMJ' P - 7“2”7)2)

1 or2t2iz 2riiz

K = 7 -
(2, 2) 722Z log(r?) o jgo ( (=72t + 22)° ! (1- r2jz§)3>

Ko ) 1 i i L 2rE 2riiz )
’ 72z log(r?) T\ (4 22 (1 —r222)°
1 = 67212 2z 2r2+2J
K(z,2)ii1=——F—gr—— +7 ' < : - : +
(2 21 7(2%)? log(r?) ]Z:; (—=r2+2i 4 22)t (—r2+2 4 27)°
6r9 27z 274 )
(1—7r%22)" (1 —r227)°

Wyrazenia wygladaja skomplikowanie, jednakze niemal wszystkie wyrazy wystepujace w
szeregach sa zaniedbywalne. Aby to udowodni¢ postapimy podobnie jak przy szacowaniu
wyrazow (4.8) i (4.9).

ArPB
(c/|log(r?)[)P=2F (1 + ¢ log(r?)rP)F)

D
A B 1
g (c\/logwn)

B 1 F
(_T T c2log(r2) )

<

ArB
(cy/[1og(r?)) P27 (1 — c*e)”

gdy B > 0 (korzystamy z nierownosci < 11 (4.6)). Pozostale wyrazy sa oszacowane przez

(4.12)

)

D/
A’ B’ 1 ,
(4.13) : <c\/|log<r2>|> . AlrB
. , F/ g D/ . F/ b
(1477 i) | | (eV/Te07]) (1= 5)

dzieki nieréwnosci r < 1 1 warunkowi (4.5).

Teraz poniewaz rZlog(r)¥ dazy do zera, dla dodatnich B i dowolnych caltkowitych F,
mozemy wykorzysta¢ jedno z oszacowan (4.5),(4.6) i ostatecznie uzyska¢ oszacowanie typu
H|r|%. Jedynym wyjatkiem jest oczywiicie sytuacja, gdy B lub B’ = 0 tzn. j = 0, wiec
sumujac wyrazy w szeregach dostajemy oszacowanie przez szereg geometryczny. Oznacza to,
ze wyrazenia we wzorze (4.11) da sie przedstawi¢ jako
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1 1 2 1 241
K( ):C—+ 1+0(C) = S0 4 o(0),

R O
1 1 ¢ /Tlog(r)]

K, =K 7 _ _EVIost ey

(C\/|10g(7“2)\ C\/|10g('r*2)|>1 7r +0(C)

1 1 2 Hlog(r”
K( Nk 2) - 3_010g(r)+0(0):
c\/| log(r2)] c\/] log(r2)| 11 7T<1+Té(r2)> T

2 — c*log(r?
=22 e
T
gdzie konwencja jest o(C') = o(const).
Ostatecznie wyrazenie (4.11) przeksztalca sie do

\/(C2 +140(C)(2 = ctlog(r?) + o(C)) = (*V/|log(r?)[ + o(C))?
(2 +1+40(C))? '

Droga catkowania, ktora przybliza odlegto$¢ wyglada nastepujaco. Najpierw 1qczymy Z 7
punktem v := \/Ilﬁ poprzez odcinek. Nastepnie ten punkt laczymy z ( =

(4.14) 8=

| log(r2)\
poprzez potokrag

1

[Tog(r2)]
Odcinek bedziemy oznacza¢ przez 7v;, a potokrag przez ..

0,1] 3t — el ™V=L

RYSUNEK 7. droga v U 7,

Geodezyjne metryki Bergmana w pierécieniu zostaly sklasyfikowane w [Her83|, skad wia-
domo, ze wybrana przez nas droga calkowania nie jest geodezyjng, jednakze odlegtosé cat-
kowa obliczona po tej drodze stanowi dostatecznie dobre przyblizenie odlegtosci Bergmana.

71



Calki ktore musimy oszacowaé to

I -—/ B(m(t) a%()‘dt

0
b—/ﬁ% ) |20 at.
Niech z = ——=-— s € [1 — &, 1 + £|. Parametryzacja ~; to
s/ log(r?)|”
-1

0,15t — .
(s +1(1 = 5))y/[log(r?)]

Po przeprowadzeniu natychmiastowych obliczen, wykorzystujac wzor (4.14) dostajemy

i, [ 50| 220t = AﬁmmwnaWWﬁ

r—0+ r—0+t ot

4
14
/w EEayntl

gdzie ¢ = s+t(1—s). Teraz poniewaz |s — 1| < € i poniewaz calka jest ewidentnie skonczona,
dostajemy, ze

lim lim I; = 0.
e—0t r—0+

Oszacujmy caltke I,

072
E(t)

W tym przypadku ¢ = 1, funkcja 5 zawezona do 7, jest stala (wzgledem potozenia punktu
na drodze 72) i wynosi

lim I, :/0 lim G(y2(t)) dt.

r—0t r—0+t

\/(2 +0(C)) (2 — log(r?) + o(C)) — (V/|1og(r?)[ + o(C))?
(2 +0(C))? '

Dalej 872 = —m/—le(”_”)ﬁﬁ, skad wynika, ze

B(72(t))

™
_>§’

%(t)‘ ~ 2(2 —log(r?)) +log(r?) 1
ot 4 | log(r2)

gdy 7 — 0 (Yatwo zauwazy¢ ze istnienie i wartos¢ tej granicy jest niezalezne od ¢).
Odlegtos¢ Bergmana pomiedzy z i ¢ jest ograniczona pomiedzy 7 dzieki Twierdzeniu 0.1

i I + I, skad wynika, ze dazy ona do 7, gdy 7 — 0T, poniewaz mozemy wybra¢ dowolnie

male dodatnie . O

Obserwacja 39. Teza Twierdzenia 0.7 zachodzi w dowolnym wymiarze.

Przyktad dowodzacy Twierdzenie 0.7 w dowolnym wymiarze skoriczconym mozemy skon-
struowa¢ w nastepujacy sposob: Niech C* O Q, = P, x €, gdzie Q cC C"! jest dowol-
nym obszarem ograniczonym. Z Obserwacji 7 wynika, ze jezeli 2z, ( sa punktami dla ktorych
Kp.(2,() = 0 (w szczegolnosci dla z,( bedacych zlokalizowanymi powyzej zerami jadra
Bergmana), to (z,2') i ((,(’) dla dowolnych 2/, (" € Q sa punktami takimi, ze

Kﬂr(('za Z/)v (Ca C/)) - KPT(Za C)KQ<Z,, C/) = 0.
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Odlegtos¢ Bergmana miedzy punktami (z,2') i ((,(’) szacuje sie przez
diSth((zv Zl)? (Ca g/)) =

1 62
i%f/o \/821821 log Kp, (21, 21) ey =M (D11 (8) + BE((02(8), s 1 (£)), (M (1), -, 15, (£)) ")t

(] o .
Z 17];11f /0 \/821621 log KPr (Zl’ 21>|21:771 (t),r]i (t)nll <t>dt = dZStPr (27 C)

Powyzej n jest krzywa taczaca z i (. Jednoczesnie w sytuacji gdy 2/ = (' i dla krzywej n
takiej, ze (m2(t),...,n,(t)) = 2’ dla kazdego t € [0,1], zachodzi rownos¢. Tak wiec dla €,
punkty (z,2") 1 (¢, 2") zeruja Kq.(-,0) i jednoczesnie odlegtos¢ Bergmana miedzy nimi

dist, ((z,2),(¢,2")) = distp, (2,() — g

4.3. Przyklad trzeci. W tej czesci skonstruujemy przyktad, dowodzacy Twierdzenie 0.8.

Dowdd. Tak jak w przypadku Twierdzenia 0.7, bedziemy bada¢ pierscieni P,. Aby udowodnié¢
brak immersywnos$ci w danym podzbiorze P, zgodnie ze wzorami (2.10) i (2.11), musimy
zlokalizowac zera wyrazenia

2
et (K23 0) 5z 108 K ()
lub inaczej, wyrazenia
0? 0 0

4.15 K —K - —K —K :

(1.15) (50 oK Q) = oK 2 O3z (210

Ustalmy 0 < € << 1. W naszym przypadku ustalimy ¢ jako punkt W € R, natomiast

og(r

z bedzie punktem postaci ey TTENE gdzie £ jest niezalezng od r zmienng zespolona, ktorej

wartosci domyslnie beda bardzo bliskie 1.
Na poczatku potrzebujemy oszacowan typu (4.12) i (4.13) w nowej sytuacji

b H
B 1 V-1 __\H-F
o (%/lmog(ﬁ)l) ( ¢ ) B Ar® (Q) <
= I B Al e R
& V210g(r?)]
ArB
(416) S <1+€) - T —
(v/]21og(r?)])P-2

gdy B > 0, jednostajnie wzgledem ¢ bliskich 1 dla dostatecznie malych r, poniewaz wartosci
H i F sa skoniczone. Pozostate wyrazy sa oszacowane przez

D’ o
ApB (E) /
V/1210g(r2)| £ AlrB

<(1+¢) |
5 (/1210802)])

(4.17) r) <

v=1
13

1—rF—L
/12 1log(r2)]
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rOwniez jednostajnie wzgledem & bliskich 1, dla dostatecznie matych r dzieki skoriczonosci
H'i F'. Tak wiec sumy wyrazow w rozwinieciach K, Ky, Ky i K;1, zawierajace r w dodatniej
potedze dadza sie oszacowaé przez szereg geometryczny, w zwiazku z czym wyrazenie (4.15)
bedzie funkcja holomorficzna zmiennej £, dla & z pewnego (malego) otoczenia punktu 1 i
ponadto

11 11
(4.18) KO~ = oaen T a0
9 11 1%
(4.19) @K(Z,C) ~ m22Clog(r?) | w(1— 2()?
o 1 1 1 2z
(4.20) a_EK(Z’ )~ 7 22 log(r?) ta (1—20)3
(4‘21) 92 K(Z7 C) ~_ 1 1 1 62’4r 1 2

920C 720 0og(?) (=20t A=)

przy powyzszym wyborze z i (. Kladac te wartosci w wyrazeniach (4.18),(4.19),(4.20),(4.21),
. . . 1 1 1 1 1
zauwazmy, ze wiodacym wyrazem w (4.18) bedzie a0 . o (1_ - )2 — =, gdy
eVizlog(r D)
r — 0%. Oba skladniki w obu wyrazeniach (4.19) i (4.20) maja takie samo asymptotyczne

zachowanie ~ % — 0. Wreszcie w (4.21) pierwszy i ostatni sktadnik sa wiodace i
og(r

sumujg sie do
2 _ o2
2 1 2 2

(4.22) o

3
TS S T
£/ 121og(r?)]
Srodkowy sktadnik dazy do 0.
Wracajac do wyrazenia (4.15), zauwazmy ze mozna je zapisac jako P(z,()+Q(z, (), gdzie
1 S S
o (1—20)2 | m22Clog(r?)  w(1—20)3]’

tzn. jest to wiodacy skladnik wyrazenia (4.15), natomiast Q(z, () jest suma wszystkich po-
zostalych wyrazow, tzn.

P(z,0)

0? 0 0
Q(27<) = K(Zv <)6266K<27C) - &K<27C)8_6K(27<) - P(Z>C)

Wybierajac £ na okregu o promieniu € i $rodku w 1 zauwazmy, ze

P( V=1 1 ) :‘2—252
£/ 121og(r?)]" 3/ [210g(r?)]

2
jednostajnie wzgledem &, podczas gdy

lim
r—0t

>0,

lim

r—0+

W) | B
“ (swzlogwn’ V|2log<r2>|>‘ -
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7, Twierdzenia Rouché

K(e. 05z K (2:0) = oK (2.0 P(2,0) + Q(=:),

— V=1 (= 1
eV2105(2) " V)2108(r2)]

K(%C)‘

jako funkcja holomorficzna zmiennej £, ma tyle samo zer w zbiorze {w € C: |w — 1| < €} co

P(Z,C)) 5

— V=1 (= 1
£ V12108(r2)| > V/|210g(r2)]

gdy r jest dostatecznie mate. Rozwigzujac

P(z =0
( >C))Z . ,
£ V121og(D)] " V210g(r2)]
co sprowadza sie do
2

3= 2¢?
1 V1
&4/ 121og(r?)]
mozna sprawdzi¢, ze
J—_l (1+V=Tv3)*
\/ 12(—9v/=1c8 + /3y/—27c16 — 4cT5)

(1 — /- \/_ \/ 9v/—1c8 + /3v/—27¢16 — 418
32v/18 7
gdzie ¢ = y/|2log(r?)|, jest rozwiazaniem tego rownania, lezacym w {w € C: |w — 1| < €}

dla dostatecznie malych r. Oznacza to, ze wyrazenie (4.15) zeruje sie dla ¢ = W i
og(r

pewnego z z obrazu kola {w € C: |w — 1| < €} poprzez odwzorowanie

V=T

f-
§+/121og(r?)]
Obraz ten zawiera sie w kole o srodku ﬁ i promieniu
og(r
1

1 ‘ 1 1+¢ 2
- — S < ,
§ VI2log(r?)[L =& {/[2log(r?)]

————— max
/[21og(r?)] le-1l<e

dla dostatecznie matych 7.
Teraz naszkicujemy reszte dowodu, bez Wchodzenia w (bardzo techniczne) szczegoly ra-
35z log K (2, ¢) laczymy droga 51 U 35 2 (, gdzie

SV S
vV [21og(r2)]

chunkowe. Zlokalizowane zero wyrazenia

1 jest odcinkiem taczacym z z punktem v := . Jak w dowodzie Twierdzenia 0.7

odleglosé catkowa po drodze 31 wzgledem metryki (., 0) dazy do 0 gdy r — 0" i e — 0%,
Teraz 7, bedzie tukiem

1 —t
0,15t — ——— sV,
v/ [21og(r?)]
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RYSUNEK 8. droga ¥1 U 7

Z Obserwacji 12 wiemy, ze zawezenie 3 do Yo jest stale wzgledem potozenia punktu na
tym tuku, ze wzgledu na biholomorﬁcznq niezmienniczos¢. Dlatego wystarczy obliczy¢ tensor

metryczny [ tylko w punkcie \/7 = J»(1). Skorzystamy ze wzoru
21

2 2 2

) B ,
e K (G0 + o low 50 (6,0 X,

B¢ X) = {
a wiec nalezy obliczy¢

2 2

¢ 3(

o8 | K (6.5

acac ©
82 2
ez 198 | K6, 52 KIG.0) = 5 KGO 2

K(COK(COiK(COuK (GO K(GOuK(S Qi
D? D
K(C7 C)K(C7 C)iK(Cv C)lﬁK(C7 C)ll + K(<7 C)K(<7 C)IK(C7 C)lliK(C7 C)ii
D? D?
K(C7C)2K(C7C)lﬁK(C7C)111 4 K(C7C>K(C7C>llii
D? D ’
gdzie mianownik D = K((,()K (¢, ()11 — K(¢,¢)1K(¢,¢)i. Najpierw znajdziemy asympto-
tyczne zachowanie D. Analize przeprowadzona w (4.18)-(4.21) mozna powtorzyé przy po-

mocy nieco zmodyfikowanych oszacowan (4.16) i (4 17) (brak wyrazow @), aby dostac

<gﬂ=

€0 -

(4.23)

K(¢,¢) ~

™

1
K(Ca C)l = K(C? C)Ia d@Zy do 0 SZybCiej niz

V| log(r?)]

K(¢ O~

ﬁlux
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2-2¢2
s

Zmiana znaku minus z ~ (we wzorze (4.22)) na plus w ~ 2 (powyzej) wystepuje ze

wzgledu na brak v/—1 w wyrazie z = (. Ostatecznie D — 7%. Podobnie mozna udowodnic,
ze
K¢ Ou=K( O~

4/2/ Tog (7
K((, Ot = K((, it~ — V2 [log(r?)

K(C.Omi ~ 8\/_\/|10g(7"2)|+12 - 8\/§\/|10g(r2)|'

Wynika stad, ze wylacznie ostatnie dwa wyrazy w wyrazeniu (4.23) sa istotne dla zachowania
asymptotycznego tensora metrycznego (3, ktore jest rzedu

(1)2«4%)2 [loa(®)] 1 8v2y/[log(r?)]
2
8 p T = V2/|log(r?)].
=

Teraz %%(t) = me%”ﬁ (—imy/—=1). Ostatecznie odleglos¢ catkowa po drodze s

~ __
~

wzgledem (3 wynosi

(4.24) /\/ 72 at” \/\/_\/“ogr?_ ™ o

—
2log(7)] 4 2

2

gdy r — 07. Teraz dzigki (2.12), oszacowaniu odlegtosci po drodze 4, i (4.24), dostajemy, ze
dist(z,() — Z,gdy r— 0" ie— 0" co konczy dowod. O

Konstrukcja przyktadu dziatajacego w dowolnym wymiarze jest identyczna jak w przy-
ktadzie drugim €2, := P. x ). Dowo6d przebiega analogicznie z wykorzystaniem nastepujacych
zaleznosci

- 5 log Kp, (21, 1) 0
det <(9 85 1OgKQT(27C)) = det =
ZZ - .. 2
j ij=l.n 0 %(%—jlogKQ(Z/,C/)i,j:Q_n
02 2
— log K det log K,
GG, 0B fr 2 G de (a 0GB el Q)U_Qn

2 52
Ric; = 1 det log K, =
SUARERF TR (azpazq o8 QT(Z’Z))MI_R

0? 0 0’
- 1 log K det log K.
5205, 8 | 52,05, 108 Kp(z2) de (azpazq o8 Kalz Z))Mz_n ’

a zatem

Ric P, 0
RZ‘CQT = )
0 RiCQ

7



skad

[Bel81]
[Ber22]
[Ber30]

[Berd?7]

[Ber70]
[Ber9s]
[Ber96]
[Ber97]
[BLSO]
[Blo]
[Bto05]
[Boc22|

[Bocd7]
[BP9S]

[BSWTS]
[Cat89]
[CLO09]

[CYS0]

[CZ02]

[Dav77]
[DHO0]
[Die70]
[Die73]

[Din09]

B (), s ma (@), 1 (E), o ma()") = B(m(t), 0, (1)

LITERATURA

Steven Bell. Smooth bounded strictly and weakly pseudoconvex domains cannot be biholomorphic.
Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 4(1):119-120, 1981.

Stefan Bergman. Uber die Entwicklung der harmonischen Funktionen der Ebene und des Raumes
nach Orthogonalfunktionen. Math. Ann., 86:238-271, 1922.

Stefan Bergman. Uber die Existenz von Reprisentantenbereichen in der Theorie der Abbildung
durch Paare von Funktionen zweier komplexen Verinderlichen. Math. Ann., 102(1):430-446, 1930.
Stefan Bergman. Sur les fonctions orthogonales de plusieurs variables complexes avec les applica-
tions a la théorie des fonctions analytiques. Mémor. Sci. Math., no. 106. Gauthier-Villars, Paris,
1947.

Stefan Bergman. The kernel function and conformal mapping. American Mathematical Society,
Providence, R.1., revised edition, 1970. Mathematical Surveys, No. V.

Bo Berndtsson. L?- methods for the 0-equation. KASS University Press, ksigzka udostepniona w
formie elektronicznej na stronie autora http://www.math.chalmers.se/ bob/, 1995.

Bo Berndtsson. The extension theorem of Ohsawa-Takegoshi and the theorem of Donnelly-
Fefferman. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 46(4):1083-1094, 1996.

S. Berceanu. On the geometry of complex Grassmann manifold, its noncompact dual and coherent
states. Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 4(2):205-243, 1997.

Steve Bell and Ewa Ligocka. A simplification and extension of Fefferman’s theorem on biholomor-
phic mappings. Invent. Math., 57(3):283-289, 1980.

Zbigniew Blocki. The complex Monge-Ampére operator in pluripotential theory. notatki z wyktadu
dostepne na stronie autora hitp://gamma.im.uj.edu.pl/ blocki/.

Zbigniew Blocki. The Bergman metric and the pluricomplex Green function. Trans. Amer. Math.
Soc., 357(7):2613-2625 (electronic), 2005.

Salomon Bochner. Uber orthogonale Systeme analytischer Funktionen. Math. Zeitschr., 14:180—
207, 1922.

S. Bochner. Curvature in Hermitian metric. Bull. Amer. Math. Soc., 53:179-195, 1947.

Zbigniew Blocki and Peter Pflug. Hyperconvexity and Bergman completeness. Nagoya Math. J.,
151:221-225, 1998.

D. Burns, Jr., S. Shnider, and R. O. Wells, Jr. Deformations of strictly pseudoconvex domains.
Invent. Math., 46(3):237-253, 1978.

David W. Catlin. Estimates of invariant metrics on pseudoconvex domains of dimension two. Math.
Z., 200(3):429-466, 1989.

Bo-Yong Chen and Hanjin Lee. Bergman kernel and complex singularity exponent. Sci. China Ser.
A, 52(12):2590-2603, 2009.

Shiu Yuen Cheng and Shing Tung Yau. On the existence of a complete Kéhler metric on non-
compact complex manifolds and the regularity of Fefferman’s equation. Comm. Pure Appl. Math.,
33(4):507-544, 1980.

Bo-Yong Chen and Jin-Hao Zhang. The Bergman metric on a Stein manifold with a bounded
plurisubharmonic function. Trans. Amer. Math. Soc., 354(8):2997-3009 (electronic), 2002.

J. Davidov. The representative domain of a complex manifold and the Lu-Qi-Keng conjecture. C.
R. Acad. Bulgare Sci., 30(1):13-16, 1977.

K. Diederich and G. Herbort. Quantitative estimates for the Green function and an application to
the Bergman metric. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 50(4):1205-1228, 2000.

Klas Diederich. Das Randverhalten der Bergmanschen Kernfunktion und Metrik in streng pseudo-
konvexen Gebieten. Math. Ann., 187:9-36, 1970.

Klas Diederich. Uber die 1. und 2. Ableitungen der Bergmanschen Kernfunktion und ihr Randver-
halten. Math. Ann., 203:129-170, 1973.

Zywomir Dinew. An example for the holomorphic sectional curvature of the Bergman metric. praca
przyjeta do druku w Ann. Polon. Math., 2009.

78



[Din10]
[Eng08]

[Fef74]

[FK92|
[Fuc37]
[Fuk63]
[GK67]
[Her83]
[Her99]
[Her03]
[Her07]

[1P93]

[Kat67]
[KK77|

[KKO03]

[KleT8]

[K1i82]
[Kob59)
[Kra93]
[KY96a]
[KY96b]

[Kyt73]

[Leb71]
[Leb74]
[Lei61]

[Lew69]

[Lu66]
[Lu84]

Zywomir Dinew. On the Bergman representative coordinates, 2010.

Miroslav Englis. Boundary behaviour of the Bergman invariant and related quantities. Monatsh.
Math., 154(1):19-37, 2008.

Charles Fefferman. The Bergman kernel and biholomorphic mappings of pseudoconvex domains.
Invent. Math., 26:1-65, 1974.

H. M. Farkas and I. Kra. Riemann surfaces, volume 71 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, second edition, 1992.

B. Fuchs. Uber geoditische Mannigfaltigkeiten einer bei pseudokonformen Abbildungen invarianten
Riemannschen Geometrie. Rec. Math. Moscou, n. Ser., 2:567-593, 1937.

B. A. Fuks. Theory of analytic functions of several complex variables. Translated by A. A. Brown,
J. M. Dansgkin and E. Hewitt. American Mathematical Society, Providence, R.I., 1963.

Samuel I. Goldberg and Shoshichi Kobayashi. Holomorphic bisectional curvature. J. Differential
Geometry, 1:225-233, 1967.

Gregor Herbort. On the geodesics of the Bergman metric. Math. Ann., 264(1):39-51, 1983.
Gregor Herbort. The Bergman metric on hyperconvex domains. Math. Z., 232(1):183-196, 1999.
Gregor Herbort. Localization lemmas for the Bergman metric at plurisubharmonic peak points.
Nagoya Math. J., 171:107-125, 2003.

Gregor Herbort. An example of a pseudoconvex domain whose holomorphic sectional curvature of
the Bergman metric is unbounded. Ann. Polon. Math., 92(1):29-39, 2007.

Marek Jarnicki and Peter Pflug. Invariant distances and metrics in complex analysis, volume 9 of
de Gruyter Expositions in Mathematics. Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1993.

Sadao Katé. Canonical domains in several complex variables. Pacific J. Math., 21:279-291, 1967.
Akikazu Kuribayashi and Kaname Komiya. On Weierstrass points of non-hyperelliptic compact
Riemann surfaces of genus three. Hiroshima Math. J., 7(3):743-768, 1977.

Kang-Tae Kim and Steven G. Krantz. The Bergman metric invariants and their boundary behavior.
In Ezplorations in complex and Riemannian geometry, volume 332 of Contemp. Math., pages 139—
151. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2003.

Paul F. Klembeck. Kihler metrics of negative curvature, the Bergmann metric near the boundary,
and the Kobayashi metric on smooth bounded strictly pseudoconvex sets. Indiana Univ. Math. J.,
27(2):275-282, 1978.

Wilhelm Klingenberg. Riemannian geometry, volume 1 of de Gruyter Studies in Mathematics.
Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1982.

Shoshichi Kobayashi. Geometry of bounded domains. Trans. Amer. Math. Soc., 92:267-290, 1959.
Steven G. Krantz. Geometric analysis and function spaces, volume 81 of CBMS Regional Confe-
rence Series in Mathematics. Published for the Conference Board of the Mathematical Sciences,
Washington, DC, 1993.

Kang-Tae Kim and Jiye Yu. Boundary behavior of the Bergman curvature in strictly pseudoconvex
polyhedral domains. Pacific J. Math., 176(1):141-163, 1996.

Steven G. Krantz and Jiye Yu. On the Bergman invariant and curvatures of the Bergman metric.
Lllinois J. Math., 40(2):226-244, 1996.

A. M. Kytmanov. An estimate of the Ricci curvature of the Bergman metric. In Properties of
holomorphic functions of several complex variables (Russian), pages 215-217, 240. Inst. Fiz. Sibirsk.
Otdel. Akad. Nauk SSSR,, Krasnoyarsk, 1973.

B. Ja. Lebed’. Estimates of the curvature of a Bergman metric that is invariant under biholomorphic
mappings. Funkcional. Anal. i PriloZen., 5(3):100-101, 1971.

B. Ja. Lebed’. Estimates of the curvature of a Bergman metric that is invariant under biholomorphic
mappings. Uspehi Mat. Nauk, 29(4(178)):175-176, 1974.

Kurt Leichtweiss. Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannigfaltigkeiten. Math. 7.,
76:334-366, 1961.

Joseph Lewittes. Differentials and metrics on Riemann surfaces. Trans. Amer. Math. Soc., 139:311—
318, 1969.

Qi Keng Lu. On Kaehler manifolds with constant curvature. Chinese Math.—Acta, 8:283-298, 1966.
Qi Keng Lu. On the representative domain. In Several complez variables (Hangzhou, 1981), pages
199-211. Birkh&user Boston, Boston, MA, 1984.

79



[Lu0§]|
[McN92]|

[MN99]

[Mok]
[Naz73]
[Ohs93]
[Pag]
[Pin79]
[PZ03]
[Ram67]
[Ros69]

[Ros82]
[SFO07]

[Sib70]
[Sib&7]
[Skw69]
[Skw80]
[Sui72]
[Web79]

[Zwo]

Qi Keng Lu. Holomorphic invariant forms of a bounded domain. Sci. China Ser. A, 51(11):1945—
1964, 2008.

Jeffery D. McNeal. Lower bounds on the Bergman metric near a point of finite type. Ann. of Math.
(2), 136(2):339-360, 1992.

Jan R. Magnus and Heinz Neudecker. Matriz differential calculus with applications in statistics
and econometrics. Wiley Series in Probability and Statistics. John Wiley & Sons Litd., Chichester,
1999. Revised reprint of the 1988 original.

Ngaiming Mok. Extension of germs of holomorphic isometries up to normalizing constants with
respect to the bergman metric. preprint dostepny na stronie htip://hkumath.hku.hk/ nmok/.

E. O. Nazarjan. The estimation of the Ricci curvature of the Bergman metric. Izv. Akad. Nauk
Armjan. SSR Ser. Mat., 8(5):418-423, 426, 1973.

Takeo Ohsawa. On the Bergman kernel of hyperconvex domains. Nagoya Math. J., 129:43-52,
1993.

Andrea Pagano. Note on fuks formula for the holomorphic bisectional curvature. nieopublikowany
preprint.

S. I. Pin¢uk. Biholomorphic inequivalence of bounded domains with smooth and piecewise-smooth
boundaries. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 247(3):554-557, 1979.

Peter Pflug and Wlodzimierz Zwonek. Logarithmic capacity and Bergman functions. Arch. Math.
(Basel), 80(5):536-552, 2003.

I. Ramadanov. Sur une propriété de la fonction de Bergman. C. R. Acad. Bulgare Sci., 20:759-762,
1967.

Paul Rosenthal. On the zeros of the Bergman function in doubly-connected domains. Proc. Amer.
Math. Soc., 21:33-35, 1969.

Jean-Pierre Rosay. Injective holomorphic mappings. Amer. Math. Monthly, 89(8):587-588, 1982.
Ahmed Sebbar and Thérése Falliero. Equilibrium point of Green’s function for the annulus and
Eisenstein series. Proc. Amer. Math. Soc., 135(2):313-328 (electronic), 2007.

R. J. Sibner. Domains bounded by analytic Jordan curves. Bull. Amer. Math. Soc., 76:61-63, 1970.
Nessim Sibony. Une classe de domaines pseudoconvexes. Duke Math. J., 55(2):299-319, 1987.

M. Skwarczyniski. The invariant distance in the theory of pseudoconformal transformations and
the Lu Qi-keng conjecture. Proc. Amer. Math. Soc., 22:305-310, 1969.

Maciej Skwarczynski. Biholomorphic invariants related to the Bergman function. Dissertationes
Math. (Rozprawy Mat.), 173:59, 1980.

Nobuyuki Suita. Capacities and kernels on Riemann surfaces. Arch. Rational Mech. Anal., 46:212—
217, 1972.

S. M. Webster. Biholomorphic mappings and the Bergman kernel off the diagonal. Invent. Math.,
51(2):155-169, 1979.

Wtiodzimierz Zwonek. Asymptotic behaviour of the sectional curvature of the Bergman metric for
annuli. preprint.

80



