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1.Wstep. Jedli Q2 jest zbiorem otwartym w R™ x --- x R™ to powiemy, ze funkcja
[+ @ — C jest p-osobno analityczna (1 < p < s), jezeli dla kazdego 2° = (a9,...,29) € Q

i dla kazdego ciagu 1 <143 < --- <7, < s funkcja

0 0
(mil,...,xip) —>f(acl,...,xil,...,scip,...,xs)

jest analityczna w pewnym otoczeniu punktu (3:0

0, ) Dla funkcji p—osobno anali-
P

tycznej f w €2 niech
A(f):={x € Q: f jest analityczna w pewnym otoczeniu punktu =}

oznacza jej zbior analitycznosci, a S(f) := Q\ A (f) - jej zbior osobliwosci.
Jezeli X iY sa dowolnymi zbiorami, S C X XY oraz (xo, yo) € X xY, to oznaczamy
S (2% e):={yeY:(20y) €S} S(e,9°) :={zeX:(z,9°) €5}

Ponizsze twierdzenia charakteryzuja zbiory osobliwosci funkcji osobno analitycznych:

TWIERDZENIE A. Jezeli f jest p—osobno analityczna w (), to dla dowolnego ciagu
1<j1 <---<jg <s, gdzie q := s — p, projekcja zbioru S(f) na R™1 x --- x R™a jest
zbiorem pluripolarnym (w C™i1 X - x C™ia),

TWIERDZENIE B. Niech S bedzie domknietym podzbiorem zbioru () takim, ze dla
kazdego ciggul < ji < --- < jq < s, gdzie q := s—p, projekcja zbioru S na R™1 X - - xR
jest zbiorem pluripolarnym. Wtedy istnieje f - funkcja p—osobno analityczna w () taka,

ze S =S(f).

TwIERDZENIE C. Niech f bedzie funkcja p—osobno analityczna w §2. Jezeli1 < k < s,
to dla quasi prawie wszystkich x € R™ x --- x R (to jest dlax € R™ x --- x R" \ P,
gdzie P jest pluripolarny) S(f (z,e)) = S(f) (z,e).

Twierdzenia A i B w przypadku s = 2, p = n; = ny = 1 zostaly udowodnione
przez Saint Raymonda [2]. Wynik ten zostat uogélniony przez Siciaka [5], ktéry udowodnit
twierdzenie A dla p > s/2 oraz twierdzenie B w calosci. Celem tej pracy jest udowodnienie
twierdzenia C i, jako prostej konsekwencji, twierdzenia A w pelnej wersji.

Chcialbym podziekowaé profesorowi Siciakowi za opieke naukowa w czasie dwoch os-
tatnich lat moich studiéw oraz za pomoc w napisaniu tej pracy.

2.Preliminaria. W dalszej czesci potrzebne nam beda dwa nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE SICIAKA ([3]; zobacz tez [4]). Niech dla j = 1,...,5 D; = Dj x
cee X D;lj, D; - zbiory otwarte w C, symetryczne wzgledem osi x¢ (t =1,...,n;), K; =
K Jl X oo X K;” , K; - przedzialy domkniete zawarte w D; N R. Niech f bedzie funkcja
osobno holomorficzna w zbiorze

X::Ule--~><Dj><-~-><KS
j=1
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(to znaczy dla dowolnego (x1,...,xs) € K1 X --- X Ky i dla kazdego j = 1,...,s funkcja
f(xi,...,x-1,9,2j41,...,25) jest holomorficzna w D;). Wtedy f mozna przedluzyé
do funkcji holomorficznej w otoczeniu zbioru X .!

TWIERDZENIE BEDFORDA-TAYLORA O ZBIORACH ZANIEDBYWALNYCH [1]. Jezeli
{u; }j s Jest lokalnie ogra'rficzon@ z gory rodzina funkcji plurisubharmonicznych w zbiorze
otwartym D w C", to zbior

{z € Diulz) = supu; (2) < u’ (z)}

jest pluripolarny (u* oznacza gérna regularyzacje funkcji u).

3.Dowody.
TWIERDZENIE C = TWIERDZENIE A: Mozemy zalozy¢, ze (ji,...,754) = (1,...

) 9 Q)'
Wystarczy wzia¢ k = ¢ i zauwazy¢, ze wtedy dla 2z € R™ x --- x R™ S(f (z,9)) = 0.

DowOD TWIERDZENIA C: Mozemy zapisaé

R"' x ... anS:(Rnlx XRnp)X X(Rnap+1>< ank)

X(R"’““ X e XRn’“‘HJ)X X(Rnk+bp+1 N XR"S),

gdzie a = [k/p], b = [(s — k) /p]. Wtedy f jest osobno analityczna (to znaczy 1—osobno
analityczna) wzgledem tak zdefiniowanych zmiennych. Wystarczy zatem udowodnié twier-
dzenie C dla p = 1. Niech {X, x Y, } . bedzie przeliczalng rodzing przedzialéw domknig-
tych w (R™ X -+ x R™) x (R™+1 x .-+ x R") taka, ze | J,—; X, x Y, = Q. Zbiér

{z eR™ x - xR™ :S(f(z,0)) GS(f)(z,0)}

zawiera sie w
oo

U {zeX,:S(f(z,0))NY, GS(f)(z,9)NY,}.

v=1

Mozemy zatem zalozy¢, ze f jest osobno analityczna w domknietym przedziale I x- - -xIg C
R"™ x .-+ x R™ (czyli w pewnym jego otwartym otoczeniu).
Aby udowodnié¢ twierdzenie C trzeba pokazac, ze zbior

Zf,]C = {:EGIl X"'XIk:S(f(x7.)) Qs(f)(%')}

jest pluripolarny.

1W rzeczywistos$ci bedziemy wykorzystywaé twierdzenie Siciaka przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja f jest
ograniczona. W tym przypadku dowdd twierdzenia jest znacznie prostszy - mozna go wywnioskowac z twierdzenia

2a w [3].



Jezelix € Iy X ++- X Iy, y € Iypq X --- X Iy oraz y € A (f (x,e)), to definiujemy

1 3|a‘f 1/]e]
Qrx (z,y) == sup JW(x’y)

lo| 21

(oczywiscie Qy (x,y) < 400 oraz f(x,e) jest holomorficzna co najmniej w polidysku

P(yv 1/Qf,k (x,?J)) )

Dlay € Ix41 X - -+ X I niech

Fri(y) ={x € A(f)(o,y) : Qf (o,y)nie jest pdlciagla z gory w x} .

Dowéd bedzie indukcyjny ze wzgledu na k. Zalézmy najpierw, ze k = 1.

1° Rzut zbioru S(f) na Iy x - - - x I, jest nigdziegesty w R™2 x --- x R" | czyli istnieje U -
otwarty, gesty podzbior zbioru Iy x --- x I taki, ze Iy x U C A(f). W szczegdlnosci A (f)
jest gesty w Iy X --- X I.
m Indukcja wzgledem s. Oba kroki indukcyjne: dowdd przypadku s = 2 oraz dowdd
przypadku s > 3 przy zalozeniu, ze 1° jest prawdziwe dla dowolnej funkcji osobno
analitycznej s — 1 zmiennych bedziemy wykonywa¢ réwnoczesnie. Mamy

Il = [al,bl] X oo X [anl,bnl].

Zdefiniujmy dla m € N

.= {z € C™ : max dist (2, [at, be]) < l/m},

1§t§n1

E,, = {yl €lyx---xIs: f(e,y1) jest holomorficzna w I7", sup |f (z,y1)| < m} .
zel™

Mamy E,, C Emg1, Uy Em = Iz X - - - x I. Pokazemy, ze zbiér Uy := J,°_, intE,,
jest gesty w I x --- x Iy, Niech Y’ bedzie dowolnym przedzialem domknietym w
Iy x---x I, a'H - przeliczalna baza topologii w Y’ zlozona z przedzialéw domknietych.
Dla x; € I zbidr A (f (x1,e)) jest gesty: gdy s = 2, to fakt ten jest trywialny, gdy
za$ s > 3, to wynika on z zalozenia indukcyjnego. Zatem, jedli dla H € H oznaczymy

Ag :={x1 € Iy : f(x1,e) jest analityczna w H},

to mamy ey Ag = 1. Twierdzimy, ze istnieje Ho € ‘H takie, ze zbiér Ap,
jest determinujacy dla funkcji holomorficznych w zespolonym otoczeniu przedziatu I .
Istotnie, gdyby tak nie bylo, to wszystkie zbiory Ay (H € H) bylyby nigdziegeste w
I, i z twierdzenia Baire’a dostalibysmy sprzecznos¢. Zatem z lematu Montela zbiory
E., N Hy (m € N) sa domkniete, wiec ponownie z twierdzenia Baire’a Uy N Hy # ().
W efekcie Uy jest otwarty i gesty w Is X - - - X I5. Analogicznie jak I7" i Uy definiujemy
zbiory I7" i U; (j = 2,...,s, m € N). Wezmy dowolny przedzial domknigty Ka x
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- x Ky C Uy. Korzystajac z gestosci zbioréow U; znajdziemy przedzialy domknigte
Kich,K;CK; (j=2,...,s) orazm € N takie, ze dla j =1,...5s

K1 Xoee XKj,1 XKJ‘+1 X"-XKSCUj
oraz f jest osobno holomorficzna i ograniczona przez m w zbiorze

UI~(1><~--><I;-”><-~~><KS.
j=1

Zatem z twierdzenia Siciaka I; x [?2 X oo X I?S CA(f). =

20 Dla y; € U zbidr Fy1 (y1) jest pluripolarny.
m Mamy I; x {1} C A(f), wiec istnieja D - zespolone otoczenie przedziatu I oraz B
- zespolone otoczenie punktu y; takie, ze f jest holomorficzna w D x B. Z twierdzenia
Bedforda-Taylora zbior
1/]al
<" (2)}

Lo

jest pluripolarny, a oczywiscie Fyy C N. m

30 Jezeli V jest przeliczalnym i gestym podzbiorem U, to Zs; C Uylev Fri(y1).
m Wezmy 29 € Zj;. Znajdziemy y) € I, x -+ x I, takie, ze (29,47) € S(f), ale
y) € A(f (29,0)). Wynika stad, ze funkcja f (29, ) jest holomorficzna w polidysku
P (y‘l), l/Qﬁl (x(f,y?)) Cc CV, gdzie N := ny + --- + ns. Niech X bedzie takie, ze
0 < A < 1/4 oraz (1—)\)7171\[ < 2 i niech r := min{1,1/Qy1 (29,4{) }. Dla
y1 €9 := P (y{,Ar) C CY mamy

1 glal o
Fadan) =3+ ST @) - o)
Stad tatwo dostaniemy

1 ol

!
< Qy1 (a4, y?)‘ﬂl Z (Clcj—;!)' Aled

= Qf,1 (ﬂf(fay?)m' (1 - /\)_W'_N )

«

wiec
Qra (29, 11) <(1-— Y Qra (af,97) <2/r.
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Dzigki 1Y istnieje 71 € 9 N V. Wystarczy pokazaé, ze 29 € Fy1 (71). Przypusdémy,
ze tak nie jest, czyli, ze funkcja Q1 (e,7) jest polciagta z géry w z9. Istnieje zatem
przedzial domknigty K - otoczenie 2§ w I taki, ze dla 1 € K

Qf,l (l‘l,@ < 2/7‘ .

Funkcja f (21, e) jest holomorficzna w otoczeniu y; (bo y1 € U, wiec (z1,91) € A (f)),
zatem jest holomorficzna w polidysku P (y1,1/Qf1 (z1,%1)). Mamy

P (y1,1/Q1 (z1,91)) D P (y1,7/2) DV,

wiec dla z1 € K f (x1,e) jest holomorficzna w . Ponadto dla y; € ¥ mamy

o]
[ (z1,1)] < ZQf,l ($17y1)|a| ()\7‘)|a| < Z (%) = 2N,

Niech U; i I* beda jak w dowodzie punktu 1° i niech H C ¢ N U;. Znajdziemy
m takie, ze f jest osobno holomorficzna (jako funkcja dwéch zmiennych: z1 € I i
y1 € Io x -+ x I4) i ograniczona przez m w zbiorze K x ¢ U I7* x H. Z twierdzenia
Siciaka (a:(l),y?) € A(f) - sprzecznosé. m

Dzigki 2° i 3° wida¢, ze Z; 1 jest pluripolarny. Udowodnilémy zatem pierwszy krok
indukcyjny; pokazaliémy mianowicie, ze twierdzenie C jest prawdziwe dla £ = 1 i dla
dowolnego s > 2. Niech teraz k > 2 i zalézmy, ze twierdzenie C jest prawdziwe dla k — 1 i
dowolnego s > k.

4% Zbiér
Wi={y € lyy1 % xI;: S(f(e,9) = S(f)(e,9)}

jest gesty w 41 X - X Ig.
m Jak juz pokazalidmy, twierdzenie C jest prawdziwe dla k = 1, wiec stosujac je w
przypadku k > 1 k razy widzimy, ze dla quasi prawie wszystkich x5 € I, ..., dla
quasi prawie wszystkich zy1 € I11 mamy

S(f(e,xks1,---,25)) =S(f) (&, Tpsr1,...,Ts).
W szczegdlnosei zbior W jest gesty. m
5% Dla y € W zbidr Fy (y) jest pluripolarny.
mJesli L CC A(f) (e,y), to analogicznie jak w dowodzie 2° pokazujemy, ze F  (y)NL

jest pluripolarny. =

69 Jesli W' jest przeliczalnym, gestym podzbiorem W, to zbiér

R:=Zs\ U (S(f(e,9)UFrk(y))

yeWw’



jest pluripolarny.

m Wezmy dowolne 2 € R. Z definicji Zy ) znajdziemy y° € Ijiq X - x I takie,
ze (z°,4°) € S(f), ale y° € A(f (2°,0)). Oznaczmy g := f (29,...,29_,,e). Na-
jpierw pokazemy, ze (z9,y°) € A (g). Przypusémy, ze (z9,y°) € S(g). Mamy y° €
A (g (29,e)), zatem ) € Z, ;. Dzigki 3° znajdziemy y € W’ takie, ze 2 € Fy 1 (y),
czyli funkcja Q.1 (e,y) nie jest pélciagla z géry w x0. Z definicji R i W mamy

2 € A(f(o,9)\ Fre(y) =A(f) (o, 9)\ Fri (y),

zatem Qg (o,y) jest pélciagla z gory w o). W szczegélnosci Qg (29,...,20_1,,9)

= Qg1 (e,y) jest pélciagla z gory w 2 - sprzecznogé. Dostaliémy w efekcie (x%, yo) €
A (g), wigc

0,0 0 0 0 0
(x}wy ) € S(f) (‘Tla ce 7'77]@—17.) \S (f (xlv' . 7$k—17.)) )
czyli (29,...,2)_,) € Zj—1. Pokazaliémy zatem, ze rzut zbioru R na Iy X -+ x I;_4
zawiera si¢ w zbiorze Zy 1, ktory, dzigki zalozeniu indukcyjnemu, jest pluripolarny.

W szczegdlnosci R jest pluripolarny. m

7 zalozenia indukcyjnego twierdzenie C jest prawdziwe dla dowolnej funkcji osobno

analitycznej k zmiennych, wiec dla takich funkcji prawdziwe jest rowniez twierdzenie A.
W szczegdlnosei dla y € Ij,o1 X -+ - X I zbiér S (f (e,)) jest pluripolarny. W efekcie z 4°,
5% i 6° wnioskujemy, ze Zy jest pluripolarny. Dowéd twierdzenia C zostal zakoniczony.
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