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Wstep

Tematem mojej pracy magisterskiej jest rzeczywisty operator Monge’a-Ampere’a. Na-
zwa operatora pochodzi od nazwisk dwoch matematykow Gasparda Monge’a i André
Marie Ampere’a. G. Monge (1746-1818) francuski matematyk, fizyk, chemik uwazany za
tworce geometrii wykreslnej. Zajmowat sie rachunkiem rézniczkowym, catkowym i waria-
cyjnym. Natomiast A.M. Ampere (1775-1836) byt fizykiem, ale przede wszystkim matema-
tykiem. Rozwijal teori¢ réwnan rézniczkowych czastkowych opracowujac ich klasyfikacje.
Po raz pierwszy w 1935 roku niemiecki matematyk Hans Lewy (1904-1988) po emigracji
do Stanéw Zjednoczonych pisal o ograniczeniu rozwigzan réwnan Monge’a-Ampere’a. W
latach 40-tych, 50-tych spory wktad mieli rosyjscy matematycy: Aleksander Danilovich
Aleksandrow (1912-1999) i jego uczniowie: Bakelman, Pogorelow. W 1982 roku Sing-Tung
Yau (ur. 1949) zostal nagrodzony medalem Fieldsa za wktad w teorie réwnan rézniczko-
wych czastkowych i za poprawne sformuowanie teorii o rzeczywistym i zespolonym row-
naniu Monge’a-Ampere’a.

Rozdziat pierwszy zawiera definicje oraz twierdzenia dotyczace funkeji wypuktych jed-
nej oraz wielu zmiennych. Znajduje si¢ tu przede wszystkim twierdzenie pokazujace, ze
funkcje wypukte lokalnie spetniaja warunek Lipshitza oraz twierdzenia méwiace o tym, ze
funkcje wypukte sg rézniczkowalne prawie wszedzie. Te podstawowe wiadomosci zaczerp-
niete zostaly z ksiazek Larsa Hormandera (zob.[2]), R.T. Rockafellara (zob.[4]) i zostana
wykorzystane w dalszej czesci pracy.

Rozdziat drugi poswiecony jest zdefiniowaniu w spos6b geometryczny operatora Mon-
ge’a-Ampere’a dla niekoniecznie gtadkich funkcji wypuktych. Podana jest definicja obrazu
gradientu dla funkcji gtadkich oraz zostalta ona rozszerzona dla funkcji niegtadkich. Zostato
udowodnione twierdzenie Aleksandrowa oraz wyciggniety z niego wniosek méwiacy o tym,
ze okreslona rodzina zbioréw jest o-algebra.

Rozdzial trzeci przedstawia jednorodny problem Dirichleta. Pokazujemy, ze rozwigza-
nie moze by¢ zdefiniowane przy pomocy metody Perrona jako obwiednie funkcji afinicz-
nych.



W rozdziale czwartym przedstawimy podejscie analityczne do operatora Monge’a-
Ampere’a pochodzace z pracy J. Raucha i B.A. Taylora (zob.[3]). Byta ona zainspirowana
artykutem E. Bedforda i B.A. Taylora (zob.[1]), w ktérej podano definicje zespolonego
operatora Monge’a-Ampere’a dla funkcji niegtadkich. Pokazujemy takze réwnowaznosé
podejscia geometrycznego i analitycznego. Znaczaca czes¢ czwartego rozdziatu zajmuje
rozwiazanie problemu Dirichleta. Gtéwnym Zrodtem wiadomosci zawartych w rozdziale
trzecim, czwartym i pigtym jest praca Raucha i Taylora (zob.[3]). Twoérca gtéwnej teorii
zwigzane] z podejsciem geometrycznym oraz problemem Dirichleta jest Aleksandrow. W
1958 roku podal on orginalne sformulowanie problemu Dirichleta dla réwnan Monge’a-
Ampere’a. To wtasnie Aleksandrow rozwigzal problem Dirichleta dla funkcji wypuktych.
Przedstawimy to w rozdziale piatym: pokazemy, ze dla dowolnego ograniczonego obszaru
scisle wypuktego w R"™, funkcji cigglej g na 02 i dodatniej miary borelowskiej p na €2
takiej, ze u(€2) < oo, istnieje doktadnie jedno rozwiazanie problemu Dirichleta:

ue CVX(Q)NC(Q)
Mu=pw Q
u = g na 0.



Rozdzial 1
Funkcje wypuktle jednej i wielu zmiennych

W niniejszym rozdziale zebrane zostaty podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace
funkcji wypuktych jednej i wielu zmiennych potrzebne w dalszej czesci pracy.

Funkcje wypukta jednej zmiennej definiujemy nastepujaco:

Definicja
Funkcja w: (a,b) — R jest wypukia wtedy i tylko wtedy, gdy

Vaye(ap) Vico,) u((l —t)x + ty) < (1 —=tu(x) + tu(y).

Nastepujace trzy podstawowe, dobrze znane twierdzenia przedstawimy bez dowodu.

Twierdzenie 1.1.
Funkcja u: (a,b) — R jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
Voe(ay iloraz réinicowy =)

jest funkcjq rosngceq zmiennej h, gdy x+ h € (a,b) oraz h # 0.



Twierdzenie 1.2.

Jesli u = (a,b) — R jest funkcjg wypuklq to istniejg pochodne lewostronna v’ (x) i pra-
wostronna v, (x) dla kazdego x € (a,b). Sq one funkcjami rosngcymi. Jesli x1 < x,, gdzie
x1,x2 € (a,b), to mamy:

u(xs) — u(zy)

P < ul(w2) < U (22).

u' (z1) < (21) <

W szczegolnosci, funkcja u spetnia warunek Lipschitza w kazdym przedziale zwartym z
przedziatu (a,b).

Twierdzenie 1.3.
Funkcja u € CQ((a, b)) jest wypukia wtedy i tylko wtedy, gdy u” > 0.

Udowodnimy teraz twierdzenie pokazujace, ze funkcje wypukle jednej zmiennej roz-
niczkowalne sa w szczegdlnosci prawie wszedzie.

Twierdzenie 1.4.
Funkcja wypukta u : (a,b) — R jest rézniczkowalna poza przeliczalnym podzbiorem (a,b).

Dowéd:
Jezeli o<z <..<zx,<b to

n

Dl () — ()] <y (wn) — ul (1),

Jj=1
poniewaz

0< i[“ﬁr(fﬁj) —u_(z;)] < lil[ul—<$j+1) — ()] +  (z) — v (2,) =

= [ul(zn) —ul(zn)] + [ul(2n1) = ul(zn2)] + ... + [ul (23) — v’ (72)]+
Hu (22) — ul (21)] + vy (wn) — ul () = (20) — u(21).

Korzystajac z powyzszego dla a < a' < b <b mamy:

X () — (@) S W (t) —ul(d)) < oo

Ostatecznie dostaniemy teze, bo u jest rozniczkowalna w x wtedy i tylko wtedy, gdy
wy(e) = (). O



Funkcje wypukta wielu zmiennych definiujemy nastepujaco:

Definicja
Jesli zbior € jest otwarty, wypukly w R”, to funkcja w:Q+—— R jest wypukla wtedy i
tylko wtedy, gdy

Vieq, yern funkcja t—— u(z +ty) jest wypukla (tam gdzie jest okreslona).

Q

Tzn. u jest wypukta na kazdym odcinku w zbiorze €.

Uwaga:
Zbior funkeji wypuktych na  oznaczamy C'V X (Q).

Propozycja 1.5.
Niech u € C3(2), gdzie Q C R™ jest zbiorem otwartym i wypuktym. Wtedy u : Q@ — R

92u

gest wypukta wtedy @ tylko wtedy, gdy macierz ( B2, 008

(;E)) jest dodatnio pétokreslona dla
kazdego x € € tzn.

Ou >0, y = R"
al’j8$k (x)y]yk = 07 Yy = (yla 7yn) € .

Dowdd:
Niech 7 : (a,b) — € bedzie dane przez
Y(t) =z + ty tzn. v;(t) = z; + ty;.
Wtedy:
75(t) = y3,7; (t) = 0.
7 tego wynika, ze pochodne majg postac:

du(y(t)) = ig;(v(t))v}(t).
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Korzystajac z definicji funkcji wypuktej wielu zmiennych oraz na mocy Twierdzenia
1.3. otrzymujemy:

(#)°400) = 20, 00D 00 2 5 (09) ) -

Z definicji wynika, ze jezeli u € CVX(Q) i E C , to

sup u < sup u,
convE E

gdzie
k
convE = {thxl Sy, X € Bty oty 20,8 4 o+t < 1}
i=1

oznacza otoczke wypukie E. Stad mozemy tatwo wywnioskowaé, ze funkcje wypukte sg
lokalnie ograniczone z goéry. Z ponizszego twierdzenia wynika, ze funkcje wypukte wielu
zmiennych lokalnie speniaja nieréwnos¢ Lipshitza.

Twierdzenie 1.6.

Jesli funkcja  w : K(xg, R) — R jest wypukla, oraz v < M w K(xo,R), to dla
0<r < R mamy

‘u(w;:z(y)‘ < 4<M1;uix0)) , dla z,y € K(xg,7), v # 9.

Dowéd:

Niech g = 0. Zalézmy najpierw, ze n = 1. Bez straty ogoélno$ci mozemy zalozy¢, ze:
x>y (bo w przeciwnym wypadku zamieniamy z z y), oraz u(x) > u(y) (bo W przeciwnym
wypadku zamieniamy u z funkcjg t —— u(—t)). Mozemy takze zalozy¢, ze u jest okreslona
w otoczeniu K (0, R) (w przeciwnym razie mozna wzia¢ R’ < R iprzy R — R otrzymamy
teze). Zwroéémy uwage, ze y <z <r < R oraz u< M w K(0,R) stad mamy:

ule) —uly) _ ulr) = u(y) _ u(R)—ulr) _ M —ulr)
X X xX .
r—y r—y R—r R—r

Nastepnie z wypuktosci mamy



w rezultacie po przeksztatceniu otrzymujemy:

2u(0) — u(—r) < u(r)

oraz

u(—r) = u<<1 - ;) 0+ % : (—R)> < (1 - ;>u(0) + %u(—R) < (1 - R)u(O) + %M.

Stad wynika, ze

(1 + ;)u(o) - M% < 2u(0) — u(—r) < u(r).

Ostatecznie otrzymujemy:

u(e) —uly) _ M—u(r) _ M= (1+F)u(0) + M

r—y  R-r R—r
(14 5)[M = w(0)] _ 2[M — u(0)]
B R—r h R—r

Zatézmy teraz, ze n > 2.

7 przypadku jednowymiarowego mamy:
u(z) — u(y) < 2M—u(x ) <2]\4—u(x )7
=y R — ' R—r

gdzie z*, R, r' sg takie jak na rysunku. Z drugiej strony, dzieki wypuklo$ci u na proste;
przechodzacej przez 0 i £* mamy

u(0) —u(z™) < M — u(0)

skad tatwo otrzymamy teze. [



7 Twierdzenia 1.6 i twierdzenia Rademachera wynika, ze funkcje wypukte sg réznicz-
kowalne prawie wszedzie. Ponizej podamy dowdd tego faktu nie korzystajac z twierdzenia
Rademachera.

Twierdzenie 1.7.

Jezeli zbior € jest otwarty, wypukly w R™, a funkcja u : Q — R jest wypukia, to u jest
rozniczkowalna prawie wszedzie.

Dowdd:
Zdefiniujmy
oy i W hy) — () »

u(yc,y)—hE%+ T ydla z€Q,yeR™

oraz
A= {x € Qv (z, —ej) = —u(x, e]-)} =
= {x € Q: funkcja ¢t —— u(x +1t-e;) jest rézniczkowalna w 0},

gdzie

N .
e;=1(0,..,0, 1 ,..,0),dlaj=1,..,n
sa wektorami bazowymi w R". Zbiér A; jest mierzalny (poniewaz u'(e,y) jest mie-
rzalna dla kazdego y € R™). Stosujac wezesniej udowodnione Twierdzenie 1.4 dla kazdego
x € Q; j=1,..,n otrzymamy, ze zbidr:

{t eR: (Zlfl, ceey xj—17t7$j+17 ceey l’n) e \ A]}
jest przeliczalny. Zatem z twierdzenia Fubiniego zbiér © \ A; jest miary zero.

Ustalmy = € Q '\ ﬂ A;. Chcemy pokazaé, ze u jest rézniczkowalna w . Niech
j=1

g<y) = :C y Z :C e] Yy = (3/17---7%) e R".

Funkcja y+—— u/(x,y) jest malejaca granica funkcji wypuktych y+— w , gdy

h ™\, 0, wiec jest wypukta na R". Z definicji «'(x,y) mamy takze '(x,ty)=1t-u/'(z,y),
dla t > 0. Z wypuktosci dostaniemy subaddytywnos¢:

u(x,y+2) = 2u’(x, y;—z) < (x,y) +u(x, 2).

Otrzymamy w efekcie g < 0 na R™, a poniewaz ¢ jest wypukta oraz g = (0), to g = 0 na
R™. Stad wynika, ze u/(z, ) jest I‘OZHICZkQ u w punkcie x. O

10



Pokazemy teraz, ze funkcje wypukte mozna aproksymowaé¢ gtadkimi funkcjami wypu-
ktymi.

Twierdzenie 1.8.
Zatlozmy, ze u € CV X(Q), gdzie Q) jest obszarem wypukiym w R™. Dla € > 0 niech

Q. :={x € Q: dist(x,00) > e}.

Wtedy dla kaidego ¢ > 0 istnieje u. € CVX(Q2) NC>(L) takie, Ze u. — u lokalnie
jednostajnie w €.

Dowdd:
Niech ¢ € C§°(R™) bedzie takie, ze 0 > 0, o(y) = 0 gdy |y| > 1, o(y) zalezy tylko od |y|

oraz / odA = 1. Dla ¢ > 0 potézmy
R’VL

—_n y n
0:(y) =¢ @<€>, y € R™.

Wiedy o > 0, o(y) = 0 &dy ly| > =, 0.(y) zalezy tylko od |y| oraz [ oudd = 1
Rn
Ktadziemy

ucle) = (ws0.) (@) = [ uly)o-le—)aNy) = [ ulw - ey)oly)dry).

Wtedy u. € C*(€.) (bo w przeciwnym wypadku mozemy rézniczkowaé pod znakiem
calki) oraz u. € CVX () (z drugiej postaci). Jezeli K C Q jest zwarty, to dla x € K i
e > 0 odpowiednio matego mamy

<

[ (e — ) — () oly)dr(y)

us(z) — u(ac)} =

< [ Jua =y = u@)em)arw).
Jednostajna zbieznos¢ u. — w na K wynika teraz z jednostajnej ciagtosci v na zbiorach
zwartych. O

Twierdzenie 1.9.

Niech F C CVX(Q) bedzie rodzing lokalnie jednostajnie ograniczong (z gory i z dotu).
Znajdziemy wtedy cigg u; € F zbieiny lokalnie jednostajnie w €.

11



Dowdd:

7 Twierdzenia 1.6 wynika, ze rodzina F jest réwnociagla, a wiec z twierdzenia Arzeli-
Ascoliego mamy teze. 0

W rozdziale 5 bedziemy potrzebowaé réwniez tzw. lematu Choquet’a (w uproszczonej
wersji).

Lemat 1.10.
Niech F C CV X (Q) bedzie rodzing lokalnie jednostajnie ograniczong z gory. Istnieje wtedy
podrodzina przeliczalna F C F taka, Ze

sup F = supJ’E
(jako funkcje na §2).

Dowé6d:

Niech B bedzie przeliczalng baza topologii w 2. Funkcja u := sup F jest wypukta na €.
Dla kazdego j znajdziemy ciag z;, € B; taki, ze

sup u = sup u(z ;).
B k

Dla kazdego j, k istnieje ciag uj, € F taki, ze

u(zj) = Sup Uit (Tj)-

Niech F := {wjk}j g 1 potdézmy v = sup F. Mamy oczywiscie u > v oraz

sup v > sup v(z;x) = sup u;g (k) = sup u.
B; k kL y

A wiec z ciaglosci u, v (v jest réwniez wypukta na ) dostaniemy u = v. U

12



Rozdzial 2
Rzeczywisty operator Monge’a-Ampere’a -
- podejscie geometryczne

Rzeczywisty operator Monge’a-Ampere’a jest to modelowy przyktad nieliniowego ope-
ratora eliptycznego drugiego rzedu. Dla gtadkich funkcji u definiujemy go nastepujaco:

Definicja

0%u

Mu := det D*u = det (

x0Ty,

); 5L, k=1,...,n.

Dla n =2 operator ma posta¢: Mu = s

C0%u (D%
Oxdxr  Oydy

2 2
May) = Ugglyy — Uy

Bedziemy chcieli zdefiniowa¢ Mu dla dowolnej niekoniecznie gtadkiej funkcji wypukte;

Twierdzenie 2.1.

Niech Q2 bedzie zbiorem otwartym, wypuktym w R"™, E borelowskim podzbiorem zbioru ).
Jezeli funkcja u jest gladka, silnie wypukta (tzn. D*u > 0) na ), to

(2.1) Jip det D2ud\ = \(Vu(E)).

Dowdd:

Jezeli pokazemy, ze Vu jest dyfeomorfizmem to wystarczy skorzysta¢ ze wzoru na zmiane

zmiennych w calce. Wystarczy udowodnié¢, ze Vu jest iniekcjg na €. Przypu$émy, ze

Vu(z) = Vu(z*) dla pewnych z,2* € Q, = x*. Oznacza to, ze plaszczyzny styczne do

wykresu u w x i £* sg réwnolegte. Stad wynika, ze funkcja u jest afiniczna na przedziale
2 " Q%

[z,2*]. Dlay = x—2* # 0 mamy wiec (%) u(a:—i—ty)’ =0, czyli ) (x)yiyj =0,

t=0 =1 3%8%

co jest sprzeczne z tym, ze D*u > 0. O

13



Zbior Vu(E) nazywamy obrazem gradientu. Pokazemy teraz, ze prawa strona (2.1)
ma sens dla niegtadkich funkcji wypuktych. W tym celu podamy ogdlng definicje obrazu
gradientu.

Definicja
Dla funkcji wypuktej u : € — R definiujemy obraz gradientu dla punktu xy € €2 naste-
pujaco:

Ny(zg) = N(xg) := {y eR™: u(xg) + (x — zo,y) <ulx), v € Q}

Zauwazmy, ze z wlasnosci funkeji wypuktej wynika, ze w kazdym punkcie x zbiér N (xq)
jest niepusty. Jesli u jest rézniczkowalna w xy to ten zbidr jest jednoelementowy:

N(0) = {Vu(z0)}.

Dla zbioru borelowskiego E definiujemy:
N.(E) = N(E) := |J Vu(x).

ro€EFR

Ptaszczyzne lezaca ponizej wykresu funkeji v dotykajaca wykresu w punkcie zy nazy-
wamy plaszczyzng podpierajgcg u w xo.

Przyklad
Obraz gradientu w 0 dla funkcji u(x) = |x| to domknieta kula jednostkowa {|y| < 1}.

Dowé6d:

Z definicji mamy
N(0):={y €R": (z,y) < 2|, z € R"}.

Zauwazmy, ze (x,y) < |z||ly|, mamy wigc {|y| < 1} C N(0). Z drugiej strony, dla y €
{lyl <1} weimy = =y, wtedy (z,y) = [z[[y|.

14



Ponizszy rezultat jest czesto nazywany twierdzeniem Aleksandrowa.

Twierdzenie 2.2.

Dla dowolnej funkcji wypuklej uw zbior takich y € R™, ktore nalezg do obrazéow gradientu
wiece] niz jednego punktu, jest miary Lebesque’a zero.

Dowé6d:

Mozemy zatozy¢, ze u : 0 — R"™, gdzie () jest ograniczonym zbiorem wypuktym. Funkcja
v jest funkcja sprzezona do u, oznaczamy: v = u wtedy

v(y) = sup ({2, ) — u(@)).

(tatwo to sprawdzi¢ wprost z definicji). Funkcja v jest wypukta w R™ stad wynika, ze jest
rézniczkowalna p.w. Wystarczy sprawdzié, ze jesli yo € N(xg) to x9 € N(yo). To jest
wystarczajace, poniewaz jesli v jest rézniczkowalna w yy wtedy

N(yo) = {zo}.

Rozpisujac mamy:

u(o) + (T — 20, %0) < u(x),2 €€

u(zo) + (2, y0) — (T0,%0) < u(x),r € Q;
(,y0) — u(z) < (T, y0) — u(z0), 2 € Q.
Stad wynika, ze
v(Yo) = (o, Yo) — u(zo);
v(Yo) + (¥ — yo, ) < v(y),y € R
(y, xo) — ulxo) <v(y),y e R". O

Twierdzenie 2.3.
Rodzina:
m= {E C Q: N(E) jest mierzalny w sensie Lebesque’a }

jest o- algebrg zawierajgcq wszystkie borelowskie podzbiory 2.

Dowéd:
Jesli Ay, Ay, ... € m, to z definicji mamy:

(2.3) N( 001 Aj) — GlN(Aj),

15



a wiec U A; € m. Mamy takze
j=1
(2.4) K- zwarty = N(K)- zwarty,

w szczegblnosci z (2.3) Q € m. Z (2.4) wynika teraz, ze do zakoniczenia dowodu wystarczy
wykazaé
Fem = Q\Fem.

Z definicji obrazu gradientu mozna tatwo udowodni¢
N(@Q\ E) = (N(Q) \ N(E)) U (N@Q\ E)N N(E)).
Dzigki Twierdzeniu 2.2 mamy
AN(Q\ E)NN(E)) = 0.
A zatem N(Q \ E) jest mierzalny. [

Mozemy teraz zdefiniowa¢ miare Monge’a-Ampere’a Mu dla dowolnej funkcji wypu-
klej u. Dla E € m kladziemy Mu(E) := A(Vu(E)).

Twierdzenie 2.4.

Mu jest miarg na o- algebrze m.

Dowéd:
Zatozmy, ze Ay, Ao, ... € m sa zbiorami roztacznymi. Z Twierdzenia 2.2 mamy

MN(A) NN (A)) =0, j # k.

(3] @) e

- /\<N(A1) U (N(42) \ N(4))) U ) = fleu(Aj). O

Stad

16



Rozdziat 3
Jednorodny problem Dirichleta

Celem tego rozdziatu bedzie rozwigzanie jednorodnego problemu Dirirchleta. Dla 2
otwartego, ograniczonego zbioru wypuktego w R", oraz funkcji ciggtej g na 0€2 mozemy
szuka¢ rozwigzania problemu Dirichleta:

ue CVX(Q)NCK),
(3.1) Mu=0w €,
u = g na 0f.

Twierdzenie 3.1.
Jezeli Q) jest ograniczony i $cisle wypukty w R™ to dla dowolnej funkcji g € C(0N) istnieje
doktadnie jedno rozwigzanie U problemu (3.1).

Dowé6d:

Dowdd na istniente:
Niech %:{a : a— funkcja afiniczna, a < ¢ na GQ}. Skoro ¢ jest ograniczona od dohu na
0f) to rodzina & jest niepusta. Definiujemy
(3.2) U(x) = sup{v(x) : v € S},
Funkcja U jest wypukta oraz U < g na 0€2. Udowodnimy w kolejnosci, ze U = g na 02,
U eC(Q)i MU =0. Aby pokazaé, ze:

U(§) 2 g(§), dla & € 09,
bez straty ogdtu przyjmujemy, ze £ = 01 ze {z; = 0} jest plaszczyzna podpierajaca 2
w 0 tzn. 7 > 0 dla wszystkich © = (21, ...,2,) € Q. Jesli € > 0 wtedy dla dostatecznie
matych § > 0,

lg(x) — g(0)] < e, dla kazdych |z| < 9, = € IS
Skoro 0f1 jest Scisle wypukty, znajdziemy 1 > 0 taks malg, ze
QN{z = (x1,....,2,) : z1 <n} jest podzbiorem zbioru {z : |z| < §}.
Niech
M = min {g(m) rx € 00,y > 7]}
wtedy funkcja afiniczna
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a(z) = [g(0) — €] — Az, gdzie A > max {2022 o}

n
spehia

oraz
a(z) < g(z), dla x € 99.
Zatem a € & czyli U > a w szczegodlnosci
U(0) > a(0) > g(0) —e.
Skoro to jest prawdziwe dla kazdego € > 0 mamy U(0) > ¢(0) wiec U = g na 0f2. Ponadto
jesli {x,} jest ciagiem w 2 zbieznym do 0, wtedy
liminf U(z,) > liminf a(z,) = a(0) > ¢(0) — ¢,
stad
l%riigofU(xn) > ¢(0).
Wiadomo, ze jezeli 2 jest wypukly (a wiec regularny), to istnieje jedyna funkcja har-

moniczna f na € taka, ze f € C(Q) i f = g na 9Q. Skoro a € ¥ jest subharmoniczna,
mamy a < f wiec U < f, w szczegélnosci jesli x,, € €, z, — 0, wtedy

l}riiélofU(xn) < I;Iilgloff(xn) = ¢(0)
co dowodzi, ze U jest ciggta w 0. Zostato jedynie wykazaé, ze MU = 0. Stosujac Twier-
dzenie 2.2 wystarczy pokazaé, ze obraz gradientu V(£2) jest podzbiorem zbioru
{p € R™: p jest w obrazie gradientu z dwéch réznych punktow €2 }
Wezmy p € Vu(f2). Dla pewnego xy € 2 mamy
U(x) — U(zo) = (p,x — o).
Niech
a(x) = U(xo) + (p, x — xo).
Mamy
a(x) < g(z), dla kazdego x € 09).
Wtedy rownosé musi zachodzi¢ dla co najmniej jednego x € 9€2. W przeciwnym wypadku
a(z) + e < g(z), dla wszystkich x € 09 i dla pewnego € > 0,
co stosujac warunek (3.2) implikuje
U(xo) > a(xg) = U(xo)

i mamy sprzecznos¢. Niech £ € 99 bedzie takie, ze a(§) = g(§). Otwarty odcinek taczacy
xo z & lezy w Q. Dodatkowo

U(xg) = a(xg) oraz U(&) = a(€).
18



A zatem poniewaz a jest funkcja afiniczng to U(x) < a(z) dla kazdego x z tego odcinka.
Jednak U(x) > a(x), dla kazdego = ze zbioru 2. Stad p nalezy do obrazu gradientu z
odcinka od xg do &. Co konczy dowdd. 0

Dowod na jedynos$é: o

Niech U bedzie rozwiazaniem jak powyzej i przypusémy, ze V € C(Q) jest wypukta na Q

i V = g na 0f). Dla ustalonego T € €2 znajdziemy funkcje afiniczna a taka, ze
a<VnaQia(®) =V(@).

7 definicji U otrzymamy

czyli V < U.
Musimy jeszcze wykazaé, ze jezeli zq € Q jest takie, ze V(xg) < U(xy), to MV # 0.
Dla yg € Ny (z¢) znajdziemy ¢ > 0 takie, ze dla kazdego y € K (xg,c) mamy

Vi(zo) + (z — w0, y) < Ulx), x € 09,
a stad K(zg,e) C Ny(zo), czyli MV # 0. O
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Rozdziat 4
Rzeczywisty operator Monge’a-Ampere’a -
- podejscie analityczne

Celem tego rozdziatu bedzie przedstawienie analityczne operatora Monge’a-Ampere’a
oraz wykazanie rownowaznosci z podejsciem geometrycznym, na podstawie pracy Raucha
i Taylora (zob.[3]). W dalszej czesci pracy, bez straty ogétu mozemy przyjaé, ze zbiér
Q) jest otwarty, wypukty oraz ograniczony. Wprowadzamy nastepujace definicje, ktore sa
niezbedne do zrozumienia dalszej czesci pracy.

Niech M,,(Q2), gdzie 0 < m < n oznacza prad stopnia m rzedu 0 na . Oznacza to, ze
M,,(Q) jest klasa form rézniczkowalnych stopnia m, ktérych wspélezynniki sa miarami
borelowskimi na €2 (niekoniecznie dodatnimi), czyli kazdy element M,, (2) mozemy zapisaé
jako

= Z Mydxy, gdzie I = (i1, ..., i), 1 <ip < ... <ip < n.
[I|=m
Mozemy zatozy¢, ze M,,(€2) ma topologie stabej zbieznosci miar tzn. p; — p w M, ()
wtedy i tylko wtedy gdy

/@Auj—>/‘1>/\u7

dla kazdych form rézniczkowych ® stopnia n—m, ktorych wspotezynniki to ciggte funkcje o
nosniku zwartym w ). Dla wieloznacznika [ = (i1, ..., 0, ), gdzie 1 < iy < iy < ... < iy, < 1,
ktadziemy
Mou = d(u,)) Ao Ad(u,,),
przy czym oznaczamy u; = Ou/Ox;. M; mozemy traktowaé jako operator z C%(€2) do
M,,(€2). Ponadto potézmy
Mu = Mg, nyu = d(ur) Ad(ug) A ... Ad(uy)

tzn.

Mu = det [uij}dwl A ... Ndx,

jest miarg Monge’a-Ampere’a. Twierdzenie 4.1 pokazuje, ze wszystkie M to ciggte ope-
ratory na catym stozku C'V X (Q) funkeji wypuktych.
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Twierdzenie 4.1

Dla wielowskaznika I = {iy < ... < iy}, gdzie 1 < m < n; operator My : C*(Q) —
M,,(Q) ma nastepujgce wlasnosci:

(i) M odwzorowuge jednostajnie ograniczone podzbiory C* N CV X () w stabo ograni-
czone podzbiory M,,(€))

(i) jesli u9) vl € C}(Q) sq takie, ze:

(a)  lim w9 = lim oY) = (2bieznosé jednostajna),
j—o0 j—o0

(b) - Jim M (u) = o w M, (Q),

(c) j@mMI(v(j)> =v w M,(9),

to u=v. W konsekwencji M mozna w sposob jednoznaczny przedluzyé do cigglego ope-
ratora na catym CV X (Q).

Dowéd:
Bierzemy inny wielowskaznik J = {j; < ... < j,,}, niech A(I,J) bedzie wyznacznikiem

macierzy mxm [b;_ j,]. Aby udowodni¢ wtasnosé (i) potrzeba pokazaé, ze catka z ‘A(I ,J )‘

la 7j5
po podzbiorze zwartym (), moze by¢ oszacowana przez supremum normy z v po pewnym
wiekszym podbiorze zwartym (). Funkcja u jest wypukta, hessian funkcji u jest macierza
nieujemna, wiec

2AN(L, D) < AT + A, ).

Dlatego mozemy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy I = J. Bez straty ogdétu mozemy zato-
zyé, ze I = J ={1,2,....,m}. Niech K bedzie zwartym podzbiorem 2. Wybieramy funkcje
x klasy C* ze zwartym nosnikiem w €2 taka, ze 0 < xy < 1 oraz x = 1 na K. Niech
¢ = xdTpmi1 A ... Ndx,. Poniewaz A(1, 1) > 0 mamy

(4.1) [ ALY < [ dug A oo A dugy A D

7 twierdzenia Stokes’a otrzymujemy

Nastepnie sumujemy wzgledem 7. W rezultacie mamy:
(4.2)  m[dui A ... ANduy, NP = Z/udul Ao Ndui—g N d®; A duiqy A A dug,.
i=1

Jeslim = 1, to (i) jasno wynika z wlasnosci (4.1) oraz (4.2). Jesli m > 1, wtedy zaktadamy
indukcyjnie, ze wlasnosé (i) zachodzi dla wielowskaznikéw diugosci mniejszych od m.
Dlatego tez L' normy ze wspotczynnikow:
du1 VANRVAN dui,1 A dui+1 VANRAN dum
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na nosniku ® sa jednostajnie ograniczone jesli u nalezy do jednostajnie ograniczonego
podzbioru C%(Q) N CV X (Q), skad wynika (i).
Aby udowodnié¢ (ii) uzyjemy ponownie (4.2). Mozemy przyjaé, ze I = {1,2,...,m}.
Dowodzac przez indukcje mozemy réwniez zatozyc, ze
lim M, (u?) = lim M, (oW
dla wszystkich wielowskaznikéw .J dtugoéci mniejszych niz m. Zaréwno v\ d®; jak i v\ d®;
sa zbiezne jednostajnie do ud®;, jedli u zamienimy przez u'), a potem przez v w (4.2)

i przy j — oo mamy:
/u/\@:/y/\@,

dla wszystkich form rézniczkowych ® stopnia m, ktérych wspétezynniki sg funkcjami klasy
C* ze zwartym nos$nikiem. Stad wnioskujemy, ze p = v co konczy dowdd.

Ostatnia wtasno$¢ twierdzenia wynika z (i) i (ii), Twierdzenia 1.8 oraz z twierdzenia
Banacha-Alaoglu, z ktérego wynika, ze stabo ograniczone podzbiory M,,(2) sa relatywnie
zwarte. Co konczy dowdd. O

Definicja
Jesli funkcja u jest wypukta na zbiorze €2, to Mu definiujemy jako nieujemng miare
borelowskq My o, pyu = duy A ... ANdu, na £

Udowodnimy teraz nastepujaca nierownosc.

Propozycja 4.2.
Jesli funkcje u,v sq wypukte na zbiorze €2, to
M(u+v) > Mu+ M.
Dowé6d:
Dzieki Twierdzeniu 4.1. wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé dla u,v € C2. Dlatego tez po-
kazemy, ze
det(A + B) > det A + det B,

gdzie A i B sy dodatnio pétokreslonymi macierzami symetrycznymi n x n. Z ciggtodci
mozemy przyjac, ze macierz A jest dodatnio okreslona. Wtedy

wiec bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze A = I. W tym przypadku, jezeli
A1y ey Ap = 0 sa wartodciami wlasnymi macierzy B, to mamy

n

det(/+B)=JJ(1+N)>1+][[Ni=det]+detB. O
=1 =1
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Nastepnie pokazemy, ze Mu = Mu.

Propozycja 4.3.
Jesli funkcja u jest wypukia na zbiorze Q, wtedy Mu = Mu, tzn. dla kazdego zbioru
borelowskiego E C € zachodzi réuwnosé

Dowdd:

Skoro Mu, Mwu sa miarami borelowskimi wystarczy wykaza¢ réwnos¢ dla matych kul
domknigtych B(r) o §rodku w xy € 2. Zaobserwujmy, ze jesli u € C%(9) to:

2

(%iaxj

Muz./\/lu:det{ }dxl/\.../\dxn.

Zatézmy, ze u jest dowolna funkcja wypukta i niech u) bedzie ciagiem gtadkich funkcji
wypuklych zbieznych jednostajnie do v (danym przez Twierdzenie 1.8). Niech p; = Mub),
vi = MuY, y = Mu, v = Mu. Mamy

ni(B(r)) = v;(B(r)),
chcemy pokazad, ze N(B (T)) = I/(B(T)). Pokazemy nastepujace nieréwnosci:

(4.3) lim sup v (B(r)) < V(B(r)) :

Jj——00
oraz dla kazdego 0 < p <r

(4.4) liminf v;(B(r)) > v(B(p))-

J——00

Dzigki tym dwém nierownosciom udowodnimy to twierdzenie, poniewaz r —— V(B (T))
jest funkcja rosnaca ze wzgledu na r. Z warunkéw (4.3), (4.4) wynika, ze

lim v (B(?")) = V(B(?”))

J—00

poza punktami niecigglosci funkcji r —— V(B(?“)). Réwniez poniewaz p1; — 1 stabo,
mamy

i (B(r)) — n(B(r))
za wyjatkiem punktéw nieciaglosei dla r — ,u(B (r)) W ten spos6b mamy

u(B(r) =v(B(r),
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dla kazdych poza przeliczalnie wieloma r. Jednak obie funkcje 7 +— ,u(B (r)) oraz

r— V(B(T‘)) sg funkcjami ciggtymi prawostronnie wzgledem r, wiec musza by¢ rowne
dla kazdego r > 0. Wystarczy zatem pokazaé (4.3) i (4.4).

Aby udowodni¢ (4.3) bierzemy x;, x ktére oznaczaé beda odpowiednio funkcje charak-
terystyczne obrazu gradientu B(r) wzgledem u'), u. Latwo sprawdzié, ze

lim sup x; < x,

j—o0
a zatem z Lematu Fatou mamy (4.3).
Aby udowodnié (4.4) ustalamy ¢ > 0, 0 < ¢ < r. Polézmy

n; = max {u(:v) —u(x): |z| = 7’},

oraz . ‘
v (z) = w9 (z) +n; + 6<|x|2 — 7“2).

Wtedy v\ > u na {|x| = r}. Niech
Q; = {x o <7 oraz v0)(x) < u(x)}

Poniewaz 17; — 0iu") — u jednostajnie w |z| < r, mamy B(g) C €); dla wystarczajaco
duzego j. Nastepnie dla takich 7 Twierdzenie 5.1 daje:

V(B(Q)) < I/(Qj) < MW (QJ) < MW (B(r))
Jednakze v € C%(Q2), wigc
H20)

Mo = det
v ¢ Ox;0xy,

]dwl/\.../\dxn:Mu(j)+A:1/j+A,

gdzie A jest sumg rzedéw formy
+ef My (uD) Ad(ad) A A ()
wraz z |I| =n —k, k > 1. Z Twierdzenia 4.1 mamy
‘A(B(r))‘ < Ck,
oraz C' jest stalg niezalezng od j. Dlatego dla dowolnego £ > 0 mamy
lim inf Mo (B(T)) < I}Iilglof v, (B(r)) + Ce.

J——00

Wobec tego mamy speliona nieréwnosé (4.4). O
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Rozdzial 5
Niejednorodny problem Dirichleta

W tym rozdziale celem bedzie rozwiazanie niejednorodnego problemu Dirichleta:

ue CVX(Q)NC(Q),
(5.1) Mu=pw
u = g na 0f),

gdzie Q) otwarty, ograniczony zbiér wypukty w R™, u jest miarg borelowska na €2, oraz g
jest funkcja ciggta na 0€2. Rozwigzanie otrzymamy przy pomocy metody Perrona.

Pokazemy najpierw jednoznacznos$é problemu (5.1).

Propozycja 5.1.

Niech € bedzie ograniczonym obszarem w R™ (niekoniecznie wypuklym); u, v funkcje cig-
gle na Q, oraz wypukle na Q (a dokladnie na otoczce wypuktej Q). Jesli u = v na 99,
u > v w2 wtedy obraz gradientu § wzgledem u jest podzbiorem obrazu gradientu €2 wzgle-
dem v.

Dowdd:
WeZzmy y € N,(Q2). Wtedy dla pewnego zy € {2 mamy

(o) + (xr — x0,y) < u(z), € Q.
Niech a > 0 bedzie dane przez
a = max (u(azo) + (z — z0,y) — v(x))

Zauwazmy, ze jezeli a = 0, to maksimum jest osiggane dla x = xg, w przeciwnym wypadku
bedzie to w rzeczywistosci maksimum po pewnym zwartym podzbiorze 2. Niech € Q
bedzie punktem, w ktorym maksimum jest osiggane. Wtedy

v(T) = u(zo) — a+ (T — xo,y)

oraz
v(T)+ (r —T,y) <v(x), x € Q,
czyli y € N, (). O
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Natepnie udowodnimy zasade poréwnawczg dla operatora Monge’a-Ampere’a. Wynik
w oczywisty sposéb implikuje jednoznacznosé problemu Dirichleta (5.1).

Twierdzenie 5.2.

Niech u,v € CVX(Q) NC(Q), gdzie Q jest ograniczonym obszarem wypuktym w R™, bedq
takie, ze uw > v na 02 oraz Mu < Mv w Q. Wtedy u > v w Q.

Dowéd:
Przypuéémy, ze zbiér {u < v} jest niepusty. Znajdziemy wtedy M > 0 takie, ze
Y(@) = |af* =M <0
dla x € Q2 oraz € > 0 takie, ze zbior
D :={u<v+ey}
jest niepusty. Z Propozycji 5.1 oraz Propozycji 4.2 mamy
Mu(D) > M(v+ e¢)(D) > Mv(D) 4+ e"My(D) > Mv(D)

- sprzecznosé (bo M(D) = ¢, A\(D) dla pewnego ¢, > O). O

Nastepnym rezultatem jest ilociowa wersja Propozycji 5.1.

Lemat 5.3.

Niech 2 bedzie zbiorem ograniczonym, otwartym i wypuklym w R™ ze Srednicg /\; niech
d(x) bedzie odleglosciq pomiedzy x a 02, dla x € Q. Jesliu € CVX(Q2)NC(Q); u>0 na
0 oraz u(x) = —h <0 to
nh”
/ Mu > c

An () An—1"

gdzie ¢, jest stalq zalezng tylko od wymiaru n.

Dowdd:

Mozemy zalozy¢ bez straty ogélnosci, ze h = 1. Wybieramy zbior
:{§€Q:U(§)<O},

ktory jest ograniczony, otwarty oraz wypukty na R"; wtedy u € C(G) oraz u = 0 na 9G.
Konstruujemy stozek w R™*! wysokosci 1, o podstawie G x {0} z wierzchotkiem (x, —1).
Tzn. powierzchnia

z = c(&) w R™! jest taka, ze c¢(x) = —1, ¢(£§) =0
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jesli € € 0G, oraz funkcja & — ¢(&) jest liniowa na kazdym odcinku [x,y], gdzie z €
G, y € 0G. Poniewaz G jest wypuktly, powierzchnia {(5, c(f)) € e @} jest wypukia.
Ponadto v < ¢ na G gdyz u jest wypukta. Dlatego tez stosujac Twierdzenie 5.1

otrzymujemy
/Mc</Mu</Mu.
G €] Q

/GMc = A(N(@)).

Zbiér N.(G) jest wypukly oraz zawiera przynajmniej jeden wektor dtugosci

Mamy

1
d()

powierzchnie podpierajaca ¢ w x przechodzaca przez punkt z G najblizszy ZL’) Mamy

(Weémy

takze B(O, i) C N.(G), skad wynika zadane oszacowanie. U

Twierdzenie 5.4.

Niech Q zbiér ograniczony, otwarty, wypukly w R™. Niech u,u; € CVX(Q)NC(Q), gdzie
j=1,2,..., bedq takie, Ze:

(1) uj — u zbiezny jednostajnie na OS2,

(17) Muj — Mu zbiezny stabo w €Q,

(iii) [ Mu; < A< +oo w C(Q).

Wtedy u; — u jednostagnie na ) .

Dowéd:
Funkcje u; sa jednostajnie ograniczone z géry w zbiorze (2. Jesli w jest jedyng funkcja

harmoniczna w C(€2) w 2, taka, ze w = u na 9S2, poniewaz funkcje wypukle sa subhar-
moniczne, z zasady maksimum mamy:

(5.2) uj(z) <w(z) +¢5, x €9,
gdzie
£ = max{]uj(:c) —u(x)|:x € 89}.

Teraz chcemy uzyska¢ dobre dolne ograniczenie na u;(z). Niech ¢ bedzie punktem z
00 oraz funkcja liniowa ¢(x) wyznacza plaszczyzne podpierajaca wykresu u w ¢, tzn.

u(z) —u(C) = l(x — (), z € Q.
Niech
vj(z) = uj(z) —u(C) —l(x —¢) +¢j
z €; jak w (5.2). Mamy wtedy v;(x) > 0 dla kazdego = € 0. Korzystamy z Lematu 5.3
dla kazdego = € © mamy v;(x) > 0 lub

(5.3) {— vj(x)}n < const. d(x) AN
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W obu przypadkach mamy:
liminf v;(z) >0
z—(E€IN

jednostajnie wzgledem j, tzn. dla dowolnego € > 0, § > 0 oraz j, mamy
ui(xr) >u(() —¢, j > jo, x €Q, |z —¢| <.

Drzigki wtasnosci (5.3) widzimy, ze funkcje u; sa jednostajnie ograniczone z dotu. Co wiecej
jednostajnie ograniczone rodziny funkeji wypuktych sa zwarte w C(£2) (Twierdzenie 1.9),
wiec istnieje podciag u;, ktéry zmierza do funkcji wypuktej v w C(2). W szczegdlnosci z
Twierdzenia 4.1 mamy

Mv = lim Mu; = Mu.

J—00

Réwniez z whasnosci (5.2) oraz (5.3) wynika, ze v € C(Q2) oraz v = u na 0f). Dlatego
stosujac Twierdzenie 5.2 wnioskujemy, ze u = v na 2. W rezultacie widzimy, ze u; — u
w C jednostajnie poniewaz wu; —u jest mate blisko 92 z (5.2) oraz (5.3). Podczas, gdy
u; — v =u w C(Q2). To konczy dowdd. O

Twierdzenie 5.5.
Dla u,v € CVX(Q) mamy

M max{u, v} > X{usv} M + X{ucoy M.

Dowéd:
Wystarczy wykazaé te nierownosé na zbiorze {u = v}. Ustalmy zbiér zwarty K C {u = v}.
Dla ¢ > 0 mamy wtedy zbieznos¢ jednostajna
w, := max{u,v + £} — max{u,v} =: w,
gdy € — 0. Ze stabej zbieznosci Mw. — Mw otrzymamy
lim sup Mw,.(K) < Mw(K),

e—0

a poniewaz w. = v + ¢ w otoczeniu K, to Mw.(K) = Mv(K). O

Twierdzenie 5.6.

Jesli Q) jest obszarem scisle wypuktym @ jesli p jest nieujemng miarg borelowskq na zbiorze
Q z u(Q) < 400, wtedy istnieje dokladnie jedno U rozwigzanie (5.1).
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Dowdd:

Jedynosc¢ jest konsekwencjg Twierdzenia 5.2. Aby udowodnié istnienie korzystajac z Twier-
dzenia 5.4 widzimy, ze wystarczy udowodni¢ twierdzenie kiedy p € P, gdzie P jest stoz-
kiem miar postaci

k
= Z a0z, gdzie a; > 0, zas d,; sa miarami Diraca w z;.

j=1
Bo jezeli wykazemy twierdzenie dla takich miar oraz p jest dowolng miarg nieujemna taka,
ze () < oo to znajdziemy p, € P takie, ze p, — p stabo oraz p,(Q2) < A < +oo.
Wtedy z Twierdzenia 5.4 wynika, ze rozwiazania problemu (5.1) dla p, zmierzaja do
rozwiazan (5.1) dla p.

Z Twierdzenia 5.2 wynika, ze rozwiazanie (5.1), jedli istnieje, musi by¢ dane przez

u = sup F (i, g),
gdzie
Fp,g) = {v eCVX(QNCQ): Mv>pwQ,v=gna GQ}.
k

Zaktadamy wiec, ze p = Z a;0,,, gdzie a; > 0. Pokazemy najpierw, ze F(u, g) # (). Mamy

i=1
M(\ : —xz|) = C,04,, gdzie ¢, > 0 zalezy tylko od n. Niech v € CVX(Q) N C(Q) bedzie
taka, ze

1 n
v(x) =g(x) — WZaﬂx — x|, x € 0L

Cn =1

Wtedy z Propozycji 4.2 dostaniemy Mw > u, gdzie

1 n
w="v+ Wzmx — x|
Cn =1
Poniewaz w = ¢g na 92, mamy w € F(u, g).
Jezeli
U = sup F(u, 9)
to mamy
w< U< u,

gdzie u € CVX(Q) NC(Q) jest takie, ze Mu = 0, u = g na I (takie u istnieja dzieki
Twierdzeniu 3.1). Wynika stad, ze U € CVX(Q) NC(Q), U = g na 90 i wystarczy
pokazaé, ze MU = p.

Udowodnimy najpierw, ze MU = 0 w Q\ {1, ..., z, }. Jezeli B(zg,7) C Q\ {21, ..., 7, }
dla pewnego r > 0, to dzigki Twierdzeniu 3.1 znajdziemy v € CV X (B(xq,7))NC(B(x,7))
takie, ze Mv = 0 oraz v = U na 0B(xq,1).

w(z) — U w Q\ B(xo,r)
(@) {v w B(xg,T).
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Wtedy w € CVX(Q)NC(Q) (bo v>2Uw B(xo,r)>, a wiec w € F(u,g). W B(zo, 1)
mamy wiec

v=w< U <,
czyli U = v, zatem MU = 0 w B(x,r). Nastepnie wykazemy, ze MU > p. Dzieki
Lematowi 1.10 znajdziemy ciag u; € F(u,g) taki, ze U = supu,;. Z Twierdzenia 5.5

J
wynika, ze max{us,...,u;} € F(u, g). Stad otrzymamy, ze MU > p.
Udowodnili$my, ze miara MU znika na Q \ {1, ...,x,} oraz MU > p, a zatem

k

i=1
Musimy pokazac¢, ze \; = 1. Ustalmy ¢ = 1 mozemy zatozy¢, ze x1 = 0. W otoczeniu 0
mamy wiec MU = \ady. Przypusémy, ze A > 1. Niech r > 0 bedzie takie, ze B(0,r) C
Q\{z2, ..., x;}. Obraz gradientu Ny (0) jest zbiorem wypuklym o mierze dodatniej, a wiec
musi zawiera¢ B(0,¢e) dla pewnego ¢ > 0 (po ewentualnej modyfikacji U przez odjecie
funkeji liniowej). Oznacza to, ze

U(x) —U(0) > e|z|.
Po odjeciu statej mozemy zaltozyé, ze U(0) < 0, podczas gdy U(z) > 0, |z| > r.
Potozmy
w.:{Ul ,gdy U>0,
AU gdy U <O.

Na zbiorze {U < 0}, ktéry jest otoczeniem 0, mamy Mw = \"'MU = ady. Poniewaz
w = U poza B(0,r), mamy w € F(u,g), a stad w < U. Mamy jednak w(0) > U(0) -
sprzecznosc. 0

30



Bibliografia

[1] E. Bedford, B.A. Taylor, The Dirichlet problem for a complex Monge-Ampére equ-
ation, Invent. Math 37 (1976), 1-44.

[2] L. Hérmander, Notions of Converity, Birkhduser, Boston 1994.

[3] J. Rauch, B.A. Taylor, The Dirichlet Problem for the multidimensional Monge-Ampére
equation, Rocky Mountain, J. Math. 7 (1977), 345-364.

[4] R.T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press 1970.

31



