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Wstep

Celem niniejszej pracy jest omowienie jednej z najwazniejszych funkcji
specjalnych - funkcji dzeta Riemanna. Na jej temat napisano juz wiele ksig-
zek, powstato mndstwo prac naukowych oraz artykutow. Tak wiec z ogromnej
tlosci zagadnien, problemow 1 zastosowan tej funkcji musielismy niestety wy-
brac¢ tylko niektore.

W pierwszym rozdziale opiszemy podstawowe wtasnosci funkcyi ¢, udo-
wodnimy tloczyn Eulera oraz rownanie funkcyjne Riemanna. Wyprowadzimy
rowniez wzory szereqgow bedgcych przedtuzeniame funkcji ¢ na potptaszczyzne
zespolong {s € C: R(s) > 0A s # 1} oraz na calq ptaszczyzne zespolong bez
punktu s = 1.

W kolejnym rozdziale zaprezentujemy oraz udowodnimy tw. o liczbach
pierwszych. Pokazemy zwiqzki analizy zespolonej z teorig liczb poprzez uka-
zanie roli funkcji ¢ w tym dowodzie.

W rozdziale trzecim postaramy sie przyblizyé najstynniejszy chyba i na-
dal otwarty problem matematyki wspotczesne), hipoteze Riemanna. Pokrdtce
przedstawimy dotychczasowe wyniki w kierunku udowodnienia (lub obalenia)
RH, a takze opiszemy kilka réwnowaznych stwierdzen oraz wnioskow z niej
wynikajgcych.

Na koniec przedstawimy wiele dalszych wtasnosci C, jej wartoSci w wy-
branych punktach, zwigzki ¢ z innymi funkcjami specjalnymi jak: funkcja T’
Fulera, funkcja p Mébiusa, funkcja X Liouville’a. Pokazemy rowniez jedno z

licznych zastosowan funkcji ¢ w fizyce.



Rozdzial 1

Definicja 1 podstawowe wlasnoSci

funkcji

1.1 Funkcja ¢ Riemanna

Funkcja dzeta Riemanna okreslona jest wzorem:

C(s) =1+ 1S+i+ —Z* R(s) > 1. (1.1)

1y
s 3

2
Dla s = 0 + it mamy |n~*| = n~?. A stad wynika, Ze szereg ten jest zbiezny
jednostajnie w kazdym podzbiorze zwartym tej potplaszczyzny i funkcja ¢

jest tam holomorficzna.



C(t), 0<t<6.*

Co ciekawe, wzor (1.1) jako pierwszy sformutowal Euler. Wykazal on rowniez,
iz funkcja ta ma gtebokie i istotne zwiazki z liczbami pierwszymi, a dokladniej

udowodnit, ze

1 1 1 1 1
C(s) = T T - T 1""22 i
=g 15 15 l-% pe’Pl_E

gdzie P oznacza zbior liczb pierwszych.
Twierdzenie 1.1 (Iloczyn Eulera, 1737 r.). Prawdziwa jest nastepujgca
tozsamosc:
! 11 (1 ) R(s) > 1
B ——, s
C‘(s) pe’P pS

gdzie w iloczynie wystepujqg wszystkie liczby pierwsze.

*Rysunek pochodzi ze strony http : //en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta _function.



Fakt ten ma ogromne zastosowanie w teorii liczb, m.in. w dowodzie twier-

dzenia o rozktadzie liczb pierwszych.

Dowdd. Zauwazmy, ze:

1 1 1 1
1—-27° = I4+—+—4+—+...)](1—=
((s)(1—2) (1t m+gtpt)(-5)
= (1+1+1+1+ ) (1+1+1+
- 28 3 45T 25 45 6°
1 1 1 1 1 1
1-27%)(1-37° = l4+—+—F+—+F... ] =+ =+—+...
e)1=27)(1=37) <+38+58+7er ) <3S+95+155+ )
Wida¢ wiec, ze:
C8)1=27)(1=37)...(1=p,") ... = () [[Q—p")
n=1
= 1
A stad juz natychmiast otrzymujemy teze. O

1.2 Globalnie zbiezny szereg dla funkcji ¢

Powyzej zdefiniowaliémy funkcje ¢ dla liczb zespolonych s takich, ze R(s) >
1. Sprobujmy teraz znalezé jej analityczne przedtuzenie na wiekszy obszar.
Dla (s) > 1, mamy:

> 1 > 1 1 > n+tl
C(s):n1ns:n1n<ns—<n+1)s>:s;n/n v 5 N

Niech z = [z] + {z}, gdzie [z] jest cecha, a {x} mantysa liczby z. Poniewaz
[] jest na kazdym z przedzialow [n,n + 1) stale i r6wne n, mozemy wiec
napisac

((s) = sni_o:l /nH[:L']:B_S_ld:B = s/loo[:v]x_s_ldx.

Wstawiajac [z] = © — {x} dostajemy
C(s) = s /Oo x %dx — s /Oo{x}x_s_ldx
1 1

i T~ s/oo{x}x_s_ldx, og>0 (1.2)
— 1
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Zauwazmy teraz, ze catka niewlasciwa w (1.2) jest zbiezna dla o > 0 (ponie-
waz calka [° 277 ldx jest zbiezna). Ta calka niewlasciwa definiuje funkcje

analityczna w obszarze R(s) > 0. Stad tez funkcja meromorficzna w (1.2)

daje analityczng kontynuacj¢ ((s) na polplaszczyzne R(s) > 0, a wyraz 5

daje biegun ((s) w punkcie s = 1.
Aby przedtuzyé¢ funkcje ((s) na cala plaszezyzne zespolona bez punktu
s = 1 postuzymy sie funkcjg gamma I'(s) zdefiniowana w nastepujacy sposob:

I(s) = / -l dt, (1.3)
0
Mamy
s 0o
I'(= :/ t2 e tdt
<2> 0 T
dla o > 0. Wstawiajac t = n?mx, dostajemy

-2 S —s © 51 _n2ra
2 5 n = Tz e dx.
0

Dalej sumujac pon = 1, 2, 3, ... oraz zmieniajac kolejnos¢ sumowania i

catkowania:

72l (;) ((s) = /OOO 2! (i 6"2”> dx

B sy O(x)—1
= /0 x (2 )dm, (1.4)

gdzie

O(z) := i e~

n=—oo

jest funkcjq theta Jacobiego.

Lemat 1.2. Funkcja 6 spelnia nastepujgce rownanie funkcyjne:

1

x20(z) = 0(x7 1), (1.5)

prawdziwe dla x > 0.



Dowadd. Definiujemy
f(t) :=e™% oraz F(t) := > flt+n).

Wowczas F' jest funkcja okresowa o okresie 1 i spetnia warunek Lipschitza.

Jej szereg Fouriera jest wiec zbiezny punktowo, a stad

o)=Y f(n)= Z/ S EWd = S F(n

n=—oo n=—oo n=—oo

gdzie
fis)= [ ety

jest transformata Fouriera funkcji f. Aby znalezé f , musimy obliczy¢ catke
122 eiar=b*dr dla a € R oraz b > 0. Po podstawieniu s = bz — ai/(2v/b) i

catkowaniu po odpowiednim konturze otrzymamy

a,2 a2 a2

© iaz—ba? € 4 _g2 e 4% /OO 2 \/7_1'6_@

e dr = e ds = —— e Vdr = ————.
Lo Vb Jisto=52) Vb oo Vb

Stad

co konczy dowod. O

Mozemy wiec juz powrécié do naszych poprzednich rozwazan. Liczymy

dalej:

[ (e o (o e ()

Zajmijmy sie najpierw pierwsza catka. Korzystajac z rownania (1.5) otrzy-



mujemy:

/01 e ((9(1’)2—1) de = ; (/01 2710 (x)dx — /01 mg_ldx>

2
= —i+; @ laa0(a ) de

= _i + ;/loo a2 20(x)da

= —i+ 1°°x—§—§ (9(@2—1) d:H; 10033_
= o+ lwx;; (9(1-)2—1) dov L

B S(sl— R (0(@2_1> e

Sumujac ostatni wynik z druga calka, dostajemy:

C(s) = F”(2) {s(sl_ o 1°° (a3 +2573). (9(””)2_1> dx}. (1.6)

Wskutek eksponencjalnego spadku funkcji 6, catka niewlasciwa w rownaniu

(1.6) jest zbiezna dla kazdego s € C a stad definiuje funkcje catkowita na
zbiorze liczb zespolonych. Stad tez (1.6) jest analityczna kontynuacja funkeji

((s) na cala ptaszczyzne zespolona bez punktu s = 1.

1.3 Rownanie funkcyjne

Zajmiemy sie teraz rownaniem funkcyjnym dla ((s). Riemann zauwazyt,
ze wzor (1.6) nie tylko zapewnia analityczne przedtuzenie funkcji ((s), ale

takze dostarcza rownanie funkcyjne. Zaobserwowal on bowiem, ze wyrazenie

1
s(s—1)

1 — s. Stad tez wyprowadzil ponizsze réwnanie:

oraz calka niewlasciwa w (1.6) nie zmienia sie jesli zastapimy s przez

Twierdzenie 1.3 (Réwnanie funkcyjne). Dia kazdego s € C,
s —s 1 -
i (2) ¢ =nF T () - s)
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Z powyzszego réownania funkcyjnego, wida¢ ze funkcja ( ma tak zwane

zera trywialne w punktach s = =2, —4, —6, ....

1.4 Funkcje £(s) i =(¢t)
Rozpatrzmy funkcje:

£(s) = 5s(s = )i () ¢(9)

Wowczas réwnanie funkcyjne upraszcza sie do postaci:

§(s) = €(1—s).

Zbior zer funkeji £(s) jest zbiorem nietrywialnych zer funkcji ((s). Mamy

takze £(s) = £(35). Wobec tego

() =es-0) (-G o) <3+

Zatem & (% - it) € Rdlat € R. Okreslamy teraz funkcje rzeczywista Z(t) :=
5(% —i—it). Jest to funkcja parzysta, =(—t) = Z(t). Zbior zer funkcji ((s)
na prostej krytycznej jest réwny zbiorowi zer funkcji £(s) na tej prostej,

odpowiada wiec zbiorowi zer rzeczywistych funkcji Z(t).

10



Rozdzial 2

Twierdzenie o liczbach pierwszych

2.1 Wprowadzenie

Nasza fascynacja liczbami pierwszymi rozpoczela sie juz w starozytnosci.
Euklides udowodnil, ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych. Erato-
stenes opracowal metode znajdowania liczb pierwszych (tzw. Sito Eratoste-
nesa). Poprzez dokladne badania tabeli liczb pierwszych, C. Gauss (1777-
1855) sformutowal zaleznosé, ktora my dzi§ nazywamy twierdzeniem o licz-
bach pierwszych. Niech 7(n) oznacza moc zbioru liczb pierwszych spetniaja-

cych warunek p < n. Twierdzenie o liczbach pierwszych gtosi, ze:

n mn n—o0
m(n) ~ logn’ ( n/ l(og?n — b
Nie ma tu wzmianki o liczbach zespolonych, tym bardziej zaskakujacym jest
fakt, ze pierwszy (i przez dtugi czas jedyny znany) dowod przeprowadzony byt
w oparciu o analize zespolona. Droga wiodaca do dowodu tego twierdzenia
byta dhuga i zawita. Niezwykle pomocna okazalta sie by¢ ponizsza funkcja,
tak zwany logarytm catkowy:

Li(x) = /2 : ljgft
Latwo zaobserwowac, ze Li(x) ~ x/log x przy © — +oco. Postugujac sie kom-

puterem mozna obliczy¢, ze dla x = 10° Li(z) &~ 78 628 oraz 7(z) = 78 498.

11



A biorgc = 10° dostajemy Li(x) ~ 50 849 235 oraz w(x) = 50 847 478.
Twierdzenie o liczbach pierwszych orzeka, ze blad (w pewnym sensie) bedzie
malat do zera przy x dazacym do nieskoriczonosci. Doktadniejsze przyblizenia
tego bledu dostarczaja nam bardziej szczegétowych informacji dotyczacych
rozmieszczenia liczb pierwszych.

Rosyjski matematyk P. L. Czebyszew (1821-1894) udowodnit, ze iloraz:

7(n)

n/logn (2.1)

zawsze lezy pomiedzy dwoma dodatnimi stalymi, kiedy n jest ,duze”. J. J.
Sylvester (1814 — 1897) ,zepchnal” te stale blizej siebie (cho¢ nadal lezaty
one po obydwu stronach 1). Dopiero J. Hadamard (1865 — 1963) i C. de la
Vallee Poussin (1866 — 1962), niezaleznie od siebie udowodnili, ze wyrazenie

(2.1) jest asymptotyczne z 1 gdy n — oo. Napiszmy to bardziej formalnie:

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie o liczbach pierwszych). Funkcja 7w(n)

jest asymptotycznie réwnowazna z n/logn w nastepujgcym sensie:

m(n)

n—oon /logn -

[stotnym krokiem do przodu w dowodzie tego twierdzenia, dokonanym
przez Hadamarda i de la Vallee Poussina, bylo zastosowanie narzedzi spoza
teorii liczb. W szczegolnosci postuzyli sie analiza zespolong - wykorzystali
funkcje ¢ Riemanna w wyczerpujacy i oryginalny sposob.

W 1949 Selberg i Erdés znalezli ,elementarny” dowod Tw.2.1. Byl on
elementarny w tym sensie, ze nie wykorzystano w nim analizy zespolonej. W
istocie byt on techniczny i niezwykle skomplikowany.

Aktualny dowod Tw.2.1, ktory zaprezentuje pochodzi od D. J. Newmana

[6] i zostal nieco uproszczony przez Zagiera [10].

12



2.2 'Twierdzenie o liczbach pierwszych a analiza
zespolona

Na pierwszy rzut oka nie widaé¢ zadnego oczywistego zwiazku Tw.2.1 z
analiza zespolona. Funkcja 7(n) prowadzi z N w N stad nie ma mowy o jej
rozniczkowalnodci, a nawet cigglosci. Kluczem do rozwigzania okazat sie by¢

iloczyn Eulera (patrz Tw.1.1):
1

)
—=1[1-=], Rs)>1 (2.2)
g(S) peP ( p
ktory mozemy zapisa¢ w roOwnowaznej postaci:
1 1
g(s):]‘[(1+—s+ﬁ+...). (2.3)

peP p

Zaczniemy od dowodu nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.2. Suma odwrotnosci liczb pierwszych jest nieskoriczona:
Z — = +400.
pEP p

W szczegolnosci istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

Dowdd. Zauwazmy, ze 0 < ((s) < +oo dla s € (1,00). Prawa strona réwnosci
(2.2) wyraznie maleje kiedy zblizamy sie z s do 1, s — 17. Zalézmy niewprost,
ze Zpep < 400. Woéwcezas iloczyn [[,ep(l — ) jest zbiezny i ma granice
r6zng od zera. Rowniez dla wszystkich rzeczywistych s > 1 oraz dla ustalone;j

N > 0 mamy:

03] B05)-m(-5) -

Stad
1 1 1
SE%@—SE%H(“W)/H(PPFO

peEP pEP

A zatem granica lim, .+ ((s ) jest skoriczona. Ale dla dowolnego A > 0,

znajdziemy N € Z* takie, ze 1> A Stad tez lim, 1+ ((s) = XY L > A

13



W rezultacie otrzymujemy, ze lim, .1+ ((s) nie moze by¢ skoriczone. Sprzecz-

nosc. [
Dla uproszczenia zapisu bedziemy uzywac¢ nastepujacego oznaczenia:

flx) ~g(x) = lim fz) =1.

z—++u>g(x)

HEUREZA. Funkcja w(z) wskazuje ktore liczby sa pierwsze w nastepujacy
sposob: liczba naturalna n jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé

m(x) wzrasta o 1 dla x = n. Stad warto$¢ ponizszej sumy:

> fp), peP

P<T

gdzie dana funkcja f jest okreSlona na R™, jest w tym sensie zdeterminowana
przez wartosci funkeji 7(x). To ostatnie wyrazenie zapiszemy teraz przy po-

mocy calki Stjeltiesa. Mianowicie:

S50 = [ ()

P<T

zakladajac oczywiScie, ze [ jest ciggla funkcjg okreslong na R*. Podstawmy
w powyzszym wyrazeniu f(x) = log z zakladajac przy tym na chwile, ze 7(x)
rowna sie¢ z/logz. Oczywiscie funkcja m(x), ktora jest ,skokowa”, nie moze i
nie rowna sie x/ log x, ktora jest C> na {z : = > 1}. Mozemy jednak zatozy¢,

ze idea asymptotycznego zachowania Y f(p) przy n — +oo moze wywodzi¢
T
sie z asymptotycznego zachowania funkeji 7(z). Oznaczmy teraz:

J(z) = logp.

P<T

Nastepnie dla wygody mozemy zmieni¢ dolna granice sumowania (bez straty

ogolnosci, poniewaz interesuja nas tylko duze wartosci z),

I(z) ~ Y logp.

2<p<T

14



Wyrazenie > y_,«, logp powinno by¢ tej samej wielkosci co:

t

@ ol ot
logt d(t/logt) =  logt- —— —/f~—dt
/2 ogt d(t/log!) ©8 logt|, 2 t logt

S|
= 93—2—/ —dt.
2 logt

Skorzystaliémy tu z caltkowania przez czesci. Korzystajac z reguty I’Hospitala

otrzymujemy:

fr 1 11
. 2 logt®" RH. ;. 1 log 2
lim —=-%8f "= |jm =28r 982 _ ).

T—00 T T—00 1
Stad mozemy juz wnioskowaé, ze

-2
x _

1
lim — Z logp = lim
x

T—00 r—o0 ¢
PLT

lub tez ¥(z) ~ x.

Ta ostatnia asymptotycznosé jest rzeczywiscie prawdziwa, chociaz jesz-
cze jej doktadnie nie udowodnilisémy, nawet przy dodatkowym zalozeniu, ze

m(x) ~ x/logx.

Powyzsze heurystyczne rozumowanie moze by¢ (nawet mniej formalnie)

odwrocone. Zalozmy, ze
da)=x lub e~ / (log t)dr(t).
2

Roézniczkujemy ostatnie wyrazenie wzgledem x otrzymujac:

dm(x)
dx

1 ~logz

czyli

|
~ —dt
() /210gt
Ale
fo lolgtdt _

z—+oo x/logx

15



Ponownie, dzieki regule I’'Hospitala mamy:

X

m(x) ~ gz’

Tak wiec niespodziewanie, te niepewne rozwazania i mato rygorystyczne ro-
zumowania zaprowadzity nas do prawdziwych konkluzji. Teraz sformutujemy

i udowodnimy nasze pomysty prawidtowo i doktadnie:
Lemat 2.3. Prawdziwa jest nastepujgca asymptotycznosc:

V(z) ~x

x
logx

wtedy 1 tylko wtedy, gdy m(x) ~

Dowdd. Zalozmy najpierw, ze ¥(z) ~ x. Teraz

I(z) = logp < D logz = w(z)logz.

psT psz

Takze, dla € > 0,

Iz) > >, logp
rl-e<p<La
> > (1-¢)logx
rl-e<p<La

> (1 —¢)logx[m(z) — 77(91;1’8)].
Stad, dla duzych =,

l7r(3c) logz > ) >(1-¢) _
T T T x

Ale m(z'7°) < 2'7¢, tak wiec

1—e 1
m(x'~%)logx _o

lim
T—+00 x

Stad juz wynika, ze w(z) ~ z/logz. Dowod w przeciwna strone polega na

odwroceniu krokdéw powyzszego rozumowania. ]

Pokazemy teraz, ze dla duzych wartosci x, ¥(z) jest bliskie z w pewnym

,catkowym” sensie.

16



Lemat 2.4. Jesli istnieje

x 19 _
i [T —t
z—+o0 /1 2

dt

to wowczas Y(x) ~ x.

Dowod. Zatdézmy niewprost, ze istnieje liczba A > 1 taka, ze dla pewnego

clagu {z;}, z; € R, ktorego granica lim;_,,, x; = 400 mamy:
’19(1’]) 2 /\l’j.

Korzystajac z faktu, ze ¥ jest niemalejaca oraz biorgc x rowne pewnemu x;

dostajemy:
Az — Az _ u=1t A\ —
/ 19(t)2tdt>/ )\w2 tdt: du 4t :/ A 2udu:cl,
gdzie c; = —1 + XA —logA > 0 dla dowolnej A > 1. To oszacowanie jest

sprzeczne z zalozeniem o zbieznosci caltki (z warunku Cauchy’ego). Ta zbiez-
nos¢ implikuje ze
Mg (1) — ¢
lim [ %dt =0.
Jj—+o0 Tj t
Jedli teraz zalozymy, ze dla pewnego 0 < A < 1 zachodzi nieréwnosé
Y(z;) < Azj, to dla z réwnemu pewnemu z;, mamy:
v 9(t) — ¢ v A\ —t LA—¢
S < dt= [ S dt =
//\x 12 h Az t2 A 12 2

gdzie co =1 — A+ log A < 0.

Ponownie dostaliSmy sprzecznosé. O

To, czy faktycznie zrobiliSmy jakis postep w dowodzie Tw.2.1, zalezy od
tego czy potrafimy udowodni¢ zbieznosé calki:
/lx q%tz;tdt ,  gdzie x — +00.
I tu wtasnie siegniemy po analize zespolong. Zanim jednak to zrobimy, udo-
wodnimy jeszcze pewien wniosek dotyczacy funkcji . Checemy pokazaé, ze

Y(z) ~ z, ale juz w tej chwili mozemy zobaczy¢, ze ¥(z) = O(x)*.

*notacja Landau’a; oznacza to, ze limsup, . 9¥(z)/x < +oo lub rownowaznie, ze
istnieje stata C' > 0 taka, ze ¥(z) < Cx

17



Lemat 2.5. Dla pewnego C > 0 i wszystkich x > 1, mamy ¥(z) < Cux.

Rownowaznie, uzywajgc notacji Landau’a, ¥(x) = O(x).

Dowad. Dla dowolnej liczby N € Z, prawda jest, ze

2N (2N 2N
1 1 2N — } 2 F(2N)—9(N) 2.4
1+1) mX::O < m > ( N ) ’ (24)

biorac liczbe pierwsza p taka, ze p € (N, 2N), widzimy ze p dzieli (2N)! ale
nie dzieli N!. Stad p dzieli

<2N> (2N)!

N ) (N2

Logarytmujac obustronnie wyrazenie (2.4) otrzymujemy:
Y(2N) —9(N) < 2N log 2.
Sumujac po N =2, N=4, N=38,..., N =2F

¥(4) —9(2) < 4log2
¥(8) — J(4) < 8log2

_|_
P(2F1) — 9(2F) < 2Flog 2
dostajemy:
(28 1+ (log2)(1 4 ...+ 2%

1+ (log2)(2" — 1)
(3log2)(2")

NN N

przy zaltozeniu, ze k > 2. Teraz, dla dowolnego x > 2 istnieje liczba catkowita
k > 2 taka, ze 28 < o < 2F*1. Stad

Iz) < v
< (3log2)(2Y)
< (6log 2)x.
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2.3 Zwiazki analizy zespolonej i twierdzenia o

liczbach pierwszych

W poprzednich podrozdziatach zasygnalizowalismy w jaki spos6b wyko-
rzysta¢ nasze wiadomosci na temat funkcji ¢ w celu uzyskania informacji na
temat dystrybucji liczb pierwszych. Jednakze w dowodzie Tw.2.1 bedziemy
opiera¢ sie na bardziej szczegoétowych rozwazaniach dotyczacych zwiazku ¢ i
funkcji 7.

Rozpoczniemy prostej obserwacji, ktora wykorzystamy w kilku dowodach.

Lemat 2.6. Funkcja

1
s—1"

C(s) — gdzie R(s) > 1
przedtuza sie holomorficznie do catej potptaszczyzny {s : R(s) > 0}.
Dowdd. Wynika z faktu, ze funkcja ( jest postaci (1.2). O

Zdefiniujemy teraz funkcje ®

®(s):= > (logp)p™®, gdzie s e C.

peEP

Oczywiscie, aby ta definicja miala sens, musimy mie¢ pewnosé, ze szereg
jest zbiezny dla wskazanych wartosci s. W rzeczywistosci, ten szereg jest
absolutnie i jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach poélptaszezyzny
{s€C : R(s) >0 A s# 1}, cow oczywisty sposob wynika z nastepujacych
faktow:

(1) Oszacowanie:
|(log p)p~°*| < [p~* 7| < [p~"9F|
pozostaje prawdziwe dla duzych wartosci p;

(2) Szereg % |p~*| jest zbiezny dla kazdego s zespolonego z R(s) > 1.
1
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Obydwa powyzsze stwierdzenia sa trywialne i nie wymagaja formalnych do-

wodow.

Funkcja @ jest blisko zwiazana z funkcja (. W szczegélnosci & powstaje
poprzez obliczenie ,pochodnej logarytmicznej” ¢’'/{ w nastepujacy sposob:
Korzystamy z reprezentacji ( przy pomocy nieskonczonego iloczynu:

C(s) = H(l_lps)-

¢'(s) -y [0/9s](1 —p™)

C(S) PEP 1- pis

= = (p~°logp)

pEP

1—ps
log p
pEPpS -1

¢'(s) log p
¢(s) ];; p—1
_ p*logp
%:; pi(ps —1)
B (p*—1+1)logp
a %:; p*(p* —1)

log p log p
- ¥ +Y

=1 i pe

log p
= —— 1+ O(s).
g;p pi(p* — 1)

Szereg

Z logp
o pi(p— 1)
jest absolutnie i jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach potptaszczy-

zny {s: R(s) > 1/2}. Uzasadnienie tego faktu jest analogiczne do pokaza-

nia, ze ¢ jest dobrze zdefiniowana na {s : R(s) > 1}. Stad z rozszerzenia
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funkcji ¢ na {s: R(s) > 0} wynika, ze ® przedluza si¢ meromorficznie na
{s : R(s) > 1/2}. Ta meromorficznie przedluzona funkcja ma biegun w
s = 1, gdzie ( tez ma biegun. Ma réwniez bieguny w miejscach zerowych
funkeji ¢ w polplaszezyznie {s : R(s) > 1/2}. Oczywiscie wiedzieliby$my

wiecej o funkcji @ gdybysmy umieli doktadnie zlokalizowaé zera funkcji (.

Twierdzenie 2.7. Funkcja ((s) # 0 dla s = 1 + ia, gdzie « € R. W szcze-
golnosci ®(s) — 1/(s — 1) jest holomorficzna w otoczeniu zbioru {R(s) > 1}.

Dowadd. Skoro ( posiada biegun w punkcie s = 1 to interesuje nas tylko
przypadek gdy « # 0. Zalézmy, ze ( ma zero rzedu p w punkcie 1 + i oraz
rzedu v w punkcie 1+ 2ia (uzywamy tu konwencji, w ktorej zero rzedu 0 jest
punktem w ktorym funkcja jest niezerowa). Checemy pokazaé, ze u = 0. W

tym celu ocenimy pewne granice, uzywajac wzoru na ¢'/(.

(i) Granica lim, g+ e®(1 +¢) = 1, poniewaz ®(s) — 1/(s — 1) jest holo-

morficzna w otoczeniu punktu s = 1.
(ii) Granica

lim e-®(14+¢e+ia) =—p

e—0t

poniewaz konicowa suma w wyrazeniu na —(’/( jest zbiezna, wiec po-
mnozona przez € ma granice rowna zero. Ponadto —(s — (1 + i«)) -
('(s)/C(s) ma granice —pu w 1+ ic oraz —(s — (1 —ia)) - {'(s)/((s) ma
granice —pu w 1 —ia. (Zauwazmy, ze rzedy zer w punktach 1+ ai1—«
muszg by¢ réwne skoro ((3) = ((s). Ostatnia ré6wnos¢ wynika z faktu,

ze ( przyjmuje wartosci rzeczywiste na zbiorze {x+:0: = € R, x > 1}.)
(iii) Granica
lim - (1 + ¢ £ 2ia) = —v.
e—0t

Uzasadnienie analogiczne jak w (ii).
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Teraz wykorzystamy pewna algebraiczna sztuczke. Mianowicie, zauwazmy ze,

—ia/2

skoro /2 4 p jest liczba rzeczywista, to:

1 . .
0< Z Oliﬁ: <pza/2 _i_p—wz/Q)47
p>2 p

ale

108D/ sa2 | —iajo\*
Z pl—i—s (p +p ) -
2
O(1+e—2ia)+4P(1+e—ia) +6P(14¢)+4P(1+e+ia)+P(1+e+2ia).
Mnozac przez € > 0 i biorac granice po € — 07 dostajemy

—v—4p+6—-4pu—v=6—-8u—2v>0

Stad p = 0 czyli (1 + i) # 0. Holomorficznosé funkeji ®(s) —1/(s —1) w

otoczeniu 1 wynika z uwag poprzedzajacych to twierdzenie. O

Postaramy sie teraz powiazaé¢ funkcje ¢ z ®, o ktorej zebraliSmy juz sporo

informacji.
Lemat 2.8. Jesli R(s) > 1, to
P(s) = 3/ e *"9(e")dt.
0

Dowadd. Sprobujmy wyrazi¢ @ przy pomocy v:
= J(n) —3d(n—1)

®(s) = X

n=1

- Sl

ns

co konczy dowdd. O
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Mozemy teraz sprowadzi¢ tw. o liczbach pierwszych do waznego wniosku

analizy zespolonej. Wystarczy pokazaé, ze catka

/100 W zx) — z

)
jest zbiezna. Ta zbieznos¢ jest rownowazna, poprzez zmiane zmiennych z =

e!, ze zbieznoscig
/0°°(19<et)e—t ~ 1)dt.

Wezmy f(t) = d(et)e™" — 1. Wtedy, ze wzoru:
O(s) = S/OOO e "t (e")dt,

widzimy, ze
/0 h f(t)e *tdt

jest holomorficzna w otoczeniu {s: R(s) > 0}. Mianowicie,

1 oo
Ols+1) = SH(SH)/O e~ (VLY (et dt

= /OO e ey (e")dt
0

— /OO e*stf(t)dwr/oo e *tdt
0 0
o 1

— / e~ f(H)dt + -
0 S

s+1

Ale jak juz pokazalismy funkcja

1 P(s+1)

S s+ 1

jest holomorficzna w otoczeniu {s: R(s) > 0}.

Jak wida¢ zbieznosé catki [7° f(t)dt pociaga za soba tw. o liczbach pierw-
szych, tak wiec bedzie ono udowodnione, jesli uda nam sie pokazaé¢ nastepu-

jacy rezultat (gdzie f zdefiniowana jak wyzej oraz g(s) = [;° f(t)e™*dt).
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2.4 Twierdzenie calkowe

Twierdzenie 2.9. Niech f(t), t > 0 bedzie ograniczong i lokalnie catkowalng
funkcjq takq, ze

o(s) = [ e, R(s) >0
0

przedtuza sie holomorficznie do pewnego otoczenia {s: R(s) = 0}. Wtedy

| rwar

0
istnieje (jest zbiezna) i rowna jest g(0).
Dowad. Ustalamy T > 0 i zdefiniujmy
T t
gr(s) = [ foyed.

Wtedy gr jest w oczywisty sposob holomorficzna dla kazdego s (z tw. Mo-

rery). Musimy pokazaé, ze

lim g7(0) = g(0)

T—+o0

Niech R bedzie duza, dodatnia liczba , 6 - mala, dodatnig liczba a C' -

brzegiem nastepujacego obszaru:
U={seC: |s| <R, R(s) > -4}

Dobieramy ¢ odpowiednio mata, tak aby ¢(s) byta holomorficzna w otocze-
niu domkniecia obszaru wyznaczonego przez C. Wtedy, z wzoru Cauchy’ego

zastosowanego do funkcji (g — gr)hr, gdzie

2
hr(s) := e (1 + R2> :

mamy:

9(0) = 9r(0) = 21m ]{0[9(5) — gr(s)]e”” (1 + j;) ds
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Na zbiorze C, = CN{R(s) > 0}, funkcja podcatkowa jest ograniczona przez
4B/R?, gdzie B = max;> |f(t)|. Jest tak poniewaz
B€—§R(s)T

o(s) = g ()] = | [ s0yeat] < B [ e = R
dla R(s) > 0) oraz

2
1
(“m)

— e%(s)'T | 1+ ) . —

— 6§R(s)~T (1+€21t
1
= RET . Z 4 /(1 + cos(2t))? 4 sin?(2t
e 7 \/( cos( ))? + sin®(2t)
1
= REOT . .\ /24 2cos(2t
I + 2 cos(2t)
1
= BT 9 cos(2t
e 7 | cos(2t)]
_ R T 2|R(s)|
R

Stad odpowiednia catka po C jest zbiezna do 0, gdy R — oc.

Niech C_ = C N {R(s) < 0}. By obliczy¢ te catke po C_, rozwazmy
osobno g i gr.

Z jednej strony, skoro gr jest catkowita, droge catkowania mozemy za-
mieni¢ na C" = {s € C: [s| = R, R(s) < 0}. Catka po C’" bedzie wtedy
ograniczona na modul przez 47B/R z tym samym oszacowaniem co wcze-

$niej, poniewaz
T
or(o) = [ s <

dla R(s) <0
Z drugiej strony, pozostata catka po C'_ zmierza do 0 gdy T — oo po-

T BeféR(s)-T
B / [l —
o0 |R(s)]

niewaz funkcja podcalkowa jest jest iloczynem funkcji g(s) - (1 + s?/R?)/s,
ktora jest niezalezna od T oraz funkcji e*”, ktora zmierza jednostajnie do 0

na zbiorach zwartych gdy T'— 400 w polptaszezyznie {R(s) < 0}. Stad
limsup |g(0) — ¢:(0)| < 4vB/R.

— 400

Skoro R jest dowolne, twierdzenie zostato udowodnione. O]
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Rozdzial 3

Hipoteza Riemanna

3.1 Wprowadzenie

Hipoteza Riemanna sformutowana pierwotnie przez Bernharda Riemanna
w 1859 1. jest chyba najbardziej znanym i najwazniejszym nierozwiazanym
problemem matematyki wspotczesnej. Pomimo skoncentrowanych wysitkow
wielu wybitnych matematykow, problem ten nadal pozostaje otwarty. Hipo-
teza Riemanna dotyczy rozmieszczenia zer funkeji ((s). Wiemy, ze funkcja
¢ jest okreslona dla wszystkich liczb zespolonych s # 1 oraz ze posiada tak
zwane zera trywialne w punktach —2, —4, —6, .. .. Hipoteza Riemanna kon-

centruje si¢ na zerach nietrywialnych i orzeka, ze:

Hipoteza 3.1 (Riemanna). Czes$¢ rzeczywista kazdego nietrywialnego zera

funkcji ¢ jest rowna %

Innymi stowy wszystkie nietrywialne zera funkcji ¢ leza na tak zwanej prostej
krytycznej %+it, t € R. Hipoteza ta jest jednym z najwazniejszych otwartych
probleméw matematyki wspolczesnej, poniewaz wiele glebokich i istotnych
twierdzen zostalo udowodnionych przy zalozeniu, ze jest ona prawdziwa. Clay
Mathematics Institute zaoferowal nawet nagrode wysokosci $1.000.0000 za

pierwszy poprawny dowod.
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3.2 Wstep historyczny

W 1859 r. Riemann sformutowal w swojej pracy ,Ueber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grosse,” swoja hipoteze. Wiedziat on, ze

funkcja ¢ spelnia nastepujace rownanie funkcyjne:

o (5) ) =m0 () e - ),

a takze, ze nietrywialne zera funkcji ¢ sa symetrycznie roztozone wzgledem
prostej s = %—H’t oraz leza w pasie 0 < R(s) < 1. Policzyt nawet kilka pierw-
szych zer: % +114.134 ..., % +1421.022 ... Riemann wprowadzit nastepujaca

funkcje zmiennej zespolonej s:

£(s) = 5o(s = D 2r (5) <o)

i pokazal, ze £(s) jest calkowita i parzysta funkcja zmiennej s, a jej zera
pokrywaja sie z nietrywialnymi zerami funkcji . Stwierdzil réwniez, ze liczba

zer ((5 +it) dla t € (0,7] wynosi okolo = log(3=).

2me

W 1896 r. Hadamard i1 de la Vallée-Poussin niezaleznie od siebie udowod-

nili, ze funkcja ¢ nie posiada zer na prostej R(s) = 1.

W 1900 r. Hilbert umiescit Hipoteze Riemanna na swojej stawnej lidcie
23 nierozwiazanych probleméw (pod numerem VIII). Jednakze poczatkowo
mial on mylne pojecie na temat trudno$ci RH. Poréwnal on bowiem trzy
nierozwigzane problemy: przestepnosé liczby 2‘/5, Wielkie Twierdzenie Fer-
mata oraz Hipoteze Riemanna. Uznal, ze RH doczeka sie rozwiazana w ciagu
kilu najblizszych lat, Wielkie Twierdzenie Fermata w przeciagu jego zycia,
a przestepnosé liczby 2v2 prawdopodobnie nigdy. W rzeczywistosci problem
przestepnodci zostal rozwiazany jako pierwszy zaledwie pare lat pdZniej przez
Gelfonda i Schneidera, tw. Fermata w 1994 r. przez Andrew Wilesa, a jak

wiemy RH pozostaje nadal otwarta.

W 1914 r. Hardy udowodnil, ze na prostej krytycznej lezy nieskoniczenie

wiele zer funkcji (. Pdzniejsze prace Hardy’ego i Littlewood’a z 1921 r. oraz
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Selberga z 1942 r. przyniosty oszacowania $redniej gestosci zer na prostej

krytycznej.

W 1945 r. wydawalo sie, ze niemiecki matematyk Hans Rademacher oba-
lit RH. Ten wniosek oparty byt na dedukcji, ze pewna funkcja miataby ab-
surdalne przedtuzenie analityczne, gdyby RH bytaby prawdziwa. Jednakze
matematycy, ktorzy wzieli pod lupe ten dowod, wykazali ze jest on btedny.

Najnowsze prace skupiaja sie na obliczeniu doktadnych lokacji wielkiej
liczby miejsc zerowych (w nadziei na znalezienie kontrprzyktadu) lub umiej-
scowieniu gornych granic liczby zer, ktére moga leze¢ poza prosta krytyczna

(w nadziei, ze uda sie je zredukowac do zera).

3.3 Zasadnicze twierdzenia o zerach funkcji ¢

Przypomnijmy najpierw udowodnione w rozdziale drugim jedno wazniej-

szych twierdzen dotyczacych zer funkcji C.

Twierdzenie 3.2 (J. Hadamard, Ch. de le Vallée-Poussin, 1896).

Funkcja ((s) nie ma zer na prostej R(s) = 1.

Warto tu jeszcze wspomnieé o osiagnieciach dwoch matematykow Vino-
gradova i Korobova, ktorzy niezaleznie od siebie wykazali, ze ((s) nie ma zer

w obszarze:

§R(S) 2 1- 2 ‘ 1)
(log [t] + 1)5 (log log(3 + [t]))3

gdzie c¢ jest pewng stala dodatnia.

Oznaczmy teraz
N(T)=#{s€C:((s) =0, 0<R(s) <1, 0<3(s) < T},
No(T) = #{s € C: () = 0, R(s) = 1, 0<(s) < T},
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Twierdzenie 3.3 (H. v. Mangoldt, 1895, 1905). Mamy

N(T) = zlog <T) - 27; + O(logT)

Doktadniey
|O(logT)| < 0.51log T + 2loglog T + 14

W 1924 r. J.E. Littlewood poprawit to oszacowanie do O(log T’/ loglog T').

Jednym z pierwszych rezultatéw przemawiajacych na korzys¢ RH jest

twierdzenie Hardy’ego.

((3+1it), 0 <t <50

Twierdzenie 3.4 (G. H. Hardy, 1914). Nieskoriczenie wiele zer funkcji

1

((s) lezy na prostej R(s) = 5

*Rysunek pochodzi z pracy J.B.Conrey [3].
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Twierdzenie 3.5 (J. B. Conrey, 1989).

No(T) > 0.4088 - N(T).

Hipoteza 3.6 (Riemanna).

3.4 Hipotezy rownowazne RH

Omowie teraz kilka innych nadal otwartych probleméw matematycznych,
rownowaznych RH. Warto poswieci¢ im troche uwagi, poniewaz daja one
wieksze pole do manewréw przy ewentualnych probach dowiedzenia RH. Po
pierwsze RH jest réwnowazna nastepujacemu ,wzmocnionemu” tw. o rozkta-

dzie liczb pierwszych:

Roéwnowaznosé 3.7. Stwierdzenie, ze
m(x) = Li(z) + O(v/zlogx)

jest rownowazne hipotezie Riemanna.

Dla potrzeb kolejnej réwnowaznosci zdefiniujemy funkcje lambda Lio-

wville’a.

Definicja 3.8. Funkcja lambda Liouville’a jest zdefiniowana w nastepujgcy

sposob:

gdzie w(n) jest liczbg wszystkich czynnikow pierwszych n liczonych z krotno-

Sciams.

Réwnowazno$é 3.9. Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdzeniu, ze

dla dowolnego € > 0 zachodzi

A1)+ A2) + ... A(n) < nt/?=
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Uzywajac jezyka rachunku prawdopodobienstwa mozemy powiedzie¢, ze
liczba catkowita ma réwne szanse posiadania parzystej jak i nieparzystej
liczby czynnikéw pierwszych.

Nastepna réwnowaznos¢ wykorzystuje funkcje Mobiusa i Mertensa.
Definicja 3.10. Funkcja Mébiusa jest zdefintowana w nastepujgcy sposob

0, jezeli n dzieli sie przez kwadrat jakiejs liczby pierwszej
p(n) = -1% gdyn=py...px, p €P, p;#p; dlai+j
1, gdyn =1
Definicja 3.11.
M(z) = Y uln).
n<x
Réwnowazno$é 3.12. Hipoteza Riemanna jest rownowazna nastepujgcemu

052aCOWaNIU!
M(z) = O(z/***)
dla dowolnego € > 0.

Zamiast analizowa¢ funkcje 7(x), rozsadniejsza wydaje sie by¢ praca z
funkcja M(z) i dowod powyzszego oszacowania, by¢ moze poprzez jakies ro-
zumowanie kombinatoryczne. W rzeczywistosci Stjelties dal do zrozumienia,
ze ma taki dowod. W 1896 Hadamard, w swoim stawnym dowodzie tw. o
liczbach pierwszych, odniost sie do orzeczenia Stjeltiesa i zaproponowal osta-
bione znacznie twierdzenie, ze ((s) na prostej R(s) = 1, w nadziei ze prostota
jego dowodu moze sie okaza¢ uzyteczna. Niestety Stjelties nigdy nie opubli-
kowat swojego dowodu.

Z kolei Mertens postawil mocniejsza hipoteze:

|M ()] < V.

Oczywiscie implikuje ona RH. Jednakze hipoteze ta obalili Odlyzko i te Riele
w 1985. Oszacowanie M (z) = O(y/x) najprawdopodobniej réwniez jest nie-
prawdziwe, cho¢ nikomu jeszcze nie udalo sie tego dowiesc.

Mozemy takze sformutowa¢ RH przy pomocy funkcji sumy dzielnikow.
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Definicja 3.13. Dian € N
o(n):=> d.
dn

Roéwnowaznosé 3.14. Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdzeniu,
ze dla kazdego n > 5040

o(n) < e'nloglogn,
gdzie v jest statq Fulera.

Robin wykazal rowniez, bezwarunkowo, ze:

n

o(n) < e'nloglogn + 0.6482 Vn > 3,

loglogn’
W oparciu o jego prace, Lagarias udowodnit kolejng rownowaznos¢é RH, ktora

wykorzystuje funkcje sumy dzielnikow.

Rownowaznosé 3.15. Ponizsze stunerdzenie jest rownowazne RH:
o(n) < H, + e log H,

dla kazdego n > 1, rowno$é zachodzi gdy n=1.

Tutaj H, oznacza n-ta liczbe harmoniczna, zdefiniowana jako:

H, ::Z

Ostatnia zaprezentowana rownowazno$¢ odréznieniu od poprzednich, ma

charakter analityczny.

Rownowaznosé 3.16. Hipoteza Riemanna jest rownowazna stwierdzeniu,

ze wszystkie zera funkcji m Dirichleta:

o= 32— = =2,

_1

ktore znajdujq sie w pasie 0 < R(s) < 1, lezg na prostej N(s) = 3.
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Wiele wysitku wlozono w udowodnienie hipotezy Lindeldfa, bedacej kon-

sekwencja RH. Postuluje ona, ze dla kazdego € > 0,
1 .
¢ (2 + 2t> =0(t%), przyt— oco.

Hardy i Littlewood udowodnili, ze ¢ (% + it) =0 (tiﬁ)‘ To Weyl poprawit
to oszacowanie do ¢67<.

Kolejnym wynikiem RH jest tzw. hipoteza gestosciowa, ktoéra mowi,ze:

N(0,T) = O(T*)0-))

Y

gdzie N(o,T) jest liczba zer funkcji ¢ w prostokacie {s € C : o < R(s) <
1, |S(s)| < T}.

Zadne z powyzszych przypuszczen nie zostalo do tej pory udowodnione.
Wiadomo, ze prawdziwos¢ RH pociaglaby za soba prawdziwosé¢ hipotezy Lin-
deldfa, a ta z kolei pociaglaby za sobg prawdziwos$¢ hipotezy gestosciowej.

Pomimo sceptycznych opinii niektérych matematykow, wyniktych gtow-
nie z wielkiej liczby niepowodzen w dowodzeniu tej hipotezy, mozemy dzi§
spokojnie stwierdzi¢, ze istnieje wiecej argumentOw za niz przeciw.

1° Podejscie numeryczne
Przeprowadzono numerycznie weryfikacje zer w zadanym przedziale w naste-
pujacy sposob. Liczba N (T') zer funkcji ¢ w prostokacie R o wierzchotkach
w punktach: —1 — T, 2 — 4T, 2 +it, —1 4+ 71" wyraza sie przy pomocy catki
Cauchy’ego:

— 1 !

N(T)-1= 27”,/{)R—E(s)als,
-1 po lewej stronie rownania wynika z faktu, ze ((s) ma biegun w punkcie
s = 1. Funkcja ( i jej pochodna moga by¢ policzone z bardzo duza doktad-
noécia wykorzystujac wzor sumacyjny MacLaurin’a lub réwnanie Riemanna-
Siegela. Wielkosé N (T') — 1, ktora jest liczba catkowita, jest liczona poprzez
podzielenie numerycznej oceny wartosci catki przez 2w i zaokraglajac czesé

rzeczywista do najblizszej liczby catkowite;j.
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Jak wida¢ nietrudno policzy¢ ile zer znajduje sie w tym prostokacie. Nie

_1
— L

wynika stad jednak, ze znajduja sie one na prostej R(s)

Aby temu zaradzi¢ wybieramy punkty 0 < tp <t; < ... < tﬁ(T) < T tak,
aby rzeczywista funkcja Z(t) = ¢ (% + it) przyjmowala w kolejnych punk-
tach wartosci o przeciwnych znakach. Poniewaz funkcja = jest ciggta to po-
miedzy dowolnymi dwoma kolejnymi punktami istnieje zero nieparzystego
rzedu. Jesli wiec liczba zmian znakow jest rowna N (T'), mozna stad wysnué¢
wniosek, ze wszystkie zera funkeji ((s) w R sa nietrywialne i spelniaja hi-
poteze Riemanna. W ten wtasnie sposéb matematycy van de Lune, te Riele
i Wiener w 1986 r. pokazali, ze pierwszych 1,5 miliarda nietrywialnych zer
funkeji ((s) lezy na prostej R(s) = % Najnowsze obliczenia z 2004 r. prze-
prowadzone przez X. Gourdona oraz P. Demichela wykazaly, ze pierwszych

10000000000000 = 10" zer funkcji ¢ znajduje si¢ na prostej R(s) = 3.

2° Prawie wszystkie zera lezg bardzo blisko prostej R(s) = 3. W rzeczy-
wistosci udowodniono, ze ponad 99% zer p = [ + iy spehia | — %| < 10g8|7|

34



Dodatek A

Dalsze wlasnosci funkcji

A.1 Wartosci funkcji ¢

Dzeta jest funkcja stosunkowo tajemniczg. Trudna rzecza jest nawet ob-
liczanie jej wartosci. W 1739 r. Euler znalazt wymierne wspotczynniki C dla
wartoci ¢(2n) = Cn?". Dla parzystych n > 2 prawdziwa jest zaleznosé:

B 2n_1|Bn’7Tn
N n!

Y

¢(n)

gdzie B,, sa liczbami Bernulliego.

Zdecydowanie trudniejsza jest analiza wartosci funkcji ¢ dla argumentow
nieparzystych. Wiadomo o nich bardzo niewiele (do niedawna wtasciwsze by-
tloby stwierdzenie: nie wiadomo o nich prawie nic). W 1979 r. francuski ma-
tematyk Apéry wykazal, ze ((3) jest liczba niewymierna. Zrobit to w sposob
pomystowy, niebywale zreczny i zasadniczo catkowicie niezrozumialy: prze-
Sledzenie kolejnych krokéw dowodu nie pozwala zrozumieé, skad wziat sie
caly jego pomyst i co trzeba bytoby w nim zmienié, zeby moc zastosowaé go
do uzyskania jakichkolwiek informacji o liczbach (5), ¢(7), ((9)... .

Wiosng 2000 roku inny francuski matematyk, T. Rivoal z Caen, udo-
wodnil, ze wsrod liczb ¢(5), ((7), ¢(9) ... jest nieskonczenie wiele liczb nie-

wymiernych. Jego dowod nie pozwala jednak wskaza¢ zadnej z tych liczb,

35



gdyz swoje twierdzenie Rivoal uzyskal jako wniosek z innego, trudniejszego
do wystowienia i majacego ,szufladkowy charakter”. Nastepnie w 2001 roku
Rivoal wykazal, ze przynajmniej jedna z liczb ((5),{(7),...,((21) jest nie-
wymierna. 7 kolei ten rezultat zostal w 2001 roku zawezony przez Zudilina,
ktory udowodnil, ze przynajmniej jedna z liczb ((5), ¢(7), ¢(9), ¢(11) jest
niewymierna.

A oto wartosci funkeji ¢ dla poczatkowych, naturalnych n:

2
(1) = 0o C(2) = % — 1.6449340668 . . .
4
C(3) = 1.2020569032 ... C(4) = 79L0 = 1.0823232337. ..
6
¢(5) = 1.0369277551 . .. ¢(6) = 9%5 = 1.0173430619 . ..
8
T
= 1.0083492774 ... - = 1.004
C(7) = 1.008349277 C(8) = =5 = L0040TT356
10
— 1.0020083928 . .. 1 = 1.0009945751 . ..
¢(9) = 1.0020083928 C(10) = sooe = 1000994575

A.2 Podstawowe reprezentacje funkcji ¢

Istnieje bardzo wiele wzorow zawierajacych funkcje ( i przynajmniej czesé

z nich postaram sie zaprezentowac.

(a) Jedna z najwazniejszych i majacych najszersze zastosowanie jest ilo-
czyn Eulera, 1737 r.:
1 1

O H(l—), R(s) > 1

S
peEP p

(b) Globalnie zbiezny szereg dla funkcji dzeta jest dany wzorem:

() = g 2 s 0 ()t (A1)
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dla s € C\{1}. Zauwazmy, ze:

1
n

SIS S 253

»

A zapisujac to wyrazenie przy uzyciu ¢ dostajemy:

) =2177¢(s).

Stad natychmiast otrzymujemy, ze:

()= g 3 T

n=1

> (A.2)
I chociaz wzor ten definiuje funkcje ¢ tylko dla R(s) > 0, mozna go
wykorzysta¢ do analitycznego przedtuzenia na cala ptaszczyzne zespo-
long. Réownosé (A.1), udowodniona w 1930 r. przez niemieckiego ma-
tematyka H. Hasse, mozna uzyska¢ poprzez zastosowanie transformaty
Fulera* dla réwnania (A.2).

Aby obliczy¢ wartosé funkeji (0) ktadziemy w powyzszym réwnaniu

s =01 liczymy sume:
> 1 & n
-3 e (),
n=0 2nt k=0 k

a stad otrzymujemy:

S o L1
¢(0) = - Z on+l — 90+l 9’
n=0
*Dla zbieznego szeregu S = Y. (—1)¥~lay, definiujemy transformate Eulera jako:
k=1
o0 1 n
S =2 gt LD Jowen
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gdzie 4y, jest delta Kroneckera. Podobnie obliczamy wartosé¢ ¢(—1):

(0 ==3 3 s S () a

otrzymujac w wyniku:

1
1) = - —
Mozemy sie wiec pokusi¢ o odwazny wniosek, ze:
1

(¢) Odwrotnos¢ funkeji ¢ mozemy zapisa¢ przy uzyciu funkecji Mobiusa

p(n). Mamy nastepujaca zaleznosé:

1 i p(n)
<(S) n=1 ns ’
gdzie:
0, jezeli n dzieli sie przez kwadrat jakiejs liczby pierwszej
pn) =4 =1% gdyn=pi...pr, pi €P, pi £ p; dlai#j

1, gdy n=1

Zauwazmy bowiem, ze

b
¢(s) k=1 Dy
1 1 1
D002
p1 b2 P3
1 1 1 1
= l-|=4+=+.. |+ |l—=+—=+ . +—=+—+...]—...
P11 D2 bip2  DPiP3 bap3 PPy

1 1 1
= 1= —+ > - 2

SnaS SaSanS
0<i Pi  o0<i<j PiPj  o<i<j<k PiPjPk
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(d)

(e)

(2)

Kolejny zwiazek funkcji ¢ z funkcja Mobiusa

“)“fo R(s) > 1

Zwiazek funkcji ¢ z funkcja Liouville’a:

((25) _ <= A(n)
) &

. R(s) > 1,

a w(n) jest liczba czynnikoéw pierwszych n liczonych z krotnosciami.

Dzete mozna przedstawi¢ przy uzyciu funkcji I' dla s € R iz > 0.

Przypomnijmy najpierw definicje tej funkcji specjalne;j:

= / Tl tat (A.3)
0
Zwiazek funkcji ¢ z I':
C(s) = — /mt81ﬁ -1 (A4)
o= [(s)Jo e—1" 7 ‘

Dokonujac podstawienia ¢ — nz w rownaniu (A.3) mozemy funkcje I’

zapisa¢ w rOwnowaznej postaci:
< 51
n=°T(s) :/ e,
0
Nastepnie sumujemy powyzsza rownos¢ pon =1, 2, 3,
& %)
— Z / xsflefnxdx
n=1 0

zmieniamy kolejnos¢ catkowania i sumowania, a stad juz dostajemy

rownosé (A.4).
Funkcje ¢ mozna zapisa¢ przy pomocy catek:

9=k o
0 z 1ZEZ

n- calek
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(h) Funkcja ¢ pojawia sie rowniez w nastepujacej tozsamoscei:

1
/ / f%iz dxdy:F(s+2)C(s+2)

prawdziwej dla R(s) > 1. W szczegdlnosci, z powyzszego wzoru mozemy

wyprowadzi¢ nastepujace dwie rownosci:
Lorl dxdy
I = <
0o Jo 1—uay
— log(zy)
———dxdy = 2((3).
/ / Ty ¢(3)

(i) Kolejna reprezentacja funkcji ¢ prawdziwa dla calej ptaszczyzny zespo-

lonej jest:
() = = () 1)
(s +n)
n=1 (n 1)'
gdzie:

s"=s(s+1)...(s+n—1).

(j) Calka dla n dodatnich, catkowitych i parzystych jest dana wzorem:

- (_1)n+122n73ﬂ.2n 1
CCn) = D /0 By (@)de

natomiast dla nieparzystych, dodatnich n, dana jest wzorami

(—1)ro2nLy2nil
(2n+1) = @)@ /E2n 2)ta(” )d
— ((2%)4:22; 11 2n+1 / Eon(x ctg(W;)d

= - 12;:_2:1 2"“/ Bopia(z )Ctg(W;)d

gdzie E,(z) jest wielomianem Eulera, a B, (x) jest wielomianem Ber-

nulliego.
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(k) Rozwijajac ((s) w szereg Laurenta o srodku w s = 1 otrzymujemy:

S i 1 + i <_n1!)n7n(3 - 1)n7

n=0

C(s) =

gdzie 7, oznacza n-ta stata Stjeltiesa i jest zdefiniowana w nastepujacy

sposob:

(z’": (logk)"  (log m)"“) ‘

=k n+1

(1) Interesujace wyniki otrzymano probujac zapisa¢ wartosci ¢, przy uzyciu

dwumianu Newtona:

k:le(Qkk)
5 (_1 k—1
B = 5 X
&5 R (D
W o= S

Wtlasnie przy pomocy powyzszego wzoru na ¢(3) Apéry uzyskal swoje

wnioski. W podobny sposéb probowano zapisa¢ ((n) dla n > 5. Dla

n =2>5:
00 (_1)k—1
) = 7y S
k=1 kB(k)

Poszukiwania wartosci Z5 wérod liczb wymiernych lub algebraicznych
zakonczyly sie fiaskiem. Gdyby bowiem Z5 byto pierwiastkiem wielo-
mianu stopnia mniejszego lub réwnego 25, to wowczas norma euklide-
sowa wspolezynnikoéw tego wielomianu bylaby wicksza niz 1,24 x 10383,
a jesli ¢(5) bytaby liczba algebraiczng stopnia mniejszego lub réwnego
25, to norma wspotczynnikéw wielomianu przekroczytaby 1,98 x 10380,

Tak wiec nie znaleziono analogicznych wzoréw na ((n) dla n > 5.

(m) Wartosci funkcji ((s) dla parzystych liczb naturalnych wyrazaja sie
wzorem:

B 22n— 1 | B2n | 7T2n

Clom) = gt
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(p)

gdzie B, jest n-ta liczba Bernoulli’ego.

Innym przyktadem bliskich zwiazkéw miedzy liczbami Bernoulli’ego a

funkcja ¢ jest rownoscé:

B, = (—1)"""n¢(1 —n), dlan>1
ktorag mozemy uprosci¢ do postaci:

B, = —n((1 —n)

poniewaz dla nieparzystych n réwnosé sie zeruje. Stad tez otrzymujemy,
ze:

BnJrl
n+1’

((—=n) =— dlan=1, 3, 5,...

1 1 1 1

A oto kilka pierwszych wartosci: —15, 155, —355> 240-

Pomimo iz nie znamy analitycznej postaci ((n) dla n nieparzystych,

mozemy ja wyrazi¢ jako granice szeregu:

C(”)—JHEOWZ[@%(%H)] , dlan=3,5,...

2 : ’.
SWz6r biegunowy’

i (669 75) =

gdzie v oznacza stata Eulera-Mascheroni.
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Dodatek B

Zastosowania funkcji ( w fizyce

B.1 Efekt Casimira

Istnieja eksperymenty fizyczne, ktore dowodza, ze jesli umieécimy dwie
idealnie przewodzace ptlaskie, rownolegte do siebie ptytki w pustej przestrzeni,
w odleglosci a od siebie, to bedg sie one wzajemnie przyciaga¢. Efekt ten
nazywa sie efektem Casimira®™ i tlumaczymy go na gruncie elektrodynamaiki
kwantowej przypisujac préozni pewna energie, ktéra w obecnosci ptytek wy-

nosi:

Eptates = — = / /

gdzie h oznacza stala Plancka, c jest predkoscig swiatla w prozni, zas k

n2m2

|k\+2z K2 +

] dkydk,, (B.1)

oznacza wektor falowy, ktorego modut |k| = k wiaze sie z dlugoscia fali
elektromagnetycznej A\ wzorem k = 27” W powyzszym opisie zarowno plytki
jak i wektor falowy sa rownolegte do ptaszczyzny XY. Zaktadamy réwniez,
ze plytki sa nieograniczone, aby uniknaé¢ komplikacji zwiazanych z efektami
brzegowymi, ktore dla badanego zjawiska nie sg istotne.

Wyrazy niezalezne od a nie wplywaja na wartos¢ sity, ktora jest propor-

cjonalna do pochodnej energii po a.

*Hendrik Casimir, 1909 — 2000, holenderski fizyk teoretyk

43



Skupimy sie wiec teraz na czesci wzoru (B.1), ktora zalezy od a. Przecho-
dzimy takze ze wspoélrzednych kartezjanskich (k,,k,) na biegunowe (k,¢).

Catka po ¢ jest trywialna i wynosi 27. Ostatecznie otrzymujemy:

1
plates = hC/ Z (]{72 " 72T > dk.

Niestety powyzsze wyrazenie jest jawnie rozbiezne. W takich sytuacjach fi-

zycy stosuja procedure zwana reqularyzacjg. Polega ona na zamianie kolejno-
L, . .. . o1 . . . 2.2
$ci calkowania i sumowania oraz uogélnienia wyktadnika wyrazu k% + =,

w nastepujacy sposob:

kdk n27r2 —s/2
ot S [ 25

Interesujaca nas wartos¢ s to s = —1, ale kazdy z wyrazéw powyzszej sumy

istnieje dla R(s) > 2. Wtedy calkowanie po k jest elementarne i daje:

he gl=s 2 1 he rl=s

Ere = : = : —2
o(5) 2s —4 a®>® Z:: ns=2  2s—4 a>® Cls=2)
Otrzymany wzor jest dobrze okreslony dla s = —1:
he w2 , By he
Ereg(s = —1) = 5 FC(—3) TR

poniewaz ((1 — 2n) = —Bsy,, /2n.
Otrzymany wynik jest identyczny z wynikami otrzymywanymi alterna-

tywnymi metodami, a takze pozostaje w dobrej zgodnosci z eksperymentami.
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