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1 Wstep

Wszystko co nas otacza nie ciatem jest, a dusza. Matematyka odgrywa
za$ kluczows role rozwijajac alternatywna perspektywe na rzeczywistosé, gi-
nac w mrocznych heraklitejskich ptomieniach w jakich od poczatku swojego
istnienia stoi. Przecietny cztowiek pograzony jest w popnaukowej narracji
przez ktoéra postrzega siebie oraz otaczajaca go rzeczywistos¢ jako zlepek
czastek elementarnych podlegajacych tajemniczej sile zwanej prawami fizyki.
My jako matematycy odwracamy te materialistyczne spojrzenie abstrahujac
o bytach bedacych namiastka platonskich idei. Wycinkiem tej panpsychiczne;j
wizji (leibnizowskiej monadologii) jest torus, nieodzowny towarzysz wedruja-
cego po poczatkowych Sciezkach topologii matematyka oraz manifestacja nie-
widocznej przepasci miedzy abstrakcyjng teorig, a realnymi zastosowaniami.
W sferze topologii stanowi kluczowy przyktad przestrzeni ilorazowej, ktorego
grupe podstawowa mozna obliczyé poprzez twierdzenia Seiferta-van Kam-
pena. W dziedzinie dynamiki plasuje sie jako jedna z wiodacych powierzchni
translacyjnych. Torus, cho¢ w swej istocie prosty, otwiera réwniez drzwi do
zrozumienia przestrzeni Teichmiillera. Cato$ciowo rzecz ujmujac, wydaje sie,
ze torus jest niezmiennie nadzwyczajnym przykitadem, ktéry stanowi pod-
stawe dla licznych tez, przenikajac kazdy nowy koncept swoja obecnoscia.

Glownym celem niniejszej pracy magisterskiej jest przedstawienie czy-
telnikowi toruséw Hopfa oraz zapoznanie go z twierdzeniem Pinkalla w kon-
tekscie ich struktury zespolonej. Kluczowe w tym celu jest pojecie rozwtok-
nienia, ktore rowniez zostanie omoéwione. Praca magisterska opiera si¢ na
bogatej bibliografii, ktéra obejmuje zarowno tradycyjne zroédta drukowane,
jak i zasoby dostepne w przestrzeni internetowej, tj. na dzien 5 wrzesnia 2023
roku. Mimo, ze gtéwnie skupimy sie na torusach Hopfa, postaramy sie row-
niez wprowadzi¢ czytelnika w tematy poboczne, wzbogacajac nasze wywody
za pomocy fascynujacych, generowanych komputerowo ksztattow.

Zalaczone grafiki zostaly wygenerowane przy wykorzystaniu pakietu
do obliczen symbolicznych Maple 2022 oraz bezptatnej aplikacji matematycz-
nej GeoGebra. Cze$¢ z tych ilustracji zostata poddana edycji w programie
graficznym MS Paint. Niektore z grafik znajduja sie w domenie publicznej lub
zostaly zaczerpniete ze zrodel wymienionych w bibliografii i wspomnianych
w przypisach.



2 Rys historyczny

W podanym rozdziale skupimy sie na oméwieniu pojecia torusa, ktore
ma bogatg historie w matematyce, fizyce i innych dziedzinach nauki. Praca
ta nie bedzie opierala sie na $cistym podejsciu historycznym, poniewaz nasze
kompetencje nie sa zwiazane z historig. Postaramy sie przedstawi¢ zarys hi-
storyczny torusa, tak aby uzmystowié¢ czytelnikowi jego ewolucje i znaczenie
w roznych kontekstach. Rozdzial powstal w oparciu o materialy Zrodtowe:

31, 1101, 117, 1331, 1371, [46], oraz [51].

2.1 Ewolucja konceptu torusa na przelomie dziejow

2.1.1 Etymologia

Rozpocznijmy od zaglebienia sie w etymologie samego stowa "torus", od-
staniajac jego korzenie i pierwotne znaczenie. Przypuszcza sie, ze termin ten
zostal wprowadzony do architektury w okolicach roku 1560, aby opisa¢ wy-
datna, zaokraglong listwe umieszczong u podstawy kolumny. Stowo to po-
chodzi od tacinskiego torus, ktére odnosito sie do obrzeku, wybrzuszenia,
seku!, poduszki czy nawet kanapy. Nawigzanie do "wypukloéci" torusa od-
najdujemy rowniez w dziedzinie botaniki, gdzie jest uzywane w odniesieniu
do zgrubialej czeéci blony komoérkowej w centralnej czedci jamki lejkowatej?.
Fascynujacym jest, ze podane pojecie nie ma pochodzenia w jezyku greckim,
tak jak wiele innych terminéw matematycznych czy naukowych.

! Angielskie stowo knot, przettumaczone w tym wypadku jako sek, moze oznaczaé row-
niez wezel. Warto zaznaczyé, ze to tlumaczenie nabiera dodatkowego znaczenia ze wzgledu
na fakt, ze dopiero wiele lat p6zniej ludzie zaczeli taczyé koncept torusa z teoria weztow.

2 Jamka, lejkowata to anatomiczna struktura obecna w tkankach roglinnych, ktéra umoz-
liwia przewodzenie wody, mineratéw i innych substancji poprzez tkanki roslinne.



Granice mojego jezyka wyznaczaja granice mojego swiata.
Ludwig Wittgenstein

Lacinskie stowa tornare (odnoszace sie do "wracania" lub "odwracania')
oraz torquere (o znaczeniu "skrecania" lub "obracania sie") wnosza ciekawy
aspekt do kontekstu etymologicznego. Zdecydowanie wpisuja sie w ide¢ ruchu,
co ma kluczowe znaczenie przy opisie geometrycznym torusa.

Przyjrzyjmy sie przyblizonym ttumaczeniom stowa "torus" w kontek-
Scie dalece wykraczajacym poza rodzine jezykow indoeuropejskich. Nie znaj-
dziemy tam etymologii historycznej a jedynie sposéb dostosowania istnieja-
cych stow do nowszych terminéw. Na przyktad w jezykach japoriskim i ko-
reaniskim, ksztalt torusa opisuje sie jako "powierzchnie paczka". Natomiast
w jezyku chinskim uzywa sie terminu "powierzchnia pierscienia". To ciekawy
przyktad tego jak terminologia matematyczna przystosowuje sie do réznych
kulturowych ram wyrazenia. Wskazuje to na bogactwo jezykoéw oraz elastycz-
nos$¢ matematycznych poje¢ w globalnym kontekscie®.

Konczac rozwazania natury lingwistycznej, dochodzimy do wniosku, ze
starozytny poczatek tego stowa pozostaje niejasny. Niemniej jednak, termin
"torus" zyskal swoje wczesne matematyczne znaczenie w jezyku angielskim,
co jest szczegdlnie zauwazalne w roku 1860 w ksiazce "The Practical Drau-
ghtsman’s Book of Industrial Design" autorstwa Williama Johnsona. Ponizej
znajduje sie fragment tekstu podanej ksigzki?:

e . s dhose a
»ay be defined as generate
anea . ixed straight line, termed t s Thus, a ring,
or annular { , s a solid, generated by the revolution of a circlo
about a straight line, lying in the plane of the circle, and at right
angles to the plane of revolution. A ° ‘sa th

lat -a) ‘aees o” W+ Da™

30czywiscie w wymienionych przypadkach mozemy réwniez zaobserwowaé fenomen fo-
netycznych zapozyczen terminu "torus", ktore sa uwarunkowane oryginalna wymowsa w je-
zykach indoeuropejskich. Niemniej jednak, nasze zainteresowanie skupia sie przede wszyst-
kim na autochtonicznych metodach translacji.

4Ten fragment zostal oparty na zredagowanej wersji z roku 1866.



2.1.2 Ksztaltowanie matematycznych wizji

Swiat jest moim wyobrazeniem.
Arthur Schopenhauer

W obszarze matematyki, pojecie "torusa" mozna odnalezé w zapiskach
Herona z Aleksandrii (ok. 10 n.e. - ok. 70 n.e.), ktéry wspomina o mate-
matyku o imieniu Dionisodorus. Dionisodorus jest autorem dzieta na temat

omerpas®, gdzie znajduje sie formula na obliczenie objetosci torusa®.

diovvaoddpe &v @ megl Tijg omelpag émiypaponéve

Na podstawie artykulu [46] mozna przypuszczac, ze w 1873 roku Wil-
liam Kingdon Clifford (1845 - 1879) byt jednym z pierwszych, ktorzy opisali
plaska metryke torusa. Byl réwniez pierwszym, ktory w standardowy ptlaski
sposob osadzit torus w R*. W wymienionym artykule stwierdza sie réwniez,
ze byl jednym z pionieréw, ktorzy traktowali torus jako réwnolegtobok ze
zidentyfikowanymi przeciwleglymi krawedziami.

5Slowo omeLpas z greckiego oznacza spirale. Przekroje torusa byly nazywane przez hel-
lenistycznych geometréow "przekrojami spiralnymi". Perseus (ok. 150 p.n.e.) byl starozyt-
nym greckim geometra, ktéry wymyslit pojecie sekcji spiralnych, na wzér sekcji stozkowych
badanych przez Apoloniusza z Pergi (ok. 260 p.n.e. - ok. 190 p.n.e.).

SInformacje na ten temat mozna znalezé w tekscie [1].
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Kolejnym waznym odkryciem bylo zrozumienie, ze z perspektywy zespo-
lonej geometrii algebraicznej, krzywa eliptyczna jest rownowazna torusowi.
Alfred Clebsch (1833 - 1872) w latach 60. XIX wieku udowodnil, ze krzywe
o genusie” 1 s parametryzowane funkcjami eliptycznymi [3]. W 1884 roku
Felix Klein (1849 - 1925) w swojej ksiazce "Wyktady o ikosaedrze i rozwiaza-
niu réwnan piatego stopnia" przedstawil powiazania miedzy rozwiazaniami
rownan piatego stopnia, a réwnaniami eliptycznymi [27]. Jednym z kluczo-
wych osiagnie¢ tej pracy bylo zastosowanie grup modularnych do analizy
tych réwnan. Ponadto, praca Kleina stanowita wczesna probe potaczenia tych
dwoch obszaréw matematyki poprzez wykorzystanie transformacji Tschirn-
hausa®, réwnan rézniczkowych hipergeometrycznych, form modularnych oraz
tak zwanego rownania ikosaedralnego.

W XIX wieku dokonano réznych odkry¢ w dziedzinie geometrii. Korzy-
stano przy tym z abstrakcyjnych systemow aksjomatycznych, ktore kwestio-
nowaly V postulat Euklidesa. Tutaj wspomnimy tylko, ze rozwiniecia geo-
metrii zespolonej w XIX wieku doprowadzito do trzech bardzo konkretnych
modeli. Mianowicie, pierwszy przypadek ptaszczyzny zespolonej C z jej me-
tryka euklidesowa:

ds® = dzdz = daz* + dy?.

Drugi przypadek geometrii eliptycznej jest przedstawiony w kontekscie dwu-
wymiarowej sfery S? z metryka?:

dzdz

ds? = ———
SRTENFRE

Wreszcie, mamy bardzo istotny przypadek geometrii hiperbolicznej, ktory
mozna modelowaé za pomoca jednostkowego dysku na ptaszczyznie zespolo-
nej, wyposazonego w metryke Poincarégo:

dzdz dz? + dy?

S T P} R G Nl Y

"Termin "genus" posiada kilka réwnowaznych definicji, z ktorych niektére poszerzaja
jego zastosowanie na geometrie algebraiczna, szczegblnie w sytuacjach, gdy dostep do in-
formacji topologicznych jest ograniczony. W dalszej czesci pracy genus bedziemy odnosié
do liczby catkowitej, ktora charakteryzuje rozmaitosé topologicznag poprzez liczbe otwordw
w niej zawartych. Pochodzenie tego pojecia mozna wywodzi¢ z prac FEulera, ktory wpro-
wadzil charakterystyke nazwana jego imieniem, $cisle zwigzana z tym terminem.

87 obecnej perspektywy teoria transformacji funkcji eliptycznych moze by¢ najprosciej
zinterpretowana poprzez pojecie izogenii dla krzywych eliptycznych.

YDwuwymiarowa sfera moze byé¢ opisana za pomoca terminéw zespolonych jako sfera
Riemanna, czyli uzwarcenie jednopunktowe plaszczyzny zespolonej C:=Cu {0}, bedacej
biholomorficznie réwnowaznej jednowymiarowej przestrzeni rzutowej P*(C).



Jak powszechnie wiadomo, te trzy dwuwymiarowe modele geometrii eu-
klidesowej i nieeuklidesowej daja réwniez pelna klasyfikacje spojnych i jed-
nospojnych zespolonych rozmaitosci jednowymiarowych, co zostato udowod-
nione w sposéb zadowalajacy na poczatku XX wieku przez Henriego Poincaré
(1854-1912) i Paula Koebe (1882-1945)'°. Ponadto, kazda zwarta powierzch-
nia Riemanna o genusie 1 jest rownowazna grupie ilorazowej ptaszczyzny
zespolonej przez krate (zespolony torus o wymiarze 1).

Sama teoria ptaskich powierzchni w S3 stanowi doé¢ szczegdlna sytuacje.
Jej badania siegaja prac Bianchiego z XIX wieku, kiedy to sklasyfikowal on
wszystkie plaskie zanurzenia w S3. Z punktu widzenia réwnan rézniczko-
wych czastkowych, te powierzchnie sa zwigzane z jednorodnym réwnaniem
falowym, podczas gdy ogolnie powierzchnie o statej krzywiznie w S sg zwia-
zane z eliptycznymi lub hiperbolicznymi réwnaniami sin-Gordona lub sinh-
Gordona. Do$¢ zaskakujace, ze liczba publikacji dotyczacych tej teorii nie jest
zbyt duza.

Adriano Garsia w 1961 roku pokazal, ze na wszystkich zwartych po-
wierzchniach w R? mozna w naturalny sposoéb wprowadzi¢ strukture zespo-
long. W rzeczywistosci krotko potem udowodnit, ze kazda zwarta powierzch-
nia Riemanna (o dowolnym genusie) moze by¢ zanurzona konforemnie (katy
nie ulegaja zmianie) w R? jako powierzchnia algebraiczna, ale jego metoda
dowodu byta niekonstruktywna, co uniemozliwito okreslenie ograniczen stop-
nia powierzchni. Pinkall w 1985 roku odkryt prosty sposéb okreslenia kon-
foremnej postaci ptaskiego torusa w odniesieniu do geometrii krzywej w S2.
Jest to znaczace odkrycie, ktore miato wptyw na rozwdéj wielu dziedzin ma-
tematyki. W konsekwencji, niniejsza praca magisterska zostanie poswiecona
gltownie analizie tego waznego wydarzenia.

Najnowsze osiggniecia matematyczne zwiazane z torusem znajduja sie
w badaniach nad algebraicznymi rozmaitosciami torycznymi, geometria tro-
pikalna, topologia orbifoldow oraz wieloma innymi zaawansowanymi dzie-
dzinami matematycznymi. Jednak pelne zrozumienie tych tematéw wymaga
ogromne] wiedzy i talentu, co sprawia, ze sa one zarezerwowane dla nielicznej
grupy najbardziej utalentowanych matematykow na $wiecie.

Jak widzimy geniusz ludzkosci tworzy modele Swiata, ktére sa Swiatem
samym. Czy zatem mozliwe jest, ze obca cywilizacja ma zupelnie inng ma-
tematyke niz nasza? Czy matematyka jest absolutna?

19Warto odnotowaé, ze podany rezultat udowodnili niezaleznie od siebie [29], [35]. Twier-
dzenie to w literaturze nazywa si¢ twierdzeniem o unifikacji.



Rysunek 1: Hipoteza Willmore’a, sformulowana w 1965 roku, odnosi sie
do poszukiwan "najlepszego torusa" sposréd wszystkich mozliwych. Hi-
poteza ta stwierdza, ze dla kazdego gladkiego torusa M w R?® zachodzi:
[ H?dA > 2%, gdzie H oznacza $rednig krzywizne (to jest Srednia arytme-
tyczna gltownych krzywizn kq i ko w kazdym punkcie). Termin "najlepszy"
rozumiemy jako najbardziej optymalny pod wzgledem minimalizacji energii,
tj. miary tego, jak bardzo dana powierzchnia odbiega od powierzchni sfery.
W 2012 roku hipoteza zostala udowodniona przez Fernanda Coda Marquesa
i André Nevesa [32]. To zagadnienie przez lata inspirowalo wiele badan mate-
matycznych, integrujac pomysty z dziedzin takich jak geometria konforemna,
rOwnania rézniczkowe czastkowe, geometria algebraiczna czy geometryczna
teoria miary.
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3 Torus klasyczny

Geometria jest sztuka wyciggania prawidtowych
wnioskow ze zle sporzadzonych rysunkow.
Niels Henrik Abel

Rozdzial niniejszej pracy magisterskiej po§wiecony jest analizie i zaglebie-
niu jednego z najciekawszych obiektéw matematycznych, czyli torusa. Celem
tego rozdziatu jest przedstawienie gtownych cech torusa, jego kluczowych de-
finicji oraz roznych interpretacji w kontekscie roznych dziedzin nauki. Przed-
stawimy podstawowe wlasnosci torusa, takie jak parametryczne réwnania
opisujace jego ksztalt, oraz zbadamy jego powiazania z innymi obiektami
geometrycznymi. Dzieki temu rozdziatowi, czytelnik bedzie miat okazje za-
znajomic sie z tymi aspektami torusa, ktore kryja w sobie gltebokie matema-
tyczne tajemnice.

3.1 Parametryzacja torusa

Torus to powierzchnia wyidealizowanego paczka, ktéra nalezy do rodziny
powierzchni obrotowych, poniewaz mozna ja uzyskac, obracajac okrag wokot
linii, ktora lezy w plaszczyznie kotla, ale go nie przecina. Wyprowadzimy
rownanie dla torusa, czyli znajdzmy funkcje F : R? — R takg, ze torus jest
zbiorem rozwigzan {(z,y,z) € R*® | F(z,y,z) = 0}. Poniewaz torus jest
powierzchnig obrotowsa, zaczynamy od réwnania okregu na ptaszczyznie xz
o promieniu r i srodku w punkcie (R,0), gdzie R > 0, r > 0

St ={(z,2) eR*| (z — R)*+ 2 =r"}.

1R to odlegloéé od srodka rury do $rodka torusa, r to promien rury. Jesli R > r, to
torus nie przecina samego siebie.
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Aby otrzymac¢ powierzchnie obrotu, zastepujemy x odlegtoscig od osi z, do-
konujac podstawienia x — /22 + y? otrzymujemy:

T? = {(z,y,2) € R* | (Va® +y*> — R)* + 2* —r? = 0}. (1)

Zatem na pierwszy rzut oka F(x,y, z) = (/22 + 42— R)? + 2% — r? daje nam
nasze pozadane rozwigzanie. Jednak ma to wade polegajaca na tym, ze F' nie
jest rézniczkowalna wzdtuz osi z, mozemy to do$¢ tatwo przezwyciezy¢ roz-
wijajac rownanie, wyodrebniajac pierwiastek kwadratowy i podnoszac obie
strony do kwadratu. W ten sposéb otrzymujemy:

x2+y2—2R\/m+R2+22—r2:0,
2+ y? + 22+ B2 —r? = 2R\/2? + 2,
(@2 + 9% + 22 + R? — 12)? = 4R (a? + o),
stad funkcja F jest postaci:
F(z,y,2) = (2> + y* + 2> + R* — rH)? — 4R*(2* + 7).

Tak zdefiniowana funkcja nie wprowadza zadnych dodatkowych punktéow do
zbioru rozwigzarn oraz jest rézniczkowalna na catym R3. Warto tu odnotowac,
ze powierzchnie o genusie wiekszym lub réwnym dwa nie moga by¢ reprezen-
towane jako powierzchnie obrotowe.

Okrag na ptaszczyznie xz o promieniu r i rodku w punkcie (R, 0) mozemy
sparametryzowac:

x=R+rcos(f), z=rsin(0),

gdzie 0, dla pelnego okrazenia, przyjmuje wartosci od 0 do 2m. Teraz ob-
racajac plaszczyzne xz wokol osi z, gdzie x zmienia sie na x — xcos (¢) i
y zmienia sie na y — ysin (¢), gdzie ¢ przyjmuje wartosci od 0 do 27 dla
pelnego obrotu, otrzymujemy:

x = (R+rcos(0))cos (),
y = (R+rcos (6))sin (6),
z = rsin ().

Ustalajac 6, otrzymamy okrag na ptaszczyznie rownolegtej do xy. Jak tatwo
sprawdzi¢ tak zadana parametryzacja spetnia rownanie (1).
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3.2 Model planarny

>

e

Rysunek 2: Zrodlo: http://topologygeometry.blogspot.com/2010/06/
notes-from-062310.html

Jesdli skleimy ze soba dwa przeciwlegle boki prostokata, bez skretu, otrzy-
mamy cylinder. Gdy zdecydujemy sie sklei¢ ze sobg dwa korice cylindra robiagc
to w konwencjonalny sposob tworzymy torus, jednakze jest to tylko jedno z
dwoch mozliwych ustawien dla pary okregéow, ktore maja zostaé¢ potaczone.
W celu zilustrowania efektu tej procedury (sensu stricto modelu planarnego),
zaczynamy od przeksztatcenia naszego prostokata w kwadrat jednostkowy:

X={(z,y) eR*|0<2<1, 0<y<1}.

Mozemy teraz "sklei¢" ze soba dwa przeciwlegte boki, deklarujac, ze dla kaz-
dej wartosci x miedzy 0 a 1, para punktow (z,0) i (x,1) jest teraz tym
samym punktem. Podobnie dla kazdej wartosci y miedzy 0 a 1, para punk-
tow (0,y) oraz (1,y) jest identyczna. Otrzymana powierzchnie, ktora teraz
nazwiemy plaskim torusem, mozna poréwnaé¢ pod wzgledem globalnych
wlasciwosci do torusa zadanego w sposob parametryczny. Na przyktad od-
cinki pionowe i poziome okreslone na zadanym modelu planarnym staja sie
zamknietymi krzywymi, ktore sa utozsamiane z "rownoleznikami" i "potu-
dnikami" torusa obrotowego. Jednak geometria naszej powierzchni, rézni sie
od geometrii torusa obrotowego. Na przyktad, wezmy pod uwage ptaski to-
rus. W tym przypadku wszystkie pionowe i poziome "okregi" maja rowna
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dhugosé¢, co wynika z charakterystyki tej przestrzeni. W przeciwienstwie do
tego, w torusie obrotowym mozemy zauwazy¢, ze potudniki maja jednakowsa
dhugo$é, podczas gdy rownolezniki niekoniecznie zachowuja te sama miare.
Wynika to z faktu, ze chociaz walec w R ma taka sama wewnetrzna geo-
metrie jak kartka papieru z zidentyfikowana tylko jedng para bokow (czyli
papier nie jest rozciagniety), nie mozna go zgia¢ w R?® bez znieksztalcenia.
Jak dotad, nasze pojecie wewnetrznej geometrii jest intuicyjne, ale wkrotce
bedziemy je uscislac.

3.3 Uogo6lnienie

Zainspirowani ostatnia konstrukcja, mozemy sprobowaé spojrze¢ na pta-
ski torus w inny sposob. Przypomnijmy, ze okrag mozna reprezentowac albo
jako przedzial, na przyklad [0, 1], ze zidentyfikowanymi koricami, albo jako
zbior klas rownowaznosci liczb rzeczywistych modulo jeden, czyli zbior wszyst-
kich utamkowych czesci liczb rzeczywistych. Jedli teraz potraktujemy wszyst-
kie liczby o tej samej czesci utamkowej jako ten sam element okregu, do-
chodzimy do reprezentacji S' = R/Z. Wybor tej reprezentacji jest kwestia
wybrania obszaru podstawowego, czyli jak wczesniej napisaliSmy podzbioru
R, ktory zawiera doktadnie jeden element z kazdej klasy rownowaznosci, z
wyjatkiem granic, gdzie moze zawiera¢ dwa lub wiecej elementéw. W tym
przypadku mozemy przyja¢ dowolny przedzial jednostkowy jako nasz obszar
podstawowy.

Podobne spostrzezenie mozna odnie$¢ do dwoch zmiennych, gdzie zauwa-
zamy, ze plaski torus T? moze byé utozsamiony ze zbiorem par utamkowych
czesei liezb rzeczywistych: T? = R?/Z?, gdzie Z? oznacza krate wektoréw o
wspotrzednych catkowitych. Klasy rownowaznosci reprezentowane sa przez
punkty w jednostkowym kwadracie (obszarze podstawowym), po zidentyfi-
kowaniu par punktéw na granicy, ktorych réznica jest liczba catkowita:

(x,y) ~ (@) er—2"€Z y—y €L

W ramach naszej pracy magisterskiej nie bedziemy dogtebnie omawia¢ aspek-
tow dynamiki topologicznej (ani zwiazanej z dynamika nieliniowa teorii cha-
osu czy teorii bifurkacji), ale warto zaznaczy¢, ze zamiast skupia¢ sie na wek-
torach o wspotrzednych catkowitych, mozemy przyjrzec si¢ przeksztatceniom
za pomoca tych wektorow. W takim przypadku, kazda klasa réwnowaznosci
w R?/7Z? staje si¢ orbita grupy tych przeksztalceri dziatajacych na R?, a na-
sza przestrzen ilorazowa naturalnie staje sie przestrzenia orbit.
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Reprezentacja parametryczna powierzchni oraz reprezentacja w postaci
funkcji uwiktanej umozliwia osadzenie powierzchni w przestrzeni euklideso-
wej, ktora do tej pory byla przestrzenig R3. Jednak istnieje mozliwosé, ze
w procesie osadzania powierzchni w R?, moze ona stracié¢ niektore ze swoich
korzystnych wlasciwoséci. W przypadku standardowego zanurzenia torusa, do-
chodzi do zniszczenia symetrii miedzy potudnikami a réwnoleznikami, wszyst-
kie potudniki maja taka sama dtugosé, ale dtugo$é réwnoleznikow sie rozni.
Aby zachowaé te symetrie, mozemy zanurzyé¢ torus w R*, nazywanym dalej
plaskim torusem!?. Reprezentacja tego plaskiego torusa moze by¢ przedsta-
wiona parametrycznie jako:

T =1 cost, y =rsint,
Z =TCOoSSs, w = rsin s,

gdzie s,t € [0,2m). Jak juz wspomnielismy, plaski torus mozemy réwniez
otrzymaé jako przestrzen ilorazowa. Rozpoczynajac od prostokata, identyfi-
kujemy przeciwlegle krawedzie (bez odwracania kierunku). Zamiennie, mo-
zemy rozwazy¢ rodzing izometrii R? danej jako T, : (z,y) = (x+m,y+n),
gdzie m,n € Z i dokonaé operacji modulo na orbitach. Konstrukcja T? jako
R2/Z? jest dokladnie analogiczna do konstrukeji okregu S* jako R/Z.

Rozwazmy teraz bardziej ogblna klase przyktadow, ktore uogdlniaja kon-
strukcje ptaskiego torusa jako R?/Z?. Niech A bedzie krata w R?, czyli zbio-
rem wektoréw postaci {mu+nv : m,n € Z}, gdzie u i v sa dwoma ustalonymi
liniowo niezaleznymi wektorami. Mozemy zidentyfikowaé przestrzen ilora-
zowa R? /A z rownolegtobokiem {su+tv | 0 < s,t <1} z wykorzystaniem par
przeciwlegtych bokoéw zidentyfikowanych za pomoca translacji. Przestrzen
ilorazowa R?/L jest homeomorficzna z torusem, co mozna udowodnié, ma-
jac {(u1,uz), (v, v2)) = A C R?. Wtedy, dla kazdego punktu (z,y) postaci
(muy +nvy, mus+nvy), gdzie m,n € Z, definiujemy funkcje f : R? — S x St
jako f(z,y) = (cos(2mz),sin (27x), cos (2my),sin (27y)). Nastepnie rozwa-
zamy relacje rownowaznosci na R?, okreslong przez (z1,y1) ~ (z2,¥2), gdy
f(z1,y1) = f(x2,y2), co pozwala nam uzyska¢ zadany homeomorfizm. Natu-
ralna metryka na R?/A, moze by¢ zdefiniowana dla z,y € R? jako!'3:

d(z + A,y +A) = min{dpz(z,y +¢/) | v € A}.

12Tstnieje izometryczne zanurzenie "kwadratowego plaskiego torusa" w R3. Ten "plaski
torus" stanowi reprezentacje twierdzenia Nasha-Kuipera opisanego w pracy [42].

13Geometrycznie wynikajaca z intuicji metryka opiera sie na traktowaniu torusa jako
rownolegloboku, w ktorym przeciwleglte krawedzie zostaly ze soba ztaczone. Aby obli-
czy¢ odleglo$é miedzy punktami z a y, wyznaczamy najkrétsza sciezke z punktu x do
y. Konieczne jest uwzglednienie przejscia przez krawedzie réwnolegltoboku. Stad wynika
sugestia, ze punkt x powinien byé¢ ustalony.
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Rysunek 3: Ta toroidalna figura, odkryta przez francuskiego matematyka
Vincenta Borrelli z Uniwersytetu w Lyonie w 2012 roku, stanowi konsekwen-
cje jednowymiarowego procesu Nasha-Kuipera dla krzywych. Jest to przy-
ktad gtadkich fraktali oraz zanurzenia ptaskiego torusa w przestrzeni trojwy-
miarowej. Konstrukcje oraz grafika tego obiektu, ktory jest peten pofatdowar,
ale zachowuje wszystkie dtugosci tak samo jak oryginalny ptaski torus, zo-
staly opisane w pracy [5].

Rysunek 4: Ten fraktal jest efektem przeciecia plaszczyzng trojwymiarowej
projekcji torusa KAM, a jego powstanie wynika z intensywnych badan ma-
jacych na celu zrozumienie stabilnosci Uktadu Stonecznego. Teoria KAM
(Kolmogorow, Arnold, Moser), ktora przewiduje ksztalt i stabilnosé¢ orbit,
stanowi kluczowy element w analizie dynamiki uktadéw nieliniowych i jest
szczegblowo opisana w wyjatkowej ksiazce [12].
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4 Torus zespolony

Liczby urojone sa cudownym wzlotem Ducha Bozego,
sg one pomostem laczacym byt z niebytem.
Leonhard Euler

Glowny temat niniejszego rozdziatu to torus zespolony bedacy uogolnie-
niem torusa klasycznego. Celem tego rozdziatu jest przedstawienie gtéwnych
wlasciwosci 1 charakterystyk torusa zespolonego, jak réwniez ukazanie jego
roznorodnych zastosowan w réznych dziedzinach. Rozdziat zostanie podzie-
lony na dwie sekcje, aby wyrézni¢ krzywe eliptyczne jako obiekty zwiazane
bezposrednio z torusami zespolonymi. Na poczatku zostang oméwione pod-
stawy teoretyczne, ktore sa kluczowe dla zrozumienia konstrukeji torusa ze-
spolonego. Nastepnie przejdziemy do bardziej zaawansowanych poje¢ z za-
kresu geometrii rozniczkowej, ktére pozwola nam na matematyczna analize
torusa zespolonego jako powierzchni riemannowskiej.

Od tej pory wyrazenie "torus zespolony" bedzie wskazywaé réwnoleglo-
bok z przeciwnymi zidentyfikowanymi krawedziami, wyposazonym w odpo-
wiednia geometrie dziedziczona z C. W celach formalnych, chyba ze zostanie
to explicite sprecyzowane, zbiory otwarte bedziemy okresla¢ na przestrzeni
topologicznej z topologia indukowang przez metryke euklidesows.

Przedstawmy teraz niezwykle istotne twierdzenie o odwzorowaniu od-
wrotnym funkcji, ktérego dowdd studenci moga poznaé¢ w ramach kursu za-
awansowanej analizy lub kursu wyréznionego w analizie matematycznej:

Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej). Jesli f : U — R”
jest funkcjq klasy C' okreslong na zbiorze otwartym U C R™ i dla pewnego
punktu a € U wyznacznik macierzy Jacobiego Jy(a) jest rézny od zera, to
istnieje otoczenie otwarte V. punktu a i otoczenie otwarte W punktu f(a),
takie ze f 'V — W jest wzajemnie jednoznaczna, a ponadto funkcja do niej
odwrotna, f~1: W — V, tez jest klasy C*.

Dodatkowo podajmy nastepujaca definicje:

Definicja 4.2 (Homeomorfizm). Funkcje f: X — Y nazywamy homeomor-
fizmem, jesli jest bijekciq i zarowno f oraz f~1 sq funkcjami cigglymit*.

14Dla naszych rozwazan pojecie ciggloéci ma charakter topologiczny. Innymi stowy, funk-
cja f: X = Y jest uznawana za ciagla, jesli spelnia warunek, ze gdy U C Y jest zbiorem
otwartym, to f~1(U) C X réowniez jest zbiorem otwartym.
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Gladka mapa na powierzchni S C R? to zbiér otwarty U C S wraz z ho-
meomorfizmem ¢ : U — D?. Lokalne wspolrzedne na zbiorze U sa okreslone
przez ¢! : D?* — U. Warunek, ze zbior ukladow tworzy gladki atlas (dla
przypomnienia atlas A dla przestrzeni X to w zasadzie zbiér zbiorow otwar-
tych, ktore catkowicie pokrywaja przestrzeni, podobnie jak mapy na papierze
w atlasie §wiata pokrywaja cala Ziemie) jest spetniony, gdy przeksztalcenia
przejscia pop!, o d ! sy gladkie i spelniaja warunki twierdzenia o odwzo-
rowaniu odwrotnym. Tutaj otwarty dysk D* = {(z,y) € R? | 2® + y* < 1}
oznacza niezwarta powierzchnie, na ktoérej mozemy umiesci¢ gtadki atlas za
pomoca pojedynczego uktadu wspotrzednych.

Standardowy ptlaski torus ilustruje inny sposéb wprowadzenia natural-
nej rézniczkowalnej struktury, ktoéry jest nieco mniej wizualny, ale ktory nie
wymaga nawet elementarnych obliczeri. Mianowicie, po prostu rzutuje sie
standardowa gtadka strukture z plaszczyzny R? na torus R?/Z2. Aby to zro-
bi¢, zauwazmy, ze kazdy dysk o promieniu mniejszym niz % jest odwzorowany
iniekcyjnie na torus przez naturalnag projekcje, a tym samym definiuje mape.
Podobnie jak w przypadku otwartych podzbioréw ptaszczyzny, mapy przejsé
miedzy wspotrzednymi lokalnymi pochodzacymi z réznych dyskéw sg podane
przez mapy afiniczne, stad mapy sa kompatybilne.

Rysunek 5: Atlas na torusie z czterema mapami.

Od razu mozna odnie$é¢ sie do kwestii minimalnej liczby wymaganych
map. Oczywiscie wystarcza cztery (torus jest pokryty dyskami o promieniu
% wysrodkowanymi w §rodku kwadratu, w punktach srodkowych dwoch nie-
zidentyfikowanych bokéw oraz w wierzchotku). Jesli zamiast dyskow uzyje
sie pewnych innych dziedzin w plaszczyznie, ktore pozwalaja na pojedyncza
mape, mozna zmniejszy¢ te liczbe do trzech. Dwie mapy nie wystarcza do
pokrycia torusa, ale dowod nie jest prosty.
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Majac dwie gtadkie powierzchnie S, S’ C R? z atlasami A i A’, méwimy
intuicyjnie, ze funkcja f : S — S’ jest dyfeomorfizmem, jesli jest bijekcja,
a jej reprezentacja v o f o =1 w dowolnej parze lokalnych wspoélrzednych
jest funkcja gladka z odwracalng macierza pochodnych. W bardziej formalny
sposob, dla homeomorfizmu f : S — §', kazda mapa ¢ : U — D? w zbiorze
A moze by¢ przeksztalcona na mape ¢o f~1: f(U) — D? w zbiorze A’. Jesli
wykonamy ten proces dla wszystkich map w zbiorze A, otrzymujemy gtadki
atlas A’ dla powierzchni S’.

Podobnie jak pojecie dyfeomorfizmu jest podstawa dla relacji rowno-
waznosci w przypadku rézniczkowalnych powierzchni rzeczywistych, istnieje
takze pojecie rownowaznosci holomorficznej dla powierzchni zespolo-
nych, znanych jako powierzchnie Riemanna (jednowymiarowe spdjne rozma-
itosci zespolone). Istnienie powierzchni Riemanna, ktore mimo ze sa dyfe-
omorficzne, a nie sa holomorficznie réwnowazne, oznacza, ze réwnowaznosé
holomorficzna jest silniejsza od dyfeomorfizmu.

Przyktady

Fakt, ze D? i C nie sg holomorficznie réwnowazne, jest konsekwencja
twierdzenia Liouville’a, ktore mowi, ze kazda funkcja na catej ptaszczyznie
zespolonej C, ktora jest zarowno holomorficzna, jak i ograniczona, musi w
rzeczywistosci by¢ stala; to z kolei jest konsekwencja formuty catkowej Cau-
chy’ego, jednego z podstawowych wynikéw analizy zespolonej.

Kolejnym przyktadem dyfeomorficznych powierzchni Riemanna, ktore nie
sa rownowazne holomorficznie, sg torusy zespolone. Rozwazmy dowolng krate
w plaszczyznie zespolonej zadang przez:

A={mu+nv:m,neZ}, (2)

gdzie u,v € C = R? sg liniowo niezalezne nad R. Wtedy C/A jest powierzch-
nig Riemanna, ktora jest dyfeomorficzna w stosunku do standardowego pta-
skiego torusa T? = C/Z?, ale ktoéra moze mieé¢ inng zespolona strukture.
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Definicja 4.3 (Funkcja podwdjnie okresowa). Funkcje f okreslong na ptasz-
czyinie zespolonej wraz z liczbami zespolonymi u © v spetniajgcymi zaleznosc:

fGz+u) = f(z+v) = f(2),

dla wszystkich wartosci liczb zespolonych z, nazywamy funkcjg podwdinie
okresowq z okresami u oraz v. Tutaj u,v traktujemy jako niezalezne liniowo
wektory nad ciatem liczb rzeczywistych.

Obserwacja 4.4. Funkcja podwdjnie okresowa jest ograniczona.

Dowod.

Niech z € C oraz u,v oznaczaja okresy funkcji f. Skoro u,v sa nieza-
lezne liniowo wzgledem liczb rzeczywstych mozemy zapisaé, ze z = ux + vy,
z,y € R. Zatem z okresowosci f(z) = f({z}u + {y}v), gdzie {z} oznacza
czed¢ utamkows liczby rzeczywistej x. Stad wnioskujemy, ze f jest ograni-
czona, poniewaz jej obraz zawiera sie w obrazie przestrzeni zwartej bedacej
rownolegtobokiem o wierzchotkach {0, u, v, u + v}.

O

Lemat 4.5. Majgc dane dwie kraty Ay,Ay C C, torusy C/Ay i C/Ay sq
rownowazne jako powierzchnie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
lintowa funkcja holomorficzna F taka, ze FA; = As.

Dowaod.

Skorzystamy z twierdzenia Liouville’a'®. Niech f : C/A; — C/A, bedzie
rownowazno$cia holomorficzng. Rozszerzajac sie do nakrycia C, otrzymujemy
funkcje holomorficzna F' na C, ktora odwzorowuje kazdg translacje A; na
translacje Ay. Wezmy dwa generatory uiv z Aj. Wtedy F(z+u)—F(z) € Ag
i F(z+v)—F(z) € Ay dlakazdego z € C, stad obie roznice sa stale, poniewaz
zmieniaja sie w sposob ciagly w obrebie dyskretnego zbioru Ay. Rézniczkujac
otrzymujemy F'(z) = F'(z +u) = F'(z + v), a wiec I’ jest holomorficzna
1 podwdjnie okresowa, stad ograniczona. Zgodnie z twierdzeniem Liouville’a
jest to stala, a zatem F jest funkcjg liniowa.

5Kazda ograniczona funkcja calkowita musi byé stala.
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W rzeczywistosci, moze zamiast obrazu odwzorowan liniowych bardziej
istotnym czynnikiem jest jedynie ksztalt réwnolegtobokéw na kracie. Prze-
ktada sie to oczywiscie na ekwiwalent w skali i obrocie. Zauwazmy, ze obie te
cechy postrzegamy jako niezmienne w torusie. Te ekwiwalencje zaprowadza
nas pozniej do przestrzeni Teichmiillera dla torusa.

Wnhniosek 4.6. Niech Ay i Ay bedg dwiema kratami w C. Wtedy torusy C/A;
i C/Ay sq holomorficznie rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy kat miedzy
nagkrotszym wektorem a najkrotszym niewspotliniowym wektorem w kazdej z
krat jest taki sam i stosunki dtugosci tych wektorow sq rowne.

Ten wniosek pokazuje, ze istotnie istnieje dwuparametrowa rodzina réz-
nych toruséw zespolonych: jednym parametrem jest kat miedzy wektorami
generujacymi, a drugim stosunek ich dtugosci. Mozna wybraé¢ najkrotszy wek-
tor v na kracie réwny 1, a drugi najkrotszy wektor v w obszarze:

F={zeC| || >1|Refz}| < 5}, 3)

pokazanym w rozdziale Grupy modularne. Ponadto wykazemy, ze to wyma-

ganie jednoznacznie okresla v jesli lezy ono we wnetrzu F, a jesli lezy na
L, . . .. 1 . 1 . ..

brzegu, to okresla si¢ go do identyfikacji —3 + it ~ 5 + it na liniach prostych

1z~ —i na okregach.

Zauwazmy, ze 2 — z+ 112z — —% sa funkcjami holomorficznymi, dzie-
dzina F z podanymi identyfikacjami ma naturalng strukture zespolona, z
wyjatkiem dwoch punktow "stozkowych" oraz iHT\/?” , gdzie caltkowity kat
po dokonaniu identyfikacji zalamuje sie odpowiednio do 7 i %” Mozna temu
zaradzi¢, wprowadzajac wspotrzedne w = (z —i)* i w = (2 — 1+T‘/§”)3 W po-
blizu tych punktéw. Jednak okazuje sie, ze bardziej przydatne jest zachowanie
punktow stozkowych i rozwazenie F jako ztozonej powierzchni z dwiema stoz-
kowymi osobliwosciami, nieco podobnymi do standardowego stozka. Nazywa
sie to powierzchnig modutowq i odgrywa niezwykle wazna role w teorii liczb
i teorii reprezentacji grupowych.

Natknelismy sie w ten sposéb na bardzo interesujace zjawisko: zbior klas
powierzchni Riemanna na torusie (az do réwnowaznosci holomorficznej) sam
jest naturalnie wyposazony w strukture powierzchni Riemanna. Obecno$¢ ze-
spolonej struktury na tym zbiorze klas réwnowaznosci jest prostym, cho¢ wy-
soce nietrywialnym przejawem ogolnego zjawiska obserwowanego w réznych
obszarach matematyki, w ktérym zbiér niezmiennikéw a struktura pewnego
rodzaju sama posiada podobna strukture.
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Rysunek 6: Przedstawione na ilustracji wezly torusowe odgrywaja wazna role
w dynamice pltynéw i elektrodynamice oraz moga by¢ takze uzyteczne w
klasycznej teorii pola. Dla kazdego wezta torusowego mozna uzy¢ pary liczb
catkowitych (p,q) do jego opisu, gdzie p oznacza liczbe zwojow wokot osi
symetrii obrotowej, a ¢ oznacza liczbe zwojow wokot okregu znajdujacego sie
wewnatrz torusa. Przeciecie 2P + w? = 0 hipersferg S® o érodku w poczatku
uktadu wspotrzednych jest weztem torusowym typu (p, q) [25], [34].

Rysunek 7: Teoria strun zaklada, ze podstawowymi sktadnikami rzeczywi-
stosci nie sa punkty, ale wibracje jednowymiarowych obiektow matematycz-
nych, zwanych strunami. Teoria ta jest spojna tylko w dziesieciowymiarowej
czasoprzestrzeni, a w niektorych przypadkach mozliwy jest takze jedenasty
wymiar. Aby potaczy¢ teorie strun z czterowymiarowym $wiatem, najprost-
sza mozliwoscia jest skompaktowanie sze$ciu lub siedmiu wymiaréw na we-
wnetrznych rozmaitosciach, ktorych rozmiar jest wystarczajaco maly, aby
umknaé¢ wykryciu. Matematyka opisujaca ten proces zostata juz opracowana
w postaci zespolonych rozmaitosci Calabiego-Yau, ktorych przyktady przed-
stawiono na tym rysunku. Torusy sa jedynymi zwartymi rozmaitosciami ze-
spolonymi, na ktorych istnieje metryka o znikajacej krzywiznie. Stad wynika,
ze sa to jedyne zwarte jednowymiarowe rozmaitosci Calabiego-Yau [2], [20].
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4.1 Krzywe eliptyczne jako torusy zespolone

W tym podrozdziale przedstawione zostang krzywe eliptyczne jako to-
rusy zespolone. Krzywe eliptyczne sa istotnym elementem w teorii liczb oraz
kryptografii, ale nie bedziemy przedstawia¢ dowodéw w tym szkicowym opi-
sie. Mozna znalez¢ pelne dowody i szczegbétowe wyjasnienia w odpowiednich
ksiazkach i zrodtach naukowych [10], [15], [38], [40].

W matematyce, obliczanie calek odgrywa kluczowa role w rozwiazywaniu
réznorodnych probleméw i modelowaniu wielu zjawisk. W szczegoélnosci dtu-
goé¢ polowy okregu x? + y? = a? wyraza sie calka:

¢ adz

—a Va?—a?

Analogicznie wydaje sie, ze podobnie prosto mozemy wyznaczy¢ dtugosé po-

towy elipsy o rownaniu z—j + z—j = 1. Niestety, dlugos¢ tej elipsy wyraza sie

catka o bardziej skomplikowanej naturze:

a CL2— 1_Ex2
[
—a a“ —x

Niech k? =1 — Z—Z oraz podstawmy x — ax. Wtedy dlugosé¢ elipsy wynosi:

Ta.

dx,

1 — k222 ! 1 — k%22 V] — k2g2
——dr=a dr = / -
l—x 1 /(1= 22)(1 — k2a?) -1 Y

gdzie y* = (1—2?)(1—k?2?) to krzywa eliptyczna. Calke postaci [ R(z,y)dz,
gdzie R(z,y) to funkcja wymierna zmiennych (x,y) okreslonych na krzywej
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eliptycznej E : y? = f(x), gdzie f to wielomian stopnia 3 lub 4, nazy-
wamy calka eliptyczng. Calka [° \/fl—f"T wynosi arcsin (w). Jej odwrotnosé
to funkcja okresowa w = sin (z) o okresie 2. Calka eliptyczna fotu \/#7%3
ma funkcje odwrotng w = p(2)'® z dwoma niezaleznymi od siebie okresami
w1 1 wo. To znaczy, ze dla kazdego z € C:

p(z +wi) = p(z + wa) = p(2).
Takie podwojne funkcje okresowe sg nazywane funkcjami eliptycznymi.
Funkcja g i jej pochodna spelniaja rownanie algebraiczne:
¢ (2)? = p(2)° + Ap(z) + B.

Podwojna okresowosé¢ p(z) oznacza, ze to funkcja na przestrzeni ilorazowej

C/A, gdzie A to krata:
A = {njwy + nows : nq,ny € 2},

0(2) oraz ¢'(z) sa funkcjami na obszarze réwnolegtoboku podstawowego.

T ® ®
3 1 1
+
w, W,+w,
® 2 ®
1
- - - -
-2 =1 0 1 2 3 4 5 6
-
® -2 ° °

Funkcja o zadaje izomorfizm: C/A (o) (=),

zespolonych wspotrzednych C tworza torus.

E(C). Stad punkty na E o

Y6Funkcja P Weierstrassa p(z,w1,ws) = pa(z) == % + Z,\eA/{o}(ﬁ — 3%), za-
prezentowana na poczatku podrozdziatu dla dwoch réznych par statych wi,ws, zostalta
zilustrowana za pomoca metody kolorowania dziedzin. Zachecamy do zglebiania tematu,
korzystajac jednoczesnie z bardziej zaawansowanych zrodel, ktore przedstawia peten za-
kres informacji na temat tego interesujacego zagadnienia matematycznego [47].
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Wstepnie przedstawiony szkic zawiera wiele cennych informacji, ale nie-
stety pominicto w nim kilka waznych uwag, ktore teraz warto wspomniec.
Pragniemy uzupehié treéé¢, aby byta jak najbardziej kompletna i precyzyjna:

1. Cialo funkecji eliptycznych na kracie A to C(gpa, ¢!, ), czyli kazda funkcja
eliptyczna jest funkcja wymierng funkcji ¢ i jej pochodnej ¢'.

2. W tym kontekécie najbardziej powszechnie akceptowanym réwnaniem,
niezaleznie od innych postaci jest: P = 403 — g2(A)pa + g3(A), stale
ga(A) = 603, cp /0y A" oraz gs(A) = 14037, oy A~ ° pojawiaja sie
w rozwinieciu szeregéw Laurenta funkcji p oraz g, gdzie ich wartosci
wynikaja z dopasowania szeregdw Laurenta, aby uzyska¢ dang tozsa-
mos¢. Oczekujemy, ze pojawi sie sktadnik szescienny i kwadratowy,
poniewaz funkcja o ma bieguny rzedu dwa, podczas gdy funkcja ©' ma
bieguny rzedu trzy.

3. Niech A C C bedzie krata. Wtedy C/A oraz Ex(C) sa izomorficzne
jako zespolone grupy Liego za posrednictwem izomorfizmu ¢:

z (mod A) — (pa(2), P (2)),

oraz 0 — Op,. Nalezy zauwazy¢, ze dziatanie na Ex(C) to dodawanie
na krzywej eliptycznej, podczas gdy na C/A to zwykte dodawanie liczb
zespolonych. Jednym ze sposobéw na udowodnienie, ze ¢ jest izomor-
fizmem grup, jest wykorzystanie dywizoréw: > p.p np(P).

4. To pozwala nam przeksztalci¢ torus w izomorficzng krzywa eliptyczna,
ale co z druga strong? Czy kazda krzywa eliptyczna moze by¢ przedsta-
wiona w tej postaci? Na szczescie tak. WeZmy nieosobliwg krzywa elip-
tyczng E : y? = 423 — Az — B. Istnieje wtedy taka krata A, ze E, = E.
Oznacza to, ze krzywe eliptyczne nad C i torusy zespolone sa praktycz-
nie tym samym z doktadnoscia do izomorfizmu. Jesli chcemy znalezé
jawny sposob na przeksztalcenie F w krate Ap taka, ze C/Agp &2 FE
mozemy to zrobié¢, wykorzystujac wyrazenie Agp = wZ ® wyZ, gdzie:

dx dx
Wi = | — W= | —,
a Y g Y

gdzie «, [ generuja pierwsza grupe homologii H(E,Z).

Podsumowujac gltowna idea jest to, ze istnieje pickny zwiazek miedzy
krzywymi eliptycznymi a funkcjami eliptycznymi, co pozwala nam przecho-
dzi¢ od krzywych eliptycznych do torusow zespolonych.
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5 Tensor metryczny

W tym rozdziale zostanie przedstawiona definicja tensora metrycznego.
Podkreslmy, ze przedstawiona definicja zostanie zaprezentowana w mozliwie
najprzystepniejszy sposob, majac na celu jedynie nakreslenie intuicji, ktora
stoi za idea tensora metrycznego. Czyli obliczanie dtugosci krzywych, katow
i powierzchni na danej przestrzeni.

Rozwazmy powierzchnie parametryczng, przy uzyciu wspotrzednych kar-
tezjariskich x, y 1 z bedacych punktami na powierzchni, ktére zaleza od dwoch
dodatkowych zmiennych u i v. Z tego powodu, powierzchnia parametryczna,
wyrazona wspotrzednymi wektorowymi ma postac:

T(“? U) = (ZL‘(U, U)a y(“? U)? Z(U, U)),

okreslona na otwartym zbiorze U w plaszczyznie uwv. Jesli zmienne u i v
zaleza od trzeciej zmiennej ¢, przyjmujacej wartosci w przedziale [a,b], to

(u(t),v(t)) bedzie Sledzi¢ krzywa parametryczna na powierzchni parame-
trycznej. Dtugosé tuku tej krzywej jest wyrazona jako calka:

b
= / V! (8)2F, - 7y 4 20 (D0 (LT, - 7 + V' (8)2F, - 7y,

gdzie ||-|| oznacza norme euklidesowa. Tutaj zastosowano regute taiicuchowa,
a dolne indeksy oznaczaja pochodne czgstkowe. Definiujmy element liniowy
jako:

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

E=7,-r,F =7, 7G="r, T,

Korzystajac z notacji macierzowej:
E F||du
2 _
ds” = [du dv} {F G} [dv]’

E F : .
r | omacza tensor metryczny. Dodajmy tylko, ze podana
definicja tensora metrycznego moze by¢ przedstawiona w oparciu o iloczyn
skalarny zamiast elementu liniowego.

gdzie macierz
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6 Struktura zespolona

W tym rozdziale przedstawimy doglebne omoéwienie struktury zespolo-
nej, opartej na wyktadach [2]. Struktura zespolona jest fascynujacym zagad-
nieniem, ktore taczy geometrie, analize i algebre. Pozwala nam na bardziej
intuicyjne zrozumienie rézniczkowania na plaszczyznie zespolonej i w konse-
kwencji lepsze zrozumienie zespolonych rozmaitosci.

Chociaz powierzchnie Riemanna nie posiadaja pojecia dlugos$ci, maja
pojecie kata miedzy wektorami stycznymi w punkcie, ktére nazywane jest
struktura konforemna. Oznacza to, ze mozemy sprobowaé¢ wprowadzi¢
strukture konforemng na powierzchni, zanim wprowadzimy strukture zespo-
lona. Sposobem uzyskania struktury konforemnej jest skonstruowanie me-
tryki Riemanna na powierzchni, co dostarcza nam katow i dtugosci wektorow
stycznych. Dow6d opiera si¢ na tym, ze kazda rozmaitos¢ ma gtadks metryke
Riemanna, co wynika z argumentu wykorzystujacego rozktad jednogcil”.

Dodatkowa hipoteza dotyczaca struktury konforemnej, ktora potrzebu-
jemy, jest to, ze wokot kazdego punktu mozemy znalezé otwarty zbior, ktory
jest konforemnie réwnowazny z otwartym podzbiorem R? ze standardowa
struktura konforemna. W odniesieniu do metryki Riemanna, ta hipoteza
mowi, ze wokol kazdego punktu p mozemy znalezé wspotrzedne takie, ze
metryka riemannowska ds wyglada nastepujaco:

ds® = ®(x,y)(dr* + dy?).

Tutaj ® to dodatnia gtadka funkcja na otwartym zbiorze wokot p. Taki uktad
wspotrzednych nazywany jest ukladem izotermalnym. Jesli mamy uktady
izotermalne wokot kazdego punktu, przy dodatkowym warunku, ze (dzx, dy)
tworza uporzadkowana baze, twierdzenie (6.1) mowi, ze mozemy podniesé te
strukture konforemng do struktury zespolonej.

Aby to zrobié, przypisujemy zespolonej wspotrzednej z postaé¢ x+iy, gdzie
(x,y) to uporzadkowane izotermalne wspolrzedne. Musimy pokazaé, ze to
tworzy strukture zespolona, czyli przeksztatcenia przejscia sa holomorficzne.
Zalozmy, ze wokot pewnego punktu mamy dwa rézne uklady izotermalne,
nazwijmy je z = x+1iy i w = a+1b. Aby wykazac¢ holomorficzno$é, wystarczy
sprawdzi¢ réwnanie Cauchy’ego-Riemanna.

1"Rozktad jednosci to podzial funkcji jednostkowej na przestrzeni topologicznej na sume
funkcji ciagltych, z ktorych kazda jest niezerowa tylko na niewielkich fragmentach prze-
strzeni.
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Twierdzenie 6.1. Na gladkiej powierzchni zorientowanej z metrykg rieman-
nowskq ds istnieje jedyna struktura zespolona, dla ktorej metryka ds jest ze-
spolona.

Dowéd.
Lokalnie mozemy napisac:

ds* = Edx* + 2Fdxdy + Gdy®*. (4)

Powiemy, ze wspohrzedne sa izotermalne jezeli (4) moze by¢ zapiane w po-
staci:
ds? = g?(ds® + dy?),

gdzie g > 0. Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego lematu:

Lemat 6.2. Jezeli ¢, ¢ to dwa uktady okreslajgce izotermalne wspotrzedne
na powierzchni riemannowskiej, to mapa przejscia ¢pop~" jest albo holomor-
ficzna, albo antyholomorficzna.

Dowéd.
Dla g > 0 mozemy zapisa¢, ze |d¢|*> = g*|dy|>. Wtedy latwo mozna pokazac,
ze istnieje zespolona A\ taka, ze |\| = 1 oraz d¢ = Agdy albo dp = Agdi).

W pierwszym przypadku za pomoca reguty taricuchowe;j:

(pov™e=Ag( oy =0.
Podobnie w drugim przypadku pokazujemy, ze (¢ o)1) = 0. 0

Jesli ograniczymy sie tylko do ukladéw wspoétrzednych zachowujacych
orientacje, Lemat 6.2 tatwo implikuje jednoznacznosé. Aby udowodnié ist-
nienie, teraz wystarczy lokalnie skonstruowa¢ uktad wspotrzednych zachowu-
jacy orientacje, ktory dostarcza izotermalnych wspotrzednych. Poszukujemy
funkcji f zachowujacej orientacje, to jest:

T =1LI* = £ > 0, (5)

i takiej, ze ds®> = g¢*|df|? dla pewnej gtadkiej dodatniej funkcji g. Mozemy
zapisa¢ (4) w postaci:
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ds® = Adz* + 2B|dz|* + AdZ*,
ds® = 2(Re(A) + B)dx® — 4Im(A)dxdy + 2(—Re(A) + B)dy”.

Widzimy, ze ds* > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |A| < B. Mozemy réwniez
zapisac:
gldf* = ¢°|f-Pldz + pdz]?,
Iz

gdzie pp = ¥ spelnia warunek || < 1, zgodnie z (5). Poszukujemy wiec g, f
takich, ze A = ¢?|f.|?n oraz 2B = ¢*|f.|*(1 + |u|?). Z tego wynika, ze:

2B7i = A(1 + ),

stad (poniewaz |u| < 1):

N Br /B AR

Zostajemy zatem z zadaniem lokalnego rozwiazania rownania Beltramiego:

ff = :ufz7
dla gtadkiego p, gdzie |u| < 1. To zostato pokazane w [19].

Ostatecznie udowodnilismy, ze mozemy podniesé strukture konforemna
do struktury zespolonej. W poprzednim rozdziale przedstawiliSmy alterna-
tywne podejécie do konstruowania powierzchni Riemanna. Tamto podejscie
bylo oparte na izometriach w C, co pozwolito nam uzyskaé torusy zespo-
lone. Warto zaznaczy¢, ze podejécie wykorzystujace izometrie w przypadku
powierzchni Riemanna o wiekszym genusie niz 1 nie jest tatwe i prawdopo-
dobnie wymaga zaawansowanej algebry.
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Hdg!(X) = H*(X,Q) N H*(X)

Rysunek 8: Czy jest mozliwe poddanie dowolnej powierzchni odpowiedniej
deformacji, tak aby mozna bylo uzyska¢ zbiér algebraiczny? W 1982 roku
Michael Freedman odkryl kontrprzyktad, ktéry nazwal rozmaitoscia Fs. Jest
to monstrualna struktura w czterowymiarowej przestrzeni, tak patologiczna,
ze niezaleznie od stopnia jej deformacji, nie istnieje réwnanie, ktoére by ja
opisalo. Jakie zatem jest kryterium zapewniajace, ze ksztalt mozna prze-
ksztalci¢ w zbior algebraiczny? Te pytania prowadza nas do najtrudniejszego
nierozwiagzanego problemu w matematyce (chociaz specjalisci od Hipotezy
Riemanna mogliby dyskutowac). To zagadnienie jest tak trudne, ze niekto-
rzy uwazaja, ze matematyka nie jest nawet gotowa, by rozwiaza¢ ten pro-
blem. Mowa tu o tzw. hipotezie Hodge’a, ktora stanowi jedno z siedmiu
problemoéw milenijnych, za ktérego rozwiazanie wyznaczono milion dolaréw
nagrody. Hipoteza Hodge’a, sformutowana w 1950 roku przez szkockiego ma-
tematyka Williama Hodge’a glosi, ze na dowolnej nieosobliwej zespolone;j
algebraicznej rozmaitosci rzutowej kazda klasa Hodge’a jest wymierna kom-
binacja liniowa cykli algebraicznych. Zatozenie zawarte w hipotezie Hodge’a,
ze X jest algebraiczna, nie moze by¢ ostabione do X bedacego jedynie roz-
maitoscig Kéhlera (rozmaito$¢ wyposazona w trzy wzajemnie kompatybilne
struktury: strukture zespolong, strukture riemannowska i strukture symplek-
tyczna). Kontrprzyktadem jest X bedacy torusem zespolonym [6], [15].
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7 Homologie i Kohomologie

Zasady geometrii i analizy zawodza w nietypowych przestrzeniach, a sto-
pien, w jakim zawodza, mozna wyznaczy¢ poprzez liczbe dziur w danej prze-
strzeni. W kontekscie geometrii, ten fenomen okresla sie mianem homologii,
natomiast w analizie uzywa sie terminu kohomologia. Zaskakujacym odkry-
ciem jest fakt, ze obie te teorie mierza te same dziury. Precyzyjnie zostato to
sformulowane w twierdzeniu de Rhama [11], s. 67-73.

Homologia odpowiada na dwa kluczowe pytania: jak definiujemy pojecie
dziury oraz w jaki sposob rozrozniamy rézne typy dziur. Homologia osigga
to, obalajac nastepujacy mit: za kazdym razem, gdy tworzymy petle, ta pe-
tla ogranicza pewien obszar w przestrzeni. Jednak ta zasada nie zawsze jest
prawdziwa. Przyktadowo, na torusie istniejg petle, ktére nie ograniczaja zad-
nego obszaru, poniewaz torus sam w sobie posiada wtasnie dziure:

Uzywajac terminu "petla" mamy na mys$li k-taiicuch. Innymi stowy, to
ciagla mapa od k iloczynow kartezjariskich przedzialow [0, 1] do przestrzeni,
ktorg oznaczmy jako X. Definiujemy brzeg tancucha c jako k-tanicuch, ktory
ogranicza obszar, przy czym nie jest on sam brzegiem dla innego tancucha.
Aby to ogoélnie ujaé¢, korzystamy z narzedzi algebry liniowej, gdzie mamy tan-
cuchy pierwszego rzedu, drugiego rzedu, trzeciego rzedu i tak dalej. Wszystkie
te obiekty stanowig przestrzenie wektorowe, a brzeg jest odwzorowaniem li-
niowym, ktore przyporzadkowuje 2-tancuch do 1-tancucha i tak dalej:

{1 — tancuch} a {2 — tancuch} a {3 — tancuch} 2.
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Aby zidentyfikowaé¢ k-wymiarowe dziury, wystarczy skupi¢ sie na prze-
strzeni wektorowej obejmujacej wszystkie tancuchy o zerowym brzegu i wy-
odrebnié¢ te tancuchy, ktore sa brzegiem dla innych tancuchéw. Nazywamy to
k-ta grupa homologii i symbolicznie oznaczamy te przestrzen jako:

{c | dc =0}
—} = Hp(X).
{c|oc =c}
Nastepnie definiujemy liczbe k-wymiarowych dziur jako wymiar tej prze-
strzeni:

dim Hi(X) = #k wymiarowych dziur w X,

to nowoczesne sformutowanie jest wynikiem pracy geniusza matematycznego
Emmy Noether.

Teraz uzyjmy innego bardziej nieoczekiwanego narzedzia do liczenia dziur.
Kohomologia wykrywa dziury w przestrzeni poprzez badanie funkcji zdefinio-
wanych w tej przestrzeni, gdy nastepujacy mit konczy sie niepowodzeniem:
pochodna funkcji jest tozsamosciowo rowna zeru wtedy, gdy rozwazana funk-
cja jest stata. Nic bardziej mylnego. Zdefiniujmy funkcje dla wszystkich liczb
rzeczywistych, z wyjatkiem zera. Funkcja ta przyjmuje wartosé 1 dla liczb
ujemnych, natomiast dla liczb dodatnich przyjmuje wartosé¢ 2:

Ta funkcja jest rézniczkowalna wszedzie i ma pochodna zero, ale nie jest
stata. Spowodowala to dziura, ktora byla w punkcie zero. Kolejne mity: jesli
pole wektorowe ma zerowsg rotacje, to musi by¢ gradientem jakiejs innej funk-
cji badz ten, ze jesli dywergencja pola wektorowego wynosi zero to jest ono
rotacja jakiegos innego pola wektorowego. Zatem mozemy to potraktowaé
jako testy do znajdywania 0 wymiarowych, 1 wymiarowych i 2 wymiarowych
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dziur. Te testy wygladaja inaczej. Mamy tu do czynienia z funkcjami, po-
lami wektorowymi, pochodnymi, gradientami, rotacjami, itd. Na szczescie
mozemy zamiast funkcji i pol wektorowych zajmowaé sie formami rézniczko-
wymi a zamiast pochodnych i gradientéw badaé¢ rézniczki zewnetrzne. Wada
tych obiektéw jest brak wizualnej interpretacji, jednak ich zaleta jest zdol-
no$¢ do uogodlniania i klasyfikowania k-wymiarowych dziur. W skrécie dziura
jest forma z zerowa pochodna, ktora nie jest pochodng czegokolwiek innego.
Formy stanowia przestrzenie wektorowe, a roézniczka zewnetrzna odwzoro-
wuje 1-forme na 2-forme i tak dalej:

{1 — forma} 4 {2 — forma} 4 {3 — forma} 4 .

WezZmy przestrzen wszystkich rézniczkowalnych k-form z pochodng zero i wy-
roznijmy przy tym k-formy, ktore sa pochodnymi czegos innego. Nazywamy
to k-ta grupa kohomologii i symbolicznie oznaczamy te przestrzen jako:

{w‘dw:O}: .
—{w‘dn:w} H*(X).

Nastepnie przypuszczamy, ze liczba k-wymiarowych dziur jako wymiar tej
przestrzeni (poprzedni mieliSmy to zagwarantowane z definicji). Tak na szcze-
Scie jest zgodnie z twierdzeniem de Rhama, ktére méwi nam, ze k-ta grupa
homologii jest izomorficzna z k-tg grupa kohomologii a izomorfizm jest okre-

Slony przez calke:
cH— w ‘ / w =20,

gdzie ¢ oznacza k-tancuch a w oznacza k-forme.
7.1 Liczby Bettiego

Liczby Bettiego, takze znane jako liczby Bettiego-Eulera, stanowig zna-
czacy element w teorii homologicznej. Nosza nazwe na cze$é¢ Enrica Bettiego,
wybitnego matematyka dzialajacego w dziedzinie algebry i topologii, ktory
W znaczacy sposob przyczynil sie do rozwiniecia teorii homologii w pierwszej
potowie XX wieku.

Torus pokazuje, jak wizualizowa¢ liczby Bettiego. Mozemy stworzy¢ nie-
skonczong liczbe niebanalnych petli na jego powierzchni, ktére moga sie skre-
ca¢, podwajac i owija¢ wielokrotnie, zanim wrocag do punktu poczatkowego.
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Jednak zamiast tworzy¢ chaotyczne rozprzezenie, te petle wykazuja elegancka
strukture matematyczng. Nazwijmy petle, ktora przechodzi przez centralny
otwor torusa i owija sie raz wokot rurki, jako a. Teraz ta petla stanowi pod-
stawe dla kolejnych petli. Z uwagi na to, ze petla moze owijaé sie wokot rurki
raz, dwukrotnie lub dowolng liczbe razy, z uwzglednieniem kierunku, mozemy
oznaczy¢ te petle jako a, 2a, —a i tak dalej. Niemniej jednak nie kazda petla
jest wielokrotno$cig a. Na przyktad petla, ktora owija sie wokot centralnego
otworu wzdtuz dhuzszego obwodu rurki, moze by¢ oznaczona jako b. W tym
punkcie nie ma juz bardziej unikalnych trajektorii: dowolna petle na torusie
mozna przeksztalcié tak, aby "Sledzita" petle a i b pewna catkowita liczbe
razy. To, ze istnieja dwie jednowymiarowe petle, z ktérych mozna zbudowac
wszystkie inne, oznacza, ze liczba Bettiego torusa w wymiarze jeden wynosi
2. Jedli petla ¢ jest rownowazna petli a polaczonej z petla b, zapisujemy
¢ = a + b. To wyrazenie nie jest tylko wygoda notacyjna. Mozna uczynié¢ to
arytmetyczne dzialanie dodawania i odejmowanie petli rygorystycznym.

Rysunek 9: Torus ma nieskoniczenie wiele réznych petli na swojej powierzchni.
Petle a, b i ¢ sa zasadniczo rozne, ale petla ¢ moze byé¢ zdeformowana tak,
aby uzyska¢ ztaczenie petli a i b.

Struktura grupy homologii zostata odkryta w latach 20. XX wieku przez
Emmy Noether, pionierke badan nad grupami i innymi strukturami alge-
braicznymi. Dzieki obserwacji Noether matematycy teraz moga wykorzystac
moc, strukture i twierdzenia algebry do zrozumienia topologii. Na przyktad
mozemy stwierdzi¢ z matematyczng pewnoscia, ze stomka, koszulka i spodnie
to wszystkie topologicznie rézne obiekty, poniewaz ich grupy homologii sa
rozne. W szczeg6lnosci maja rézna liczbe dziur.
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Rysunek 10: Torus z n przektuciami dla n > 1 jest homotopijnie rownowazny
sklejeniu n+ 1 okregéw. Przedstawiona na ilustracji powierzchnia minimalna
Costy jest rownowazna topologicznie torusowi z 3 przektuciami [22]. Hipoteza
Hoffmana-Meeksa przewiduje w swoim najprostszym nierozwigzanym przy-
padku, ze nie ma minimalnego, osadzonego torusa o skoriczonej catkowitej
krzywiznie z czterema (lub wiecej) przektuciami [50].

Rysunek 11: Wspotrzedne toroidalne to uklad wspoélrzednych szczegodlnie
przydatny do opisywania i rozwiazywania problemoéw zwiazanych z fizyka pla-
zmy, badaniami nad fuzja, elektromagnetyzmem, dynamika ptynéw czy me-
chanice kwantowej. Najczestsza definicja wspotrzednych toroidalnych (7, o, ¢)
jest:

coS @, sin ¢,
cosh7 — coso cosh7 — coso coshT — coso

< sinh 7 sinh 7 ) sin o )
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8 Grupy przeksztalcenn odwzorowan

Dla danego zbioru dwoch wektoréw w przestrzeni R?, mozemy obracacé
rownolegltobok tak, aby drugi wektor bazy zawsze byl w gornej potptasz-
czyznie. To nie zmienia torusa, na ktéry patrzymy, ani skalowania. Dzialanie
grupy SL(2,7) na obraz kraty staje sie dzialaniem grupy SL(2,7Z)/SO(2),
gdzie SO(2) jest grupa rotacji dwuwymiarowych. Pokazana w rozdziale Torus
zespolony ekwiwalencja rownolegtobokéw, ktora uwzglednia obroty i skalowa-
nie, pozwala ustawi¢ dtugos$¢ naszego pierwszego wektora bazy na osi rzeczy-
wistej. Mozemy nastepnie jednoznacznie zidentyfikowacé kazdy reprezentant
naszej klasy rownowaznosci za pomoca wspotrzednych drugiego wektora bazy
T = a+ bi. Przestrzen mozliwych wspotrzednych 7, ktore jednoznacznie iden-
tyfikuja torus w naszej nowej klasie rownowaznosci, to doktadnie przestrzen
Teichmiillera dla torusa. Ale jak to zrozumie¢? W definicji przestrzeni Teich-
miillera pojawiaja sie informacje o dziataniu grupy przeksztatceri. Nastepny
podrozdziat bedzie poswiecony czesci teoretycznej tego zagadnienia.

Rysunek 12: Tlustracja przedstawiajaca dziatanie grupy przeksztatcen odwzo-

rowarn torusa na grafie Fareya. Zbior weztow grafu Fareya to QU {oo}, gdzie
L — 1 — 50 Dwa wezty %,g sa potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy,

0 0
gdy det (‘C‘ 3) = +1. Orientacja strzatki wskazuje, ktory wierzchotek pozo-
staje nieruchomy w kazdym kroku. Przyktadowo macierz ([1) %) odwzorowuje

) 2 ) )
(%, —%) w (—%, —(l)), macierz ((1) i) odwzorowuje (—%, —%) w (—%, —%), itd.
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8.1 Grupy modularne

Niech I' oznacza grupe macierzy SL(2,7Z), w ktorej kazda macierz jest
identyfikowana z jej wartoscig ujemna, gdzie:

SL(2,Z)={<Z Z) | a,b,c,d € Z, ad—bc:l}.

Przez GG oznaczymy dowolna podgrupe o indeksie skoriczonym w I'. Grupa
G jest dyskretna, to znaczy nie zawiera nieskoniczonej sekwencji réznych ma-
cierzy, ktore zbiegaja sie do macierzy identycznosci.

Na potrzeby tej pracy magisterskiej litera I' bedziemy oznaczaé¢ grupe
modularng, ktora jest grupa homografii'®:

, _at+b

_ o Z —be=1.
T o d a,b,c,d € Z, ad— bc (6)

Geometryczna teoria homografii jest niezbedna w naszej pracy. Zajmiemy
sie tylko homografiami o rzeczywistych wspotczynnikach i wyznaczniku 1.
Nazwijmy grupe takich przeksztatcen (). Element (2 odwzorowuje gérna pot-
plaszczyzne H na sama siebie i 0$ rzeczywista na sama siebie oraz odwrotnie,
kazda transformacja o tych wlasciwo$ciach moze byé¢ zapisana z rzeczywi-
stymi wspotezynnikami i wyznacznikiem 1, a wiec nalezy do €.

Moéwimy, ze punkty a,b € H sa G-réwnowazne (lub po prostu réwno-
wazne, gdy rozumiemy G), jesli Va = b dla jakiegos elementu V' € G. Przez
te relacje rownowaznosci H jest podzielona na wzajemnie roztaczne klasy
rownowazno$ci lub orbity:

Gz={Vz|V eG}.

Pojecie orbit prowadzi z jednej strony do obszaru podstawowego, a z drugiej
do powierzchni Riemanna. Sa to obie realizacje przestrzeni orbitalnej H/G,
zdefiniowanej jako zbior odrebnych orbit G. H/G to przestrzen uzyskana
przez zidentyfikowanie punktow w H, ktore sg G-rownowazne.

18W najbardziej podstawowym ustawieniu a, b, ¢, d i T sa liczbami zespolonymi (w
takim przypadku grupa jest rowniez nazywana grupa transformacji Mobiusa).
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Aby uzyskaé¢ przestrzen orbitalng w H, wybierzemy po jednym punk-
cie z kazdej orbity i nazwijmy zbior tych punktow zbiorem podstawowym
dla G (wzgledem H). Poniewaz chcemy mie¢ do czynienia z tadnymi zbio-
rami topologicznymi, modyfikujemy nieco to pojecie i definiujemy obszar
podstawowy Rq jako otwarty podzbior H, ktory nie zawiera réznych punk-
tow G-rownowaznych, a ktorego domkniecie zawiera punkt rownowazny dla
kazdego punktu z H. Istnienie obszarow podstawowych dla naszych intere-
sujacych grup mozna tatwo udowodnié¢ ([30], s. 57). Obszar podstawowy G
jest wlasciwym obszarem (tj. spojny), co nie jest wymagane przez definicje.
Oczywiscie istnieje wiele obszarow podstawowych. W szczegolnosci, jesli R
jest obszarem podstawowym, to V(R) tez nim jest, gdzie V € G. Zbiory
regionéw {V(R) | V € G} tworza sie¢ niezachodzacych na siebie obszaréw,
ktore wraz z ich punktami brzegowymi wypelniajg H. Przyktady tych ude-
rzajacych konfiguracji geometrycznych mozna znalezé w wielu ksiazkach.

Rysunek 13: Formy modularne sa istotnym pojeciem w matematyce, zwtasz-
cza w obszarze teorii liczb i analizy zespolonej. Sa to funkcje matematyczne,
ktore wykazuja pewne okreslone wlasciwosci w odniesieniu do grup modular-
nych. Najprostszymi przyktadami z tego punktu widzenia sa szeregi Eisen-

steina: .
G = Y,
(0,0)%(m,n)€Z2 (m +nr)

gdzie T € H, k parzyste i wieksze od dwoch. Na ilustracji powyzej pokazano
szeregi dla k = 2,3,6 (tylko trzeci jest forma modularna). Grafiki zostaly
zilustrowane za pomoca metody kolorowania dziedzin dla 760 punktow kra-
towych i poddane dodatkowej obrobce graficznej, aby uzyskaé¢ zamierzony
efekt wizualny:.

38



15+

Mozliwe jest wybranie obszaru podstawowego tak, aby posiadat inne poza-
dane wtasciwosci. Boki takiego podstawowego obszaru sa utozone w parach
sprzezonych, przy czym dwa boki pary sg rownowazne wzgledem elementu
grupy. Na przyktad, w Rr rozwazamy tuk kota jako sktadajacy sie z dwodch
bokéw oddzielonych punktem . Wéwczas pionowe boki sa odwzorowywane
na siebie przez S, a zakrzywione boki przez T, gdzie:

s=(o1) -0 ) "

sa notacjami standardowymi ([30], s. 37). Macierze S oraz T generuja grupe
przeksztatcenn odwzorowan torusa. Homografia S przeksztalca punkt 7 na
zespolonej potptaszcezyznie w punkt 7 4+ 1. Natomiast przeksztatcenie T' na
punkt —%.
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8.2 Przestrzen Teichmiillera

W ksiazce "Znaczenie teorii wzglednodci" Einstein napisal [13]:

» Mozna przedstawi¢ dobre powody, dlaczego rzeczywistos¢ w ogole nie
moze by¢ reprezentowana przez ciagle pole. Zjawiska kwantowe zdaja sie
jednoznacznie sugerowaé, ze skonczony uktad o skorniczonej energii mozna w
pelni opisa¢ za pomoca skoriczonego zbioru liczb (liczb kwantowych). To nie
wydaje sie by¢ zgodne z teorig ciggtosci i musi prowadzi¢ do proby znalezienia
czysto algebraicznej teorii opisu rzeczywistosci. Ale nikt nie wie, jak zdoby¢
podstawy takiej teorii.«

Podczas gdy przestrzen riemannowska ogolnej teorii wzglednosci opisuje
rzeczywistos¢ w duzych skalach, hipoteza, ze przestrzen Teichmiillera moze
opisa¢ rzeczywisto$¢ w malych skalach, jest bardzo interesujaca [19]. Od
strony matematycznej przestrzen Teichmiillera koduje rézne sposoby defor-
macji struktury zespolonej na przestrzeni, co pozwala traktowac obiekty jako
rodziny tej samej przestrzeni, ale z réznymi strukturami zespolonymi. Geo-
metria tej przestrzeni deformacji dostarcza cennych informacji o pierwotnej
przestrzeni. Dla krzywych o genusie g, wymiar przestrzeni Teichmiillera wy-
nosi 3g—3. Stad, juz patrzac na wymiar, mozemy wyczytaé¢ topologie krzywej.
W rzeczywistosci jest to powszechna filozofia w teoriach pola kwantowego,
gdzie oblicza si¢ niezmienne przestrzenie, sumujac po wszystkich mozliwych
strukturach geometrycznych na przestrzeni (strukturach symplektycznych).
Dlatego nawet jesli interesuje nas wytacznie topologia przestrzeni, mozemy
naltozy¢ na nia pewna strukture geometryczna i zdeformowaé ja, aby uzyskaé
informacje o topologii. Niemniej jednak, aby zachowaé¢ sp6jnosé z tematem
tej pracy magisterskiej, skupimy sie na aspektach zwigzanych z torusem, omi-
jajac szczegoly, ktore przekraczaja zakres naszego zainteresowania.

Oznaczmy Teich(T?) jako przestrzeri Teichmiillera dla torusa. Natomiast
H? bedzie oznaczeniem dla wczeéniej wspomnianej przestrzeni hiperboliczne;
w rozdziale Rys historyczny. Wowczas przestrzen Teichmiillera dla torusa
jest z nig bijektywna. Dowod opiera sie na dwoch krokach. Krok 1: Poka-
zanie izomorfizmu miedzy Teich(T?) a krata w R? z relacja réwnowaznosci
generowang przez izometrie euklidesowe i jednoktadnosci. Krok 2: Pokazanie
izomorfizmu miedzy H? a wspomniang juz krata [14].
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9 Torus w S°

Rozktad Heegaarda trojwymiarowej rozmaitosci to dekompozycja rozma-
itosci na dwie kopie tej samej "prostszej" trojwymiarowej rozmaitosci z brze-
giem, takiej ze sklejenie tych dwoch kopii wzdtuz ich brzegu daje pierwotna
rozmaitoéé |21]. Prowadzi nas to oczywiscie do rozktadu S® na dwa pelne
torusy. Roztwtoknienie Hopfa pomaga w wizualizacji tego procesu, dlatego
zaczniemy od wyjasnienia samego pojecia rozwloknienia. Nastepnie przej-
dziemy do zdefiniowania pojecia kwaternionéw, zeby méc pod koniec tego
rozdziatu przedstawi¢ dowod twierdzenia Pinkalla, ktory jest Scisle powia-
zany 7z torusami w S3.

9.1 Nakrycie oraz rozwléknienie

Przestrzenie nakrywajace naturalnie pojawiaja si¢ przy metodzie rozsze-
rzania dziedziny danej funkcji analitycznej. Przyktadem jest funkcja pier-
wiastka kwadratowego, ktora mozna definiowa¢ tylko lokalnie na réznych
otwartych zbiorach w przestrzeni liczb zespolonych bez zera. Rozwigzaniem
jest zdefiniowanie tej funkcji na podwdjnym nakryciu przestrzeni, gdzie ist-
nieja dwie warstwy odpowiadajace dwom wartosciom pierwiastka [23].
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Definicja 9.1 (Nakrycie). Ciggla surjekcja m:Y — X, taka zZe dla kazdego
x € X istnieje przestrzen dyskretna A oraz otoczenie x € U, dla ktdrego
przeciwobraz otoczenia U w odwzorowaniu m, tj. 7~ (U), oraz U x A sq ho-
meomorficzne.

Rozwtoknienie (fibracja) jest fundamentalnym pojeciem w dziedzinie to-
pologii algebraicznej, ktora skupia si¢ na badaniu przestrzeni topologicznych
i ich wlasciwosci za pomoca metod algebraicznych. Stanowi most miedzy
topologia a algebra, utatwiajac badanie skomplikowanych przestrzeni topo-
logicznych poprzez pryzmat bardziej dostepnych struktur algebraicznych.

Zaktadajac, ze mamy dane dwie przestrzenie X i Y. Rozwtoknienie o ba-
zie X, wloknie Y i przestrzeni calkowitej Z jest definiowane za pomoca
atlasu U, dla X. Przestrzen catkowita jest zasadniczo zdefiniowana przez po-
danie atlasu dla Z, gdzie kazdy zbiér wyglada jak U, x Z w sposéb spojny
podczas przechodzenia z jednego zbioru do kolejnego. Odwzorowanie 7, ktore
nazywane jest rozwléknieniem, to odwzorowanie z Z do X, ktore przypi-
suje punkt reprezentowany na zbiorze U, x X przez pare (z,y) do punktu z.
Dla kazdego x € X, w przestrzeni Z znajduje sie kopia Y dana przez {z} xY.
Nazywamy to wloknem nad x. Dla dowolnej pary przestrzeni mozemy zde-
finiowaé trywialng fibracje, gdzie Z = X x Y, i potrzebujemy tylko jednego
zbioru otwartego w naszym atlasie, aby opisa¢ to rozwloknienie. Zauwazmy,
ze nakrycie jest w szczegolnosci rozwloknieniem. Wstega Mobiusa (pokazana
na ilustracji powyzej) jest najprostszym przykladem nietrywialnej fibracji.
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9.2 Kwaterniony

Na ziemi nie ma nic wielkiego poza czlowiekiem,
w czlowieku nie ma nic wielkiego poza umystem.
William Rowan Hamilton

Pytanie, czy mozna wyposazy¢ R? w strukture ciata w taki sposob, aby
dodawanie i mnozenie jego elementéw prosto opisywalo wszystkie mozliwe
rotacje tej przestrzeni, znalazto odpowiedz w potowie XIX wieku dzieki Wil-
liamowi Rowanowi Hamiltonowi i wynalezieniu kwaternionow.

Algebre kwaternionéw oznacza sie symbolem H i jako zbiér traktuje sie
tozsamym z R*. Wektor (a, b, ¢, d) mozna zapisywac¢ w postaci a+ bi+cj+dk,
gdzie trzy wyréznione wektory (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) to odpowied-
nio i, j oraz k. Wektor (1,0, 0,0) bedziemy oznaczaé jako 1. Zasady mnozenia
sa ujete w nastepujacych relacjach:

ook =—1

ij=k, jk=1i, ki=j.

Zauwazmy, ze elementy i, j i k nie komutuja. Odwrocenie kolejnosci z lewej
na prawa zmienia znak iloczynu:

ji= -k, kj=-i, ik=—j.

Tak jak w przypadku liczb zespolonych, sprzezenie kwaternionu ¢ = a + bi +
¢j + dk oznaczamy jako § i definiujemy jako § = a — bi — ¢j — dk. Natomiast
dhugosé kwaternionu oznaczamy jako |q|, ktora wynosi va2 + b2 + ¢ + d?.

Kazdy niezerowy kwaternion ma element odwrotny postaci ¢! = -4

lq|?*

Okredlmy w jaki sposob kwaternion g determinuje endomorfizm w R3.
Dla punktu p = (z,y, 2) utozsamiamy kwaternion zi + yj + zk (méwimy
wtedy o czysto urojonym kwaternionie), ktory rowniez bedziemy nazywac p.
Wtedy szukanym odwzorowaniem liniowym okreslajacym nasz endomorfizm
jest iloczyn gpg~, ktory wynosi 2/i+y'j+ 2k, a wiec rowniez moze by¢ trak-
towany jako punkt w przestrzeni R3. Dla niezerowego kwaternionu podane
odwzorowanie okazuje sie by¢ rotacjg na R3.
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9.3 Rozwloknienie Hopfa

Hipersfera 3-wymiarowa dopuszcza rozwldknienie na okregi, tzn. istnieje
odwzorowanie 7 : S® — S? takie, ze dla kazdego punktu p € S? istnieje oto-
czenie U C S? takie, ze jego przeciwobraz n~1(U) wyglada jak iloczyn karte-
zjanski U x S1. W szczegolnosci, dla kazdego punktu p wiokno 71 ({p}) jest
po prostu okregiem. Warto tutaj odnotowaé, ze S® moze by¢ rozwloknione
na inne wezly (okrag jest w szczegolnosci weztem, ktory jest rozsuptlany),
przykladem jest trojlistnik bioracy sie z odwzorowania Milnora [7], [34]:

Teraz rozwazamy hipersfere 3-wymiarows S® osadzong w H, co oznacza
S3={qeH } lq| = 1} oraz utozsamiamy R? z czysto urojonymi kwaternio-
nami. Hipersfera 2-wymiarowa jest wtedy przecicciem S* z R? a rozwlok-

nienie Hopfa 7 : S% — S? dane jest przez'®:

q — qigq. (8)

Innymi stowy, odwzorowanie to przeksztalca kwaternion w punkt, do ktérego
obraca wektor i. W szczego6lnosci jest jasne, ze obrazem tego odwzorowania
jest calta 2-wymiarowa hipersfera. Podobnie, przeciwobraz punktu p to zbior
wszystkich rotacji, ktore obracaja i do punktu p. Odwzorowanie Hopfa
mozemy rowniez zadaé jako:

m(a,b,c,d) = (a®> 4+ b* — & — d?,2(ad + bc), 2(bd — ac)). (9)

Obie postaci (8) oraz (9) sa rownowazne. W dalszej czesci pracy bedziemy
uzywaé¢ tych dwoch terminéw zamiennie, nazywajac rozwloknienie Hopfa
rowniez odwzorowaniem Hopfa.

Y9Mozemy rozwazaé¢ lewo- i prawoskretne rozwloknienia Hopfa.
y 1% P
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Przyktlad

Rozwazmy punkt p = (1,0,0) na S?. Mozemy latwo sprawdzi¢, ze zbior
punktow K = {(cos (t),sin (¢),0,0) | ¢t € R} na S jest odwzorowany na
p przez odwzorowanie Hopfa. W rzeczywistosci zbior K stanowi calty zbior
punktow, ktore sa odwzorowane na (1,0,0) za pomoca 7. Innymi stowy, K
jest przeciwobrazem 7~1({p}).

9.3.1 Rozwldknienie Hopfa - sfera Riemanna

Rozpoczynajac opis rozwidknienia Hopfa, tym razem patrzymy na S3
zawartg w C2:
S ={(z,w) € C* | |2]* + |w]* = 1}.
Teraz rozwazmy stosunek <. Jest to liczba zespolona, chyba ze z = 0. Jednak
w tym przypadku sfere mozna traktowaé jako zespolong przestrzen rzutowa?’
P!(C), stad mozemy ustali¢ T = 00, co daje nam odwzorowanie:

f:8° =8 (z,w)r

w
VR
z

bedace rozwloknieniem Hopfa. Odwzorowanie Hopfa jest zdefiniowana po-
przez uzycie mnozenia liczb zespolonych:

flz,0) = (27w, 2] = |wl*).

20Na ilustracji zostal przedstawiony wykres funkcji y? = x(2? — 1), gdzie x oraz y sa
zespolone. W przestrzeni rzutowej ten wykres to topologiczny torus [26].
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9.4 Cylinder Hopfa

Dla ¢ € 7 *({p}), 7 1({p}) = {qoe™® | a € R} = ¢S5, gdzie:
S'={r+iycH } 22+t =1},

wloknami sa okregi wielkie w S3. Zalozmy, ze n : (—¢,¢) — S jest krzywa
bedaca wldknem nad punktem p € S3, to jest m(n(t)) = p dla kazdego
t € (—¢,¢€) takie, ze n(0) = qo. Wtedy podana krzywa jest postaci:

n(t) = qoeia(t) ’

gdzie a to funkcja przyjmujaca wartosci rzeczywiste taka, ze a(0) = 0. Liczac
pochodng w punkcie t = 0:

7' (0) = go(e'*)'(0) = goie’(0).

Dla kazdego stycznego wektora @ € T,,S® istnieje krzywa v : (—¢,€) — S3
taka, ze v(0) = qo oraz 4'(0) = x. Z reguly laicuchowej otrzymujemy:

dgym(x) = (7 07)"(0) = 7(0)iv(0) + 7(0)i(0) = zigs + qoi7.

Spojrzmy na te pochodna dla kwaternionu gy = 1. Wtedy = € span{j, k}.
W szczegolnosci, takie z antykomutuja z i, zatem:

dym(z) = 21 4+ 1T = xi + xi = 22i.

WezZmy teraz dowolny kwaternion qq i zdefiniujmy 4 := Gpy (badZ réwnowaz-
nie v = qoy). Wtedy 7 jest krzywa w S® przechodzaca przez punkt 1. Teraz:

T oy =iy = qo(T 0 7)q,
dla z :=4'(0) = g0y (0) = Gox otrzymujemy:
dg,m(x) = (m07)'(0) = qo(7 ©7)'(0)%0 = qoda7(Z)70.
W szezegolnosci & € span{j, k}, zatem:
dgom(x) = qoda7(Z)Go = qo27iqp = 2xigo. (10)

7 tego, ze kwaterniony o jednostkowej dtugosci sa izometriami przestrzeni H
dla z,y € H oraz ¢ € S3, otrzymujemy:

(qr, qy) = (2, y) = (2q,yq). (11)
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Zatem z (10) oraz (11) pochodna ograniczona do przestrzeni stycznej zacho-
wuje metryke?!:
(dgo(2), dgy7(y)) = 4{z, y). (12)

Teraz, jesli v : [0, L] — S% |¥/| = 1, to przeciwobraz tej krzywej jest
rodzing wielkich okregéw w S3, co mozna zinterpretowaé jako cylinder. Majac
podniesienie 7y krzywej v to jest krzywa 1o : [0, L] — S? taka, ze v = 7o nq,
cylinder moze by¢ sparametryzowany w nastepujacy sposob:

X0:[0,L] x R/27Z — S3,  (t,a) = no(t)el.
Nie jest trudno zauwazy¢, ze kazde inne podniesienie 1 krzywej v jest postaci:

= "Nog,

gdzie g : [0,L] — S'. Takie n definiuje zatem inna parametryzacje po-
wiedzmy, ze X. Naszym celem jest uzyskanie izometrycznego zanurzenia to
Znaczy:

L, x

0| _
ot | ot~ da’

8_%
oo

21W algebrze liniowej uczymy sie o odwzorowaniach liniowych i jest to proste dowie-
dzenie, ze zbior wszystkich odwzorowan liniowych stanowi sam w sobie przestrzen wek-
torowa nad tym samym ciatlem. Zatem liczac podane wcze$niej pochodne mamy na mysli
kowariantng pochodna pola wektorowego, ktora jest zdefiniowana tylko dla pol wektoro-
wych stycznych do (pod)rozmaitosci. W naszym przypadku pole wektorowe jest dalekie od
stycznego, poniewaz jest normalne. Ale "ograniczona" pochodna kowariantna - dla pola
wektorowego stycznego do podrozmaitosci - jest obliczana poprzez pobranie pochodnej
kowariantnej w przestrzeni otoczenia, a nastepnie rzutowanie na przestrzen styczna pod-
rozmaitosci.
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Obliczmy pochodna X wzgledem «:
0x 0

== = pp—~el = npeli.
o ana Mo

W ten sposob, z konstrukeji wynika, ze zawsze mamy:
0x
’a—a = |mo| = 1.

Pochodna wzgledem ¢ jest praktycznie réwna pochodnej podniesienia 7:

a:{ / i
5 " (t)e'.

Widzimy, ze %—f 1 g—i wtedy i tylko wtedy, gdy %;l(t) € T,)S®. Takie podnie-

sienie jest nazywane podniesieniem horyzontalnym. Zatem majac takie
podniesienie horyzontalne 7 oraz korzystajac z (12), otrzymujemy:

1 1 1
| = Sldyn()| = 5lmon)| = 51

Podany wynik mozna "naprawi¢" poprzez zmiane parametru t. Prowadzi

nas do tego, ze majac krzywa v : [0, %] — S? taka, ze |7/| = 2 oraz majac
podniesienie horyzontalne 7 idgce w S3, odwzorowanie:

X0, g] x R/27Z — S3,  (t,a) — n(t)e, (13)

jest izometryczna parametryzacja, ktorg od tej pory bedziemy nazywaé cy-
lindrem Hopfa zadanego przez 7.
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9.5 Torus Hopfa

Zalozmy, ze v : R — S? jest okresowa. Wtedy przeciwobraz tworzy torus
zamiast cylindra, zwany dalej torusem Hopfa. Przy zalozeniu, ze || = 2
parametryzacja z (13) nadal daje izometryczne zanurzenie. Jednak zanurze-
nie to nie musi by¢ okresowe wzgledem t. Rozwazmy podniesienie horyzon-
talne 7). Jesli £ € R oznacza okres funkeji v, czyli y(t+£) = ~(t) dla kazdego

t € R, to mamy:
*(n(0)) = 7(0) = 7(5) _ w(n(g))

L) sa we wioknie nad punktem ~(0), czyli istnieje

77(%) = n(0)r.

Ale nie ma powodu, aby r bylo réwne 1.

Zatem oba n(0) oraz n(
r € S! takie, ze:

Niech 6§ € [—7,7) taka, ze 7 = €' oraz dodatkowo potraktujmy X jako

rozmaito$é Riemanna pokrywajaca (¢, a)-plaszczyzng zanurzony torus w S2.
Cata grupa transformacji pokrycia jest generowana przez translacje w kie-
runku (27, 0) oraz (9, %) Zauwazmy, ze linie rownolegte do osi a sa odwzo-
rowane przez X na wilokno 7, natomiast linie rownoleglte do osi ¢ s odwzo-
rowane przez X na krzywa 7.

Niech krzywizna geodezyjna v wynosi £. Wtedy na podstawie twierdzenia
Gaussa-Boneta na stronie 51 w [14]:

A s = [ [ (14)
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gdzie w to forma krzywizny Gaussa (dla nas forma powierzchniowa, 2-forma).

Nastepnie korzystajac z twierdzenia na stronie 191 w [39], ktore moze
by¢ tatwo dostosowane do uzyskania tego, ze forma krzywizny wigzki okregu
mierzy "niebliskie" podniesienia zamknietych krzywych, co w naszym przy-

padku oznacza:
d= //w (15)

Dalej przypomnijmy, ze obszar ograniczony przez krzywa jest rowny catce
z formy powierzchniowej po 2-taricuchu, ktérego brzegiem jest ta krzywa.
Mozemy to zapisac¢ jako:

A= / av. (16)
Zatem dla krzywej v, podany wzor okresla, ze obszar ograniczony przez te

krzywa wynosi A i jest rowny catce kanonicznej formy objetosciowej dV' po
dowolnym 2-taricuchu ¢ na S?, dla ktérego dc = v oraz [ dV € [—2m,2m).

Korzystajac z (14), (15), (16) oraz z twierdzenia, ktore glosi, ze catka
krzywizny geodezyjnej zamknietej, wspotorientowalnej krzywej zanurzonej w

5?2, jest rowna polu jej charakterystycznego 2-taiicucha (strona 5, [14]):
A
0= —.
2

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, udowodnilismy, ze dla v beda-
cej zamknietg krzywa na powierzchni S? o dtugosci L, ktéra otacza zorien-
towany obszar A, jej odpowiadajacy torus Hopfa jest izometryczny z R?/A,

gdzie krata A jest generowana przez wektory (27,0) i (%, g)
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9.6 Twierdzenie Pinkalla

W oparciu o dotychczasowe rozwazania bedziemy w stanie udowodnié
twierdzenie Pinkalla:

Twierdzenie 9.2. Kazda zwarta powierzchnia Riemanna o genusie jeden
moze byé zanurzona konforemnie w sferze jednostkowej S® C R* jako pta-
ski torus. Zanurzenie mozna wybraé jako przeciecie S® z hiperpowierzchniq
czwartego stopnia w R,

Jednak na poczatek skupmy sie na udowodnieniu, ze dowolna zwarta
powierzchnia Riemanna o genusie 1 jest rownowazna torusowi C/A, gdzie A
oznacza krate na plaszczyznie zespolonej:

Twierdzenie 9.3. Istnieje nietrywialna, holomorficzna jednoforma n na po-
wierzchnt X, gdzie X oznacza powierzchnie Riemanna o genusie 1.

Dowad.

Jezeli zalozymy, ze forma 7 zanika (jest zerem) w pewnym punkcie py, to
mozemy wybraé¢ punkt ps r6zny od p; oraz funkcje meromorficzng F' majaca
proste bieguny w punktach p; i py oraz bedaca holomorficzng w innych miej-
scach dziedziny??. Woéwcezas meromorficzna forma F, mialaby pojedynczy
biegun w punkcie ps i bytaby holomorficzna w innych punktach. To jednak
stoi w sprzecznosci z twierdzeniem o resztach (suma reszt meromorficznej
jednoformy na zwartej powierzchni Riemanna wynosi zero |1 1], str. 76). Za-
tem dochodzimy do wniosku, ze kazda holomorficzna forma rézniczkowa nie
moze zanika¢ w zadnym punkcie.

O

Zgodnie z twierdzeniem |1 1], str. 84, mozemy stwierdzi¢, ze powierzchnia
X jest izomorficzna z torusem C/A. Na tej podstawie oraz z poprzednich
podrozdziatow wynika pierwsza z dwoch tez w twierdzeniu (9.1).

227g0dnie z propozycja z pracy |11], str. 113, dla dwoch réznych punktow py i pa na X,
istnieje funkcja meromorficzna F : X — S1 taka, ze F~1(c0) = {p1,p2} i p1 oraz py sa
biegunami rzedu 1 (prostymi).
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Po zakonczeniu tego dowodu, jesteSmy w stanie zademonstrowac, ze moz-
liwe jest osiagniecie réznorodnych struktur zespolonych na 7~1(v) poprzez
odpowiedni wyboér krzywej v, ktora jest zdefiniowana na przestrzeni S? i ma
stopienn mniejszy lub réwny cztery. Tutaj 7 : S® — S? oznacza oczywiscie
rozwloknienie Hopfa.

Zmiana orientacji na krzywej v zmienia znak wartosci A. Mozemy wiec
zalozyé, ze 0 < A < 27. Ostatnim dodatkowym ograniczeniem dla pary
(A, L), ktora jednoznacznie okresla torus Hopfa, jest nieréwnosé:

L? —47A — A2 >0,
(17)
A
(g —m)?+(5)? =7
wynikajaca z izoperymetrycznej nier6wnosci na sferze. Nastepnie wyrézniamy
dwie sytuacje:

Jesli omawiana struktura zespolona odpowiada kracie prostokatnej, wtedy
mozemy wybraé krzywa v jako odpowiedni okrag na S?. W tym przypadku
mamy réwno$¢ w nieréwnosci (17).

W przypadku, gdy struktura zespolona nie przyjmuje postaci prostokatne;j
(przyktadowo parkietaz z trojkatow rownobocznych), wybieramy odpowiada-
jacy jej punkt (A, L) w obszarze U € R?, okreslonym przez nieréwnosci:

A
O<E<27T7

7r2—(§—7r)2<§<2,/7r2—(§—7r)2.

Ten wybor jest mozliwy, poniewaz U zawiera niemal caly obszar podstawowy

(18)

grupy modularnej. Brak tylko punktow na okregu £ = /72 — (4 — )2, ktoére

odpowiadaja jednak kratom prostokatnym.
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Ostatecznie nie moze nikt z rzeczy,
wliczajac w to ksiazki,

wyslyszeé¢ wiecej niz wie.

Friedrich Nietzsche

Niech D; bedzie dyskiem na S? o polu powierzchni A, a dlugosé¢ jego
brzegu niech wynosi L;. Z réwnania (18) mamy:

L <L <2y,
O0<L—1L;< L.

Niech Dy bedzie dyskiem na S? takim, ze 0Dy = L, = L — L, oraz
powierzchnia czesci wspolnej Dy i Dy wynosi polowe powierzchni Ds.

Suma brzegéw D; oraz Dy moze by¢ traktowana jako zredukowana krzywa
czwartego stopnia. Na ilustracji powyzej widzimy, ze podana krzywa mozna
nieznacznie zaburzy¢ tak, aby uzyskac nieosobliwa i sp6jng krzywa czwartego
stopnia v, ktorej dtugosé¢ L i pole powierzchni A sa przyblizone warto$ciami
L i A. Mozna parametryzowac te perturbacje za pomoca parametru e spel-
niajacego 0 < ¢ < 1, tak ze L i A zaleza w sposob ciagly od L, A i e. Funkcja:

f=(L,A):Ux[0,1) = R (19)
otrzymana w ten sposob spehia warunek f(z,0) = z dla wszystkich x na-
lezacych do U. Wtedy dla kazdego x € U istnieje para (y,e€) nalezaca do
U x (0,1) taka, ze f(y,e) = x. To zapewnia nam nieosobliwa spdjna krzywa
kwartyczng na S? o zadanym polu powierzchni i dlugosci (A, L) nalezacym
do U, konczac tym samym dowdd twierdzenia Pinkalla.
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10 Torus Hopfa - wizualizacja

Podejécie Pinkalla laczy mnozenie kwaternionéw na S®, parametryzacje
dhugosci krzywej na S?, wybor podniesienia krzywej, ktory jest ortogonalny
do wtokien Hopfa, oraz obliczenie powierzchni poprzez catkowanie formy
krzywizny na wiazce kotowej. W celu zwizualizowania toruséw Hopfa najle-
piej jest przyjaé¢ kartezjariski uktad wspotrzednych, dowolng parametryzacje
bazowej krzywej, konkretne podniesienie niekoniecznie ortogonalne do wio-
kien oraz jawna posta¢ na policzenie powierzchni.

Jedna ogdlna parametryzacja ptaskiego torusa na jednostkowej 3-sferze w
czterech wymiarach to:

Z (o, B,7) = [cos a cos 7y, sin «v cos 7y, cos B sin 7y, sin /3 sin ], (20)

gdzie 0 < a <27 ,0< B <2moraz 0 <~ < 5 - Reprezentuje to sfere jed-
nostkowa, poniewaz suma kwadratéow czterech wspotrzednych wynosi jeden:

(cos avcosy)? + (sin o cosy)* + (cos Bsiny)? + (sin Bsiny)? = 1. (21)

Jednym ze sposoboéw pokazania, ze jest ptaska geometrycznie, to zsumowanie
kwadratow rozniczek czterech wspotrzednych ze stata ~:

(cosyd cos a)? + (cosydsin a)? + (sinyd cos 3)* + (sinyd cos 3)* =
(22)
= cosy2da? + siny2dpB? = dA? + dB?,
tworzac w ten sposob plaska metryke po przeskalowaniu zmiennych parame-
tryzacji.
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Podane przez nas modele komputerowe wykorzystuja nieco inng parame-
tryzacje. Dwie zmienne sa zastepowane ich sumg i réznicag:

H(u,v) = [cos (u + v) cosy, sin (u + v) cosy, cos (u — v) sin~, sin (u — v) sin 7],

gdzie 0 < u < 2710 < v < 7. Nastepnie wybiera sie trzeci parametr, aby
przyjac sciezke oscylacyjng w jednej ze zmiennych:

v = a + bsin 2nwv, (23)

tworzac strukture koricowej powierzchni. Aby zwizualizowaé powierzchnie,
nalezy ja rzutowac z czterowymiarowej przestrzeni do naszych trzech wymia-
row. Jednym ze sposobow na to jest typowa projekcja stereograficzna:

x Y z

) 9 Y (24)
l—wl-wl-w
ale zmodyfikowana projekcja stereograficzna:

V1 —w?’

generuje wynik, ktory pozostaje mniej wiecej takiego samego rozmiaru, gdy
zmieniaja sie parametry. Wszystkie te elementy sa niezbedne w procesie uzy-
skiwania pozadanego obrazu.

Krzywe, na ktorych przeprowadza sie rozwtdknienie, mozna réwniez tatwo
zobrazowaé¢. Moga by¢ one zidentyfikowane za pomoca odwzorowania Hopfa:

[z,y, 2, w] = [2(xz + wy),2(yz — wz), w* + 2* — 2% — 7. (26)
W przypadku naszej parametryzacji:
[sin 2 cos 20, sin 2 sin 2v, — cos 2], (27)

ktora zasadniczo opisuje potozenie punktéw oraz w konsekwencji krzywych
na jednostkowej dwuwymiarowej sferze w trzech wymiarach. Pokazuje to wy-
raznie, dlaczego dziedzina v rozcigga sie tylko na 7, a takze dlaczego trzeci
parametr 7y jest zalezny od v.

Na nastepnej stronie znajduje sie grafika, gdzie punkty na 2-sferze odpo-
wiadaja poszczegdlnym okregom, a petna krzywa tworzy caly torus Hopfa.
Poprzez odpowiednie dostosowanie parametréw w Sciezce oscylacyjnej, krzywa
staje sie bardziej "falista", co w konsekwencji nadaje torusowi bardziej "po-
skrecany" wyglad.
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Innym sposobem wizualizacji tych toruséw jest narysowanie powierzchni
z niska przezroczystoscia i uwzglednienie okregéw w réwnych odstepach. Po-
myst zostal zainspirowany ilustracjami w odnosniku [37].

Cho¢ staje sie to bardziej chaotyczne w przypadku toruséow z wieloma skre-
tami, to jednak podkresla, jak wiele szczegotow ukrytych jest w samej istocie
tej figury. W przypadku torusa o niewielkiej liczbie skretéw, mozna dos$é¢ wy-
raznie dostrzec wzajemne powiagzania miedzy okregami, co jest spodziewane
w kontekscie rozwtoknienia Hopfa.
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Rysunek 14: Wspoélczednie grafy sa wyjatkowo skutecznym narzedziem do
modelowania zwiazkow i relacji miedzy réznymi obiektami. Istnieja grafy,
ktore nie moga by¢ przedstawione na plaszczyznie w taki sposob, aby linie
reprezentujace krawedzie grafu sie nie przecinaly. Jednak mozna je z powo-
dzeniem narysowac¢ na torusie. Powyzej zamieszczamy rysunki grafow K,
K5 oraz K7, aby zobrazowac ten fakt. Co ciekawe twierdzenie o czterech bar-
wach w przypadku torusa prowadzi do wniosku, ze minimalna liczba koloréw
potrzebnych do pokolorowania torusa wynosi siedem [18].

Rysunek 15: Magnetohydrodynamika to model fizyczny majacy na celu opisa-
nie ruchu ptynéw przewodzacych prad elektryczny w polu elektromagnetycz-
nym, ktory traktuje wszystkie przenikajace si¢ czastki jako jednolita, ciagta
substancje. Istotnym aspektem magnetohydrodynamiki jest putapka magne-
tyczna, zwana réwniez magnetycznym uwiezieniem plazmy. Metoda ta polega
na wykorzystaniu plazmy o wysokiej temperaturze, uwiezionej przy pomocy
pola magnetycznego w tokamakach i stellaratorach [15]. Optymalizacja geo-
metrii pola magnetycznego za pomoca modelownia na superkomputerach po-
kazala, ze toroidalne ksztatty maksymalnie zapobiegaja zderzeniom plazmy
ze Sciankami reaktora. Przedstawiona ilustracja ukazuje oba te urzadzenia,
ktorych grafiki zostaly zaczerpniete z [30].
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