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1 Wstep

Praca ta prezentuje twierdzenie Ohsawy-Takegoshiego, dotyczace rozszerzania odwzoro-
wan holomorficznych z oszacowaniem na wzrost. Ze wzgledu na fakt, Zze teoria ta jest
do$¢ rozbudowana i istnieja rézne wersje tego twierdzenia (np. twierdzenia o rozszerzaniu
funkcji ze zbioréw analitycznych, twierdzenia o rozszerzaniu sekcji wiazek wektorowych
lub o rozszerzaniu form), ograniczymy sie do zasadniczego przypadku gdy rozszerzanymi
obiektami beda funkcje holomorficzne, zbiorami, z ktérych bedziemy je rozszerzac, beda
hiperptaszczyzny zespolone, zbiorami ,,docelowymi”, na ktérych istnie¢ bedzie rozszerze-
nie, beda obszary pseudowypukte w C", a ograniczeniem na wzrost beda klasyczne normy
L? 7 wagami.

Geneza problemu jest stara. Stynne twierdzenie B-Cartana-Serre’a w konsekwencji
daje nam surjektywnos¢ operatora zawezania funkcji holomorficznych na zbiorze pseu-
dowypuklym do dowolnych domknietych podzbioréw analitycznych, w szczegdlnosci do
przecie¢ z hiperptaszczyznami. Daje to natychmiast wniosek, ze kazda funkcje holomor-
ficzna na przecieciu hiperplaszczyzny z obszarem pseudowypuktym (ktére nota bene nie
musi by¢ zbiorem sp6jnym) da sie rozszerzy¢ do funkeji holomorficznej na calym obszarze.
Problemem jest kontrola wzrostu rozszerzenia. Trafnym wyborem jest tu wyposazenie
obu zbioréw w normy L? z wagami, ktére nadaja im struktury przestrzeni Hilberta.
Dzigki temu istnieje mozliwos¢ stosowania metod przestrzeni Hilberta, w szczegdlnosci
metod operatora 0. Specyfika omawianego problemu polega miedzy innymi na tym, ze
w ogblnym przypadku nie istniejg wzory explicite na rozszerzenie w zaleznosci od rozsze-
rzanej funkcji. Zmusza to do stosowania metod nieefektywnych, co w oczywisty sposob
utrudnia oszacowania.

W zwiazku z pojawieniem sie teorii Hormandera, dotyczacej L? oszacowan dla opera-
tora 0, rozszerzenia funkcji holomorficznych zyskaly nowe, potezne narzedzie. Wkrétce
okazalo sie, ze metody te doskonale pasuja do prezentowanego zagadnienia i rozwoj metod
operatora 0 naturalnie pociagnat za soba lepsze zrozumienie problemu rozszerzania. Po
ukazaniu sie wielu czesciowych wynikoéw, Ohsawa i Takegoshi uzyskali nastepujacy, satys-
fakcjonujacy pod wzgledem ogélnosci wynik (zobacz [O-T1):

Twierdzenie 1.0.1 Niech v bedzie plurisubharmoniczng funkcjg na ograniczonym ob-
szarze pseudowypukiym D C C", niech H C C" bedzie zespolong hiperplaszczyzng, przeci-
najgcqg D i niech f bedzie holomorficzng funkcjg na D N H, spelniajgcq warunek

/ |f(2)Pe "B d)\=2 < oo, tzn.f € L*NO(D N H,v)
DNH

Wtedy istnieje holomorficzna funkcja F' na D taka, Ze Fipay = [ i

/ |F(Z)|26_V<Z)d)\2n < CO/ |f(Z)|2€_V(Z)‘Dde)\2n_2.
D DNnH

W powyzszej nieréwnosci Cy jest statq, zaleing tylko od srednicy obszaru D.

W [O1] (zobacz tez [O3]) przedstawiono nastepujace uogélnienie Twierdzenia 1.0.1 .

Twierdzenie 1.0.2 Niech D, v i H bedg jak w Twierdzeniu 1.0.1 i niech d(z, H) bedzie
odleglosciq euklidesowq punktu z € C" do hiperplaszczyzny H. Wtedy, dla dowolnej



plurisubharmonicznej funkcji ¢ na D takiej, ze @(z) + 2logd(z, H) jest ograniczona z
gory, istnieje stala Cy, zalezna tylko od supp(p + 2logd(-, H)) taka, Ze dla dowolnej
funkcji holomorficznej f na D N H, spelniajgce] warunek

/ |f(2)|2e " @nn=eE@onu g\2n=2 < oo tan.f € L*NO(DNH, v+ ¢),
DNH
istnieje funkcja F', holomorficzna na D, spetniajoca warunki Fipag = f ¢

/ |F(z)|ze‘”(z)d/\2” < 01/ |f(z)|26_V(Z)|DQH_‘P(Z)\DOHdA2n_2'
D DNH

Pomimo, ze autor udowodnit to twierdzenie dla zbioréw ograniczonych, tatwo sie przekonac,
ze zachodzi ono réowniez dla zbiorow nieograniczonych. Dowdd tego faktu jest zupekie
standardowy, zostalo to zauwazone w [D-H].

Nastepujaca wersja Twierdzenia 1.0.2, cho¢ nieco mniej ogélna, jest wygodniejsza w
zastosowaniach.

Whniosek 1.0.3 Przypusémy, ze dla zbioru pseudowypuktiego D C C" mamy
D C Qx C" ', gdzie Q C C jest obszarem na plaszczyénie i niech 0 € D. Niech v, f, F
bedq jak powyzej. Wiedy

4m
F(z 2€7V(Z)d)\2n < / f(Z 2€fu(z)‘Dm{21:O}d)\2n72.
e .00 Sy )

Czyli mamy zalezno$¢ juz nie od $rednicy, a od pojemnosci logarytmicznej podstawy
zbioru (wszystkie definicje pojeé¢ znajduja sie w preliminariach).

Organizacja pracy wyglada nastepujaco: w czesci drugiej zostang przedstawione defini-
cje i podstawowe narzedzia, potrzebne w dowodach tej pracy. Twierdzenia te pozosta-
wimy bez dowodu, ich dowody mozna znalezé w [J-J], [K] lub w przypadku analizy
funkcjonalnej w [K-A], badzZ tez sa to fakty powszechnie znane.

W czedci trzeciej poswiecimy miejsce teorii operatora , znanej tez jako teoria Horman-
dera. Jest to podstawowe narzedzie w dowodzie twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego, lecz
intencja autora nie jest oméwienie teorii tylko na potrzeby tego konkretnego problemu.
Jest to metoda o zastosowaniach tak rozlegltych, a zarazem na tyle mocna, ze sama w
sobie jest warta poswiecenia glebszej uwagi.

W czedci czwartej podamy dowod twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego, a konkretniej
jego uogdlnienia 1.0.2. Pochodzi on z [Di], gdzie rozwinieto metody zawarte w [Bel].

W dodatkach przedstawimy zastosowania twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego. Ograni-
czymy sie do dostownie kilku, przewaznie bezposrednich konsekwencji. Jest to podyk-
towane nie znikoma iloscig probleméw, do ktorych twierdzenie to jest przydatne, a faktem,
ze sg to przewaznie problemy dos¢ skomplikowane, wymagajace wprowadzenia wielu
nowych poje¢ i oznaczen, oraz rozbudowania osobnej teorii. Pokazemy tez jak w prosty
sposob, korzystajac z twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego mozna udowodni¢ Twierdzenie
Siu o analitycznosci zbioréw podpoziomicowych dla liczb Lelonga.

W tym miejscu chciatbym podziekowaé Dr hab. Zbigniewowi Btockiemu za wprowadze-
nie do tematyki i liczne wskazowki.



2 Preliminaria

2.1 Definicje i twierdzenia z zakresu analizy, teorii funkcji holo-
morficznych wielu zmiennych i teorii aproksymacji

Definicja 2.1.1 Dystrybucjq bedziemy nazywac dowolny funkcjonat liniowy T prowadzgcy
z przestrzeni funkcji gtadkich o supporcie zwartym w C, ciggly w topologii dystrybucyjne;.
Roéwno$é (nieréwnosé) w sensie dystrybucyjnym bedziemy rozumieé jako rowno$é (nieréw-
no$é) na kazdej (dodatniej) gladkiej funkcji o supporcie zwartym. Pochodng w sensie
dystrybucyjnym dystrybucji T bedziemy nazywaé dystrybucje DT : DT(f) := =T (Df),
gdzie f jest dowolng gladkq funkcjg o zwartym supporcie. Analogicznie definiuje sie
pochodne wyzszych rzedéw. Funkcje klasy Lj,, sq w szczegélnosci dystrybucjami dzialajg-
cymi wedlug wzoru u(f) := [uf. Funkcje te sq nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalne w
sensie dystrybucyjnym. Nie kazda dystrybucja jest tej postaci. Nie wchodzge w szczegoly
zaznaczmy, ze bedziemy sie zajmowad wylgcznie dystrybucjami ktére sq miarami (ich
dzialanie jest analogiczne do opisanego powyzej). Miary te mogq mieé¢ gestosé (wtedy
majq reprezentanta z klasy Lj,.) lub nie.

Definicja 2.1.2 Funkcje f okreslong na obszarze D C C" bedziemy nazywaé harmo-

niczng, jezeli nalezy ona do klasy C*(D), oraz Af = 8Z162851 + 8z2‘92§2 +et 83::’;"]‘ =0.

(Warto zwrécié uwage, ze nasza definicja operatora A rézni sie o stata (4) od definicji
powszechnej).

Z ogllnej teorii operatoréw eliptycznych, jakim to jest operator A wynika, ze warunek
gladko$ci mozna opuscié, jako ze wszystkie rozwigzania réwnania rézniczkowego A f = 0,
rozumianego w stabym sensie muszg by¢ gtadkie.

Definicja 2.1.3 Funkcje f okreSlong na obszarze D C C" (w szczegdlnosci D C C)
bedziemy nazywac subharmoniczng, jezeli jest ona poiciggla z gory, oraz dla dowolnego
obszaru G CC D i dowolnej funkeji g cigglej na G i harmonicznej w G, f(2) < g(2),
Vz € 0G implikuje f < g na catym G.

W przypadku gdy dodatkowo funkcja f jest klasy C* subharmoniczno$é jest réwnowazna
nastepujacemu warunkowi rézniczkowemu: Af > 0, w kazdym punkcie obszaru D. Bez
tego dodatkowego zaltozenia réwniez powyzszy warunek rézniczkowy jest rownowazny
subharmonicznosci z tym, ze nalezy go rozumie¢ jako nieréwnos¢ w sensie dystrybucyjnym.

Definicja 2.1.4 Zbior M nazwiemy polarnym, gdy dla kazdego z € M istnieje otoczenie
U., punktu z i funkcja f, subharmoniczna na U, taka, ze M NU, C {f = —o0}.

Definicja 2.1.5 Funkcje f okreslong na obszarze D C C" bedziemy nazywac plurisub-
harmoniczng, jezeli jest ona pdlciggta z gory, oraz dla dowolnych z,w € C" funkcja
C 3 X — f(z+ Mw) jest subharmoniczna tam, gdzie jest ona okreslona, tzn. na zbiorze

{AeC| z+  w e D}.

Przy dodatkowym zatozeniu, ze f € C?*(D), plurisubharmoniczno$é jest réwnowazna
nastepujacemu warunkowi Leviego:

n 82 .
D.VX e C" X. X, >0.
Yw € D,V GC’];lazjazkf(w) X, >0
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Podobnie jak w przypadku funkcji subharmonicznych, bez zatozenia C? (ale z zachowaniem
warunku potciagtosei z gory) nieréwnos¢ ta, rozumiana w sensie dystrybucyjnym, réwniez
jest rownowazna plurisubharmonicznosci.

Definicja 2.1.6 Zalézmy, ze funkcja f jest klasy C?. Funkcje tg nazwiemy $cisle plurisub-
harmoniczng, jezeli

Yw e D,VX € C"\{0},

weD, o) Y 5

jk=1

fw)X; X >0,

tzn. macierz [%f(w)] jest scisle dodatnio okreslona w kazdym punkcie dziedziny
19%k jk=1.n
funkcyi f.

Oczywiscie funkcje Scisle plurisubharmoniczne sa w szczegdlnosci plurisubharmoniczne.

Definicja 2.1.7 Ujemnq funkcjq Greena, dla obszaru Q2 C C, o biequnie logarytmicznym
w z € 2, bedziemy nazywaé funkcje

Gal(z,-) ==sup{f(:): f <0, f jest subharmoniczna w § i élm(f(g) —log|¢ — z]) < o0}

Funkcja ta sama jest subharmoniczna w Q i harmoniczna w Q\ {z}.

Okreslenie ujemna funkcja Greena nie jest tradycyjne, jednakze uzycie nazwy , pluri-
zespolona funkcja Greena” jest troche nie na miejscu, gdyz rozpatrujemy obszary jed-
nowymiarowe.! Definicja nasza rézni sie tez od funkcji Greena, ktéra pojawia si¢ w teorii
rownan rézniczkowych.

Definicja 2.1.8 Niech Gq(z,-) bedzie ujemng funkcjq Greena, dla obszaru Q@ C C, o
biequnie logarytmicznym w z € ). Przez

c(82,2) i= exp(lim(Go(=,¢) — log|2 — ¢)

bedziemy oznaczaé tak zwang pojemno$é logarytmiczng zbioru 0 (czy tez raczej jego
dopelnienia), wzgledem punktu z.

Naturalne watpliwosci moze budzi¢ istnienie granicy w powyzszej definicji. Okazuje sig,
ze granica ta zawsze istnieje, jednakze istotnym zalozeniem jest tu fakt, ze zbiér jest
jednowymiarowy.? Wazng wlasnoécig pojemnosci jest fakt, ze pojemnosé zbioru wynosi
zero wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie jest polarne.

Definicja 2.1.9 Obszar D w C" bedziemy nazywaé pseudowypuktym, jezeli funkcja
D > z — —log(dist(z,0D)) jest plurisubharmoniczna.

! Plurizespolona funkcja Greena zdefiniowana jest analogicznie, z tym ze subharmonicznoéé nalezy
zmienié na plurisubharmoniczno$é (Obszar ma wymiar wiekszy niz jeden), a lim na lim sup. Nie wszystkie
wlasnosci ujemnej funkcji Greena dla zbiorow na plaszczyznie przenosza sie na plurizespolong funkcje
Greena.

2W przypadku gdy Q € C", n > 1, lim nalezaloby zamieni¢ na lim sup.



Definicja 2.1.10 Powiemy, ze funkcja n : D — R jest wyczerpujgca dla obszaru D,
gezeli zbior {n < t} jest relatywnie zwarty w D, dla kazdego t € R.

Okazuje sig¢, ze istnienie plurisubharmonicznej funkcji wyczerpujacej jest réwnowazne
pseudowypuktosci obszaru D.

Twierdzenie 2.1.11 Dia dowolnego obszaru pseudowypukiego D istnieje gladka i Scisle
plurisubharmoniczna funkcja wyczerpujgca.®

Twierdzenie to ma wazne konsekwencje przy aproksymacji dowolnych obszaréw pseudo-
wypuklych obszarami o wyzszym stopniu regularnosci.

Definicja 2.1.12 Gradientem zespolonym funkcji f : D — R w punkcie z € D nazwiemy
wektor gradef(z) = (a;;f(z)7 %f(z), ce 8‘an(z)).

Definicja 2.1.13 Powiemy, ze obszar D jest gladki w punkcie zy € 0 D, jezeli istnieje
otoczenie otwarte U punktu zy, oraz gladka funkcja p, zdefiniowana na U taka, Ze

® ppru <0
* punp >0
e gradcp opnu # 0

Powiemy, ze obszar D jest obszarem o gladkim brzegu, jezeli D jest gltadki w kazdym
punkcie swojego brzegu. Funkcje p nazywamy lokalng funkcjq definiujgce (od jej regu-
larnosci zalezy reqularnosé zbioru, poniewaz bedziemy sie zajmowac wylgceznie obszaramsi
o gltadkim brzegu lub bez warunkow na reqularnosc, ograniczymy sie do rozpatrywania
gtadkich lokalnych funkcji definiujgcych).

Definicja 2.1.14 Niech D C C" bedzie obszarem o brzegu gladkim w punkcie zy € 0 D.
Przestrzeniq styczng w punkcie zy bedziemy nazywac zespolong przestrzen wektorowg
(zawartg w C"), skladajgcq si¢ z tych wektorow X, dla ktérych 377, a%jp(zo)Xj =0,
dla dowolnej gladkiej lokalnej funkcji definiujgcej p.* Jest to przestrzer tych wektoréw,
ktore sq prostopadte do gradientu zespolonego funkcji p. Zespolong przestrzen styczng do

D w punkcie zy bedziemy oznaczaé przez Tg.

Definicja 2.1.15 Zaléimy, Ze obszar D jest obszarem o gladkim brzequ. Obszar D
bedziemy nazywac obszarem scisle pseudowypukiym, jezeli dla kazdego punktu z brzegu
D istnieje gladka lokalna funkcja definiujgca p, zdefiniowana na otoczeniu U taka, zZe

n 62 o

dla wszystkich z € 9D NU, X € TE \ {0}.

3prawdziwe jest twierdzenie mocniejsze - funkcje wyczerpujaca mozemy wybraé¢ w klasie funkcji R-
analitycznych

4Qkazuje sie, ze zespolona przestrzen styczna nie zalezy od wyboru lokalnej funkcji definiujacej. W
tym sensie mozna méwié¢ o prostopadlosci nie do gradientu funkeji, a do pewnego kierunku (normalnego
do brzegu obszaru).



Oczywiscie obszary $cisle pseudowypukte sa w szczegdlnosci obszarami pseudowypuktymi.

Definicja 2.1.16 Formg réziniczkowq (zespolong) na obszarze Q@ C C", bistopnia (p,q)
bedziemy nazywaé odwzorowanie, ktore kazdemu punktowi z € ) przyporzgdkowuje ele-
ment skompleksyfikowanej algebry zewnetrznej AP C" @AIC™. Formy bistopnia (0,0) to
po prostu funkcje. W dalszej cze$ci pracy ograniczymy sie do rozpatrywania wylgcznie
funkcji, form bistopnia (0,1) i sporadycznie form bistopnia (0,2). Kazda forma « bistop-
nia (0,1) da sie zapisaé w postaci o = ay(z)dzy + aa(2)dzZy + ... + an(2)dz,. Funkcje
a1, Qo ..., Qy, ktore sq zdefintowane na catym ), nazywamy wspotczynnikams formy. W
zaleznodci od przynaleznodci wszystkich tych funkcji do danej klasy (np. L?) bedziemy
mowic, ze forma nalezy do tej klasy.

Definicja 2.1.17 Prgdem bedziemy nazywac forme rézniczkowq o wspotczynnikach dys-
trybucyjnych. Wszelkie operacje na prgdach, rownosSci etc. bedziemy rozumieé w sensie
dystrybucyjnym.

Definicja 2.1.18 Prgd T bedziemy nazywaé 0-zamknietym, jezeli 0T = 0, gdzie réwnosé
rozumiemy jako rowno$¢ prgdow.

Oczywiscie analogicznie rozumiemy zamknieto$é¢ form.

Twierdzenie 2.1.19 Niech ¢ € C°(R") bedzie funkcjq taka, Ze ¢ > 0, support ¢ zawiera
sie w zbiorze {x € R™ : ||z|| < 1}, ¢(x) zalezy tylko od ||x||, oraz [g, ¢pdN*" = 1. Niech

p=(x) == e "¢(2). Niech f € L},.(D). Regularyzacjq f. funkcji f nazwiemy splot funkcji
[ z2e, fxo(x) = [z f(y)de(x —y)dN"(y), dla x € D, :={y € D : dist(y,0 D) > ¢}.
Jezeli [ € Co(D) to f. — f jednostajnie. Jezeli f € L*(D) to f. — [ w L% Jezeli
f € CK(D) to D*f. — D“f, |a| < k jednostajnie. Jezeli u jest dystrybucjg na D to
Ue(x) :=ux P (x) = u(de(x — ) € C®, na zbiorze D.. Przy e\, 0 zbiory D, wyczerpujq
D. W szczegdlnodci dla kazdej dystrybucji u, istnieje cigg {u;}52, C C5°, (C L) taki, ze
u; — u w topologit stabej. Prqgdy i formy reqularyzujemy, reqularyzujgc ich wspétczynniki.

Z Twierdzenia Stokesa tatwo wywnioskowaé nastepujace

Twierdzenie 2.1.20 (o calkowaniu przez czesci) Niech D C C" bedzie obszarem o
gtadkim brzegu, a [ bedzie funkcjq rozniczkowalng na pewnym otoczeniu D, lub niech f

ma support zwarty. Wtedy
9 —
2w
/D 0 z; op"

B _
/ 0__f = fﬁa
D YZk dD
gdzie n_; jest j-tq sktadowq wersora normalnego do brzegu D. ( W przypadku gdy f ma
support zwarty po prawej stronie obu wzoréw zamiast catki po brzegu mamy 0).

W [D-H] wzory tego typu nazywane sa wzorami Gaussa, gdzie indziej nazywa sie je
wzorami Greena.

Twierdzenie 2.1.21 (Sarda-wersja staba) Dia kazdej funkcji f € CY(C",R), miara
Lebesgue’a zbioru {f(A) : A ={z: f'(z) = 0}} (tzn. miara obrazu punktéw w ktérych
pochodna si¢ zeruje) rowna sig zero.



Twierdzenie 2.1.22 (Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy
pod znakiem calki)

Jezeli ciag {f,}°2, C L' dazy punktowo do f i ponadto g € L' : |f,| < g, Vnto f € L!
i f fn— f f.

Definicja 2.1.23 Podzbior M otwartego zbioru D C C" nazwiemy zbiorem analitycznym
(lub podzbiorem analitycznym zbioru D), jezeli dla kazdego punktu a € D istnieje otocze-
nie otwarte U, C D, punktu a i funkcje fi, fo,..., fn € O(U,) (N moze zmieniaé si¢ w
zaleznosci od punktu a) takie, Ze M NU, ={z € U, : fi(z) = ... = fn(2) = 0}.

Okazuje sie, ze przeciecie dowolnej rodziny zbiorow analitycznych jest zbiorem anality-
cznym. Ta i inne wlasnosci zbioréw analitycznych mozna znalezé w [Chl.

Definicja 2.1.24 Powiemy, ze forma o = a1dz; + asdzZs + - - - + o, dZz, spetnia warunk:
brzegowe O-Newmanna na obszarze D, jezeli 2?21 aj(gradep); = 0 w kazdym punkcie
brzegu D, gdzie p jest dowolng gladkq funkcjqg definiujgcq. Inaczej mowige, rozpatru-
jac zestawienie wspotczynnikow formy o jako wektor z C" to w kazdym punkcie brzegu
wektor ten nalezy do zespolonej przestrzeni stycznej do D w tymze punkcie. Analogicznie
powiemy, ze forma « spetnia warunki brzegowe 0-Neumanna, jezeli Z?Zl aj(gmdcp)j =0
w kazdym punkcie brzegu.’

2.2 Definicje i twierdzenia z zakresu analizy funkcjonalnej i
topologii

Definicja 2.2.1 W pracy bedziemy rozpatrywac operatory liniowe. Powiemy, Ze opera-
tor lintowy T o dziedzinie DomT', zawartej w przestrzeni Hilberta Hy i prowadzgcy w
przestrzen Hilberta Hy (W szczegolnosci moze sie zdazyé, ze Hy = Hy) jest

e ograniczony, jezeli supfepomt.|f|y, =11 f|lm < oo
Ograniczonos¢ operatora jest rownowazna z jego ciggtosciq.

o domkniety, jezeli jego wykres— zbior {(f,Tf),f € DomT} jest domkniety jako
podzbior Hy x Hy z topologiq produktowq.

e gesto okreslony, jezeli DomT jest podzbiorem gestym Hy w topologii zadanej przez
norme przestrzeni Hy.

Zbior wszystkich wartosci, jakie przyymuje operator T bedziemy tradycyjnie oznaczac przez
ImT = T(DomT). Zbior elementow [ z dziedziny T takich, ze Tf = 0 bedziemy ozna-
czaé przez Kerl'. Podstawowym faktem w analizie funkcjonalnej jest, ze w przypad-
ku gdy T" jest ograniczony to Kerl jest domknietq podprzestrzeniq Hy. Tg wilasnosé
posiadajqg tez operatory domkniete. W przypadku gdy operator T jest gesto okreslony
mozna poprawnie zdefiniowaé operator sprzezony do T, ktory bedziemy oznaczac przez
T*. Dziedzinge DomT™ stanowi zbior

{g S H2 :dh e Hl,Vf € DO?TI,T, <Tfa g>H2 = <f> h>H1}'
Naturalnie wtedy T*(g) := h. Jezeli istnieje, to T* jest operatorem domknietym.

®Dla form o bistopniu niekoniecznie réwnym (0, 1) warunek d-Neumanna ma postaé augradep g p =
0, gdzie 1 to operator kontrakcji, jednakze w dalszej czesci pracy ograniczymy si¢ do sytuacji gdy formy
sa bistopnia (0,1)



Twierdzenie 2.2.2 (Nieréwnos§é Schwarza) Dla przestrzeni Hilberta H | z iloczynem
skalarnym (-, Yy zachodzi nastepujgca nieréuwno$é (z,y)y < ||| g||lylla, réwnosé zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy gdy x iy sq liniowo zalezne.

Przyjmijmy, ze ciato K bedzie oznacza¢ R lub C.

Twierdzenie 2.2.3 (Hahna-Banacha, dla przestrzeni unormowanych) Niech X
bedzie przestrzenig K-liniowg, a p : X — [0,00) bedzie seminormqg. Niech Xy bedzie
lintowq podprzestrzenig X, a f : Xo — K bedzie odwzorowaniem K-liniowym takim, Ze
|f(2)|] < p(x),Voe € Xo. Wtedy istnieje F : X — K, K-liniowe, F(z) = f(x),x € X,
|F(z)| < p(x),Vo € X. Jesli X jest przestrzenig unormowang to || f|| = || F||.

Jest to klasyczne twierdzenie o rozszerzaniu funkcjonatow liniowych. My skorzystamy
z nieco innej wersji tego twierdzenia, a mianowicie z twierdzenia o rozszerzaniu odwzo-
rowan antyliniowych, co jest bezposrednim zastosowaniem twierdzenia Hahna-Banacha
do odwzorowan f i F.

Definicja 2.2.4 Powiemy, ze X jest przestrzenig liniowo topologiczng, gdy jest przestrze-
nig wektorowqg nad ciatem K, jest przestrzeniq topologiczng, oraz operacje dodawania
wektorow 1 mnozenia przez skalar z K sq ciggle w tej topologii. Powiemy, ze przestrzen
liniowo topologiczna, ktora jest Hausdorffa, jest lokalnie wypukia, gdy istnieje petny uktad
otoczen zera skladajgcy sie ze zbiorow wypuktych.

Kazda przestrzen Hilberta jest lokalnie wypukta przestrzenia liniowo topologiczna. W tej
pracy wazne dla nas beda wytacznie wlasnosci przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 2.2.5 (Banacha, o odwzorowaniu odwrotnym) Jesli X i Y sq
przestrzeniami lintowo topologicznymi, metryzowalnymi, zupetnymi oraz T : X — 'Y jest
cigglq, liniowq bijekcig, to T~ jest odwzorowaniem cigglym i liniowym.

Oczywiscie dla nas ciekawy jest przypadek, gdy mamy do czynienia z przestrzeniami
Hilberta. Warto zwrdci¢ uwage, ze poza ciagtoscig nie dostajemy zadnej informacji co do
normy operatora odwrotnego.

Definicja 2.2.6 Niech X bedzie lokalnie wypuklq przestrzenig liniowo topologiczng (nad
K). Przez X' bedziemy oznaczaé przestrzeri dualng (sprzezong) do X, skladajgcq sie
ze wszystkich funkcjonatow K-liniowych i cigglych wzgledem topologii przestrzeni X. W
przypadku przestrzeni unormowanych

X ={f: X — K — liniowe : SUPg:|jal|=1]| [ (2)]] < o0}

Definicja 2.2.7 Niech X bedzie lokalnie wypuklq przestrzeniq liniowo topologiczng nad
K. Topologi¢ zadang na X przez rozdzielajgcq rodzing seminorm py(z) := |f(z)|, f € X'
nazywamy topologiq stabg i oznaczamy przez o(X,X).

Zbieznos$¢ w topologii o (X, X ') mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

Xoz,—wreX,n—-o0aVfeX, pir,—x)— 0 (tzn.|f(x, — z)| — 0).
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Definicja 2.2.8 Niech X bedzie lokalnie wypuklq przestrzeniqg liniowo topologiczng K.
Topologie zadang na X' przez rozdzielajgcg rodzing seminorm py(f) = |f(x)],2 € X
nazywamy topologiq stabg-x i oznaczamy przez o(X', X).

Zbieznoéé w topologii o(X', X) mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:
Xsfh—ofeX noocoevVreX, plf,— f) = 0 (tzn.|fn(z) — f(z)] — 0).

Twierdzenie 2.2.9 (Riesza) Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta z iloczynem skalar-
nym (-,-)g. Dla kaZdego cigglego funkcjonatu F : H — C istnieje jedyny element y € H
taki, ze F(x) = (z,y)y. Ponadto ||y|lg = ||F| -

Twierdzenie to daje nam identyfikacje H = H', gdzie przestrzen dualna bierzemy wzgle-
dem topologii zadanej przez iloczyn skalarny przestrzeni H.

Definicja 2.2.10 Przestrzen unormowang X nazwiemy refleksywng, gdy odwzorowanie
7: X — X":= (X/)I,X >r—{X'>f— f(x)} e X’

jest surjektywne. Ze wzgledu na twierdzenie Riesza (Twierdzenie 2.2.9), kaZda przestrzen
Hilberta jest refleksywna.

Twierdzenie 2.2.11 (Banacha-Alaoglu) Kula domknieta w przestrzeni Banacha jest
stabo-x zwarta.

Obserwacja 2.2.12 7 twierdzenia Banacha-Alaoglu moznaby wysnué nastepujocy (na
0got bledny) wniosek: Niech X bedzie przestrzenig Banacha

{yn}rs C{z e X 1 lzfl <1} = 3} me /00 yn, my € {z e X 1 2] <1},
w topologii stabej-*.

O falszywosci powyzszego wniosku (bez dodatkowych zalozen) mozemy sie przekonaé
z nastepujacego przyktadu: Niech X = C N L*([0,00)) bedzie przestrzenia Banacha z
norma supremowa. Rozpatrzmy ciag funkcjonatow

X' 36, :6(f) = f(n),n €N, f € X- waluacji funkcji w punkcie n.

Oczywiscie ||&,||x = 1, a wiec wszystkie te funkcjonaly naleza do domknietej kuli jed-
nostkowej w X. Na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu kula ta jest o(X', X)-zwarta. Z
naszego ,wniosku” musi istnie¢ rosnacy podciag {ns}32; i funkcjonat graniczny & taki,
ze &, — & w topologii o(X', X). Niech

Nok1—N2k
T—Nokt1 )
Nog+2—N2k+17’

sin(Z +m—"2 ) 1 € [ngg, n
f(x:{ . P na) g k=010

sin(3 + 7 T € [Noky1, Noky2)

Nie trudno sprawdzi¢, ze funkcja ta jest ciggta i ograniczona, oraz f(n;) = (—=1)*. A wiec
En (f) = £(f), a jednoczesnie &, (f) = f(ng,) = (—1)* — sprzecznosé.
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Jak wida¢ wniosek nasz nie jest na ogdt prawdziwy w przestrzeniach Banacha. Powo-
dem pojawienia sie powyzszych patologii jest fakt, ze przestrzen dualna, wyposazona
w topologi¢ staba-*, nie musi spelnia¢ drugiego aksjomatu przeliczalnosci. Przestrzen
zwarta spelniajaca drugi aksjomat przeliczalnosci jest metryzowalna, co pocigga za sobg
mozliwo$¢ wybierania zbieznego podciagu z kazdego ciagu nieskonczonego (tak zwana
ciagowa zwartos$¢, zob. [E| i tam Twierdzenie 4.1.7 i Twierdzenie 4.2.3 ).

Okazuje sie, ze topolgia staba w przestrzeni Banacha jest wolna od tego typu patologii.
Mowi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.13 (Eberlein albo Eberlein-Shmulian) Jezeli X jest przestrzenig
Banacha, to kazdy o(X, X') -zwarty podzbior X posiada wlasnosé, ze z dowolnego ciggu w
tym podzbiorze da sie wybrac podcigg stabo zbiesny. Ponadto kula domknieta jest o(X, X')
zwarta wtedy 1 tylko wtedy gdy X jest przestrzeniqg refleksyung.

W przypadku przestrzeni Hilberta (jak i ogélniej w przestrzeniach LP,1 < p < o0)
twierdzenie to rozstrzyga nasz problem jednoznacznie, jednakze w przypadku ogélnej
przestrzeni Banacha sprawdzenie refleksywnosci jest rownie trudne jak i sprawdzenie
stabej zwartosci. Czasami w rozwazanej przez nas teorii bardzo przydatne jest nastepu-
jace twierdzenie

Twierdzenie 2.2.14 (Banach-Saks) Z ciggu {x,}32, ograniczonego w przestrzeni
Hilberta mozna wybraé podcigg {xn, 172 taki, ze ym = = S0, xp, jest zbiezny w normie.
2.3 Oznaczenia i konwencje

W dalszej czesci pracy przestrzeniami, ktére bedziemy rozpatrywaé, beda przestrzenie
funkcji lub form L? z waga, ktore bedziemy oznaczaé przez

LD, ) = L2 (D, ) = {f - / FPe A=l < o),
D
Z norma

e i= [ 11 vaxime?

(w przypadku funkcji).

L%O,l)(Dv Y) =

{f = fidZ1+ fadZa+ ...+ faimeDDZdimeD /(|f1|2‘|‘|f2|2‘|‘~-+|fdimCD|2>6_¢d>\dimRD < oo},
D

Z norma

1£1122

0,1)

(D) "= / (AR + fl2 + o+ | famep|2)e ¥ drdmeD
D

(w przypadku form bistopnia (0, 1)).
Oczywiscie dla ¢ = 0, L*(D,) = L*(D). Przestrzen funkcji lokalnie calkowalnych z
kwadratem oznaczamy przez

L;.(D):= |J L*D,v)

YeC(D)
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Operatorem rozpatrywanym w tej pracy bedzie operator
9 : L*(D, 1) D Domd — Ly 1y(D, ).

(Indeksy przy wagach wprowadzone sa umyslnie, aby podkresli¢ fakt, ze wagi beda
wielokrotnie zmieniane w dowodach, a zatem w kazdej konkretnej sytuacji opertor ten
bedzie operatorem miedzy innymi przestrzeniami) Dziatanie operatora jest okreslone
wzorem O f = (af )z, + (2L )de + o+ (& )d_n, lub tez operator, ktérego takze

bedziemy oznaczaé przez O
9 : Ly 1y(D,v3) D Domd — L (D, ),
okreslony wzorem

O(f1dZ) + fodZsy + ... + [odZ,) = Z (8?)6&1 NdZ;+ ...+ (afj

J=1

)d_ A dz;.

n

(Co do indeksowania wag patrz uwagi powyzej). N aduzywajac oznaczen, mamy rownosé
00 = 0. Jak sie okaze w przypadku drugiego operatora d bedziemy rozpatrywaé wylacznie
te formy f, bistopnia (0, 1), dla ktérych 0 f = 0, stad tez nie bedziemy poswiecaé¢ uwagi
strukturze przestrzeni L%o,z)(Dv ¥) pomimo, ze apriori wprowadzamy operator o wartos-
ciach w tej przestrzeni. Ograniczymy sie do stwierdzenia, ze

5 ~ (0fi  Ofi)?
2 _ 9Ji 9k
0fP= D 0z, 0%

1<j<k<1

W catej pracy 5#} bedzie oznaczal operator formalnie sprzezony do 0, czyli taki, ze

(0a,B)r2 (D = (ozﬁ:; B)12(py)-

(0 1)

Dla form « gtadkich o supporcie zwartym jest on dobrze zdefiniowany, a sprawdzenie
rownosci sprowadza sie do catkowania przez czesci. W przypadku gdy support nie jest
zwarty pojawia sie catka po brzegu, co komplikuje sprawe. Operator sprzezony dziala tez
wedtug tego wzoru ale na wickszej przestrzeni (Dom8 sprzezony). Tak wiec operator
formalnie sprzezony jest zawezeniem operatora sprzezonego do przestrzeni, méwigc niesci-
sle, na ktorej réwnosci sprawdza sie bezposrednio i mamy ,tadne” wzory. Oczywiscie
moze sie zdazy¢, ze dla jakiejs formy «, ktora nie ma zwartego supportu wzor dziatania
5* dalej zachodzi i réwnos¢ tez sie sprawdza bezposrednio (takimi formami beda na
przyklad formy spehnaj@ce brzegowe warunki 0-Neumanna). W takim przypadku tez

bedziemy pisa¢ 8¢a Oznaczenia tego bedziemy uzywaé, gdy d bedzie operatorem z

L%O,l)'(D7'77Z)) do L?*(D,%), czyli gdy wagi w obu przestrzeniach sg takie same. Wtedy c%
wyraza sie poprzez

n
_x " 0

13



*

Gdy 9" )(D ©2) — L*(D, ;) to operator ten bedziemy oznaczaé¢ przez O
Dziata on Wedhlg WZOoru.

w2p1 "

n
*

1 9 2
8902501 = —e” Z a_zj(ajew )

Jj=1
Bedziemy uzywadé oznaczenia

a-f=a1f1 + afe+ ... + @y,
dla odrdznienia od zwyczajnego iloczynu skalarnego z C". Bedziemy stosowaé oznaczenia

of af

8ZJ f] fzja G_%ij:fzj

wymiennie. Czasami oznaczenie f; moze myli¢ si¢ z j-ta wspohrzedna formy o (o) lecz
z kontekstu zawsze bedzie wynika¢ o ktéry obiekt nam chodzi. W catej pracy bedziemy
sie¢ postugiwa¢ pewnym skrétem myslowym: poniewaz wigkszo$¢ rozwazan prowadzimy
na obszarze D, piszac ,zwarty support’mamy na mysli support zwarty, zawarty w D
(w twierdzeniach gdzie nie ograniczamy sie¢ do wybranego obszaru zwarto$¢ supportu
rozumiemy zwyczajnie).

2.4 Dwa techniczne lematy

Nastepujace dwa lematy sa niezbedne do naszego dowodu twierdzenia Ohsawy-Takegoshie-
go. Zostaly one wziete z [Bel|, cho¢ mozna je znalezé w wielu innych miejscach.

Lemat 2.4.1 Niech o = Z?Zl a;dz; bedzie (0,1)-formaq, klasy C* okreslong na obszarze
D w C", oraz v bedzie funkcjq klasy C?. Wéwczas zachodzi wzér

. 0° (9 - Jaj|?
Z —8zj8§k (ajape™ Z 1/J]koz]04k€ +1]0,ale™ + Z ’aZk

7,k=1

—2R655; a-ae? —|dal?e™

Dowo6d: WprowadZzmy pomocniczy operator ; f := ed’ ( fe™¥). Oczywiscie w tej notacji
mamy

5;; o = — E 6]‘@]‘. (21)
i=1
Zachodza nastepujace wzory:
0 0
o~ V) — oY -y
9 (uve™) = (Opu)ve™ ¥ + u(ﬁfk v>e : (2.2)
0 0 S
o~ V) — oY -y
a3 (uve™") <82k u) ve Y 4+ udpve” . (2.3)
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W obu przypadkach mamy do czynienia z wykorzystaniem elementarnej wersji wzoru

Leibniza 57~ (xy) azk )y + x( 52 y) oraz tozsamosci % f= %?. Przeliczmy teraz
czemu rowna sie operator §; 8‘2 aiﬁ
0 8 v 0
o — YY)\ —
Y 9 - P ,— a
e’ (e ) fr+eve Vi — _ﬁ (%ﬁz—%ﬁ+%ﬁ+ﬂ%=f%p@@

8 Zj
Zatem operator ten jest tozsamy z mnozeniem przez ;. Wykorzystujac powyzsze wzory
otrzymujemy

62

9 pmey @ 2 (2 v ] 22
57,07 e ) = 5 [(azk%)a’“e +aghane|
0 0 0 0 -
v ae Y _— - S - oy —
(5]8§k Oéj>Oék€ + <8zk ozj) (azj Ozk> + ajﬁzj dpoue” " + (d;0;) (Opag)e.
Zatem .
.1) 0 —* - I _
Zaja Srage ¥ —Zaja—zjawae w:_a.aawae ¥
J:k=1 j=1
rowniez

= 0 24~ 0 2.1
Z (5j8—21€aj)ake v (2 Z (({9 §ja)ape” " + Z Y Faage -4 ()

§k=1 G k=1 §k=1

n
—55¢ a-aeV + Z ijOéjake_w
jk=1

Zaobserwujmy teraz, ze

> (o) (o) = 1oa+ 3 2

G k=1 J G k=1

2

Y

jest to bezposrednia konsekwencja postaci | 0 «|? (patrz rozdzial ,Oznaczenia i konwen-
cje”).Réwniez

Z dja0p0y, = ( — Z(Sjaj) (— Z(Skak) 2D |0, .
k=1 j=1 k=1
Po zsumowaniu dostajemy

o o - Oaj|?
Z 57,07 (ojape™ Z w]ka]ake +\8 alfe™ + Z ’azk

jk=1""7 jik=1

—2R€55; a-ae ¥ —|dal?e™
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Lemat 2.4.2 Jezeli D jest obszarem o gladkim brzegu z funkcjo definiujgcq p @ 1 jest
jak powyZej, a jest dang gladkq (0, 1)-formq, spetniajgcq warunki brzegowe 0-Neumanna,
a w bedzie funkcjq, ktora jest gladka na pewnym otoczeniu 0D, lub da sie¢ aproksymowac
w L*(D, ) takimi funkcjami, to

/ Z Y gaage VAN — / Z wgogage” Y dN" + / w|5;a|26_wd)\2"
D

k=1 D k=1

"L da
RN =
D i Oz,

:2R6/ wégza-ae_wd)\znqt/ w|dal’e A\,
D D

daﬂn—l

dpl

2 n
e Y\ +/ w Z pjga]@ke_zp
oD

by |

2n—1

gdzie do oznacza powierzchniowq miare Lebesgue’a na brzegu obszaru D.

Dowdd: Oczywiscie jest to postaé¢ catkowa wzoru z lematu 2.4.1, istotnie pojawity sie dwa
nowe sktadniki, a zniknat spodziewany sktadnik [, >, ﬁ(ajake_w)d)\%. Zatem
dowdd sprowadza sie do wykazania réwnosci

d 2n—1

271 q/) 2n aoc™
/D Z dz; 0zk (ajae")dA Z w geage A /aD Z Pk%ake R

D k=1 k=1

Rozpatrzmy lewa strone. Twierdzenie Stokesa (a dokladniej Twierdzenie o catkowaniu
przez czesci, zobacz Twierdzenie 2.1.20), po zsumowaniu daje nam

n 9 . n P L .
—/D ijaZk(ajozke VYAN? +/ w 6_E(ajake Nnjdo® L.

k=1 oD jr=1

Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu przez czesci jeszcze raz dostajemy

/Dw Z 3z]azk (ozjozke YAN*" = / Z W age YN+

]k 1

-1 2n—1
/ E w;(oage” ) mpdo®™~ / E 8 (ojare V) njdo™
aD aD

Ji:k=1 Jik

Z postaci obszaru D i definicji funkcji p wynika, ze
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Po podstawieniu dostajemy

/Dw Z (323(32% (a]ozke YAN" = / Z W paage AN

7,k=1
dOanl n 0 do?n—1
Wi appRe L +/ w —(ajape ™) pj——. (2.5)
/8D];1 Wt k |ap‘ oD j;lazk J ] ’ap|

2?21 a;pj, z warunku brzegowego O-Neumanna zeruje sie na brzegu obszaru, co daje nam
zerownie sie pierwszej catki powierzchniowej we wzorze (2.5) Co do drugiej zauwazmy, ze
M przedtuza sie do funkcji gtadkiej na otoczeniu 0 D (p- jest funkcja definiujaca a

wiec krotnosc zera na brzegu wynosi jeden).

n

(2.3) 0 o -
S eme ) Y (e Jae g ] =

k=1 |oD k=1 0D

= | ay, <ai§kaj>pje_

k=1 oD

Warunek brzegowy 0-Neumanna daje nam co do ostatniej sumy

QU — aip; =0= @ ~<—a~) =S @maipr
Z k82k<z ]pj)aD Z g dZr /oD Z kTP
k=1 j=1 k=1 j,k=1

10D

co ostatecznie daje nam

d 2n—1

aape V)d\P = / w.raage YA\ — / P R0 Oke v
/e Zaz]azw " DZ T o w3 pe kL

J,k=1 J,k=1

Reszta sktadnikéw nie budzi watpliwosci. Dla funkcji aproksymowalnych wniosek jest
natychmiastowy, z tym, ze w, jest pradem, korzystamy tu z Twierdzenia 2.1.19.

3 Kroétkie wprowadzenie do teorii Hormandera i metod
operatora 0

Zanim skoncentrujemy sie na wlasnosciach operatora 9, wprowadzonego w preliminariach,
odnotujmy, ze mozemy jego definicje rozumie¢ dwojako: mozemy ograniczy¢ dziedzine 0
wylacznie do funkeji (form) rézniczkowalnych, na dodatek takich aby ich obraz nalezal

do przestrzeni docelowej, lub, poniewaz mamy zawieranie L* ¢ L}, C L}, mozemy
rozniczkowania rozumie¢ w sensie dystrybucyjnym, a dziedzina sktadac¢ si¢ bedzie z tych
funkcji (form) dla ktérych prad, ktéry jest ich obrazem ma swojego reprezentanta w
przestrzeni docelowej. (Inaczej méwiac miary, ktére sa wspotezynnikami otrzymanego

pradu dadzg si¢ wyrazi¢ jako fdA1™=P gdzie f nalezy do docelowej przestrzeni L? z
waga). W obu przypadkach operator 0 jest gesto okreslony, co wynika z faktu, ze funkcje
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(formy) gladkie o zwartym supporcie sa geste w L? z waga, o ile waga jest ciagla. W
obu wiec przypadkach mozemy méwi¢ o operatorze sprzezonym (5;—sprZQ20ny). Mozemy
tez, z naruszeniem konwencji, rozpatrywaé¢ w obu przypadkach 0 jako operator dziata-
jacy formalnie na funkcjach (formach) (wartogci operatora O niekoniecznie naleza do
przestrzeni docelowej, moze sie zdazy¢, ze [, |0 f|?e~YdA\*" = oo). Tak wiec, dla opera-
tora formalnego 0 rozumianego w pierwszym sensie, dziedzing bylyby wszystkie funkcje
(formy) rézniczkowalne, natomiast jezeli rozpatrujemy druga sytuacje, dziedzina bytaby
cala przestrzen L? z wagg. Mozemy tez rozpatrywaé¢ operatory formalnie sprzezone

(zdefiniowane na formach gtadkich o zwartym supporcie, zobacz rozdzial ,Oznaczenia
i konwencje”). Bardzo cenne sa réwnosci

0 —formalny, w sensie dystrybucyjnym|y, 5 = 0 —w sensie dystrybucyjnym

— w sensie dystrybucyjnym

0 —formalny, w sensie zwyktym|p = = 0 —w sensie zwyklym

— w sensie zwyklym

0 — w sensie dystrybucyjnym|p, 5 = 0 —w sensie zwyklym

— w sensie zwyklym
. . % . .
0y, —sprzezony zwWyk}Y|formy o wspéiczynnikach z ceo = 0,, —formalnie sprzezony

Drzieki tym réwno$ciom mozemy sie ograniczyé do badania formalnego operatora 0
rozumianego w sensie dystrybucyjnym, a nalezenie do ktoregos zawezenia bedzie kwestia
oszacowan normy lub (i) gladkosci funkeji (formy) na ktérej dziatamy operatorem. To

samo uczynimy z operatorem gw. Oczywiécie 0 w sensie dystrybucyjnym i 5¢ sq operato-
rami domknictymi (zob. Definicja 2.2.1). Metoda operatora 0 zbudowana jest na obser-

wacji, ze rozwigzywalnogé uktadu liniowego réwnai rézniczkowych (9 f = o daje nam
uktad %((%k - i%)f = ag,k = 1,..,n) sprowadza sie do wykazania pewnego oszaco-
wania. Pomyst ten jako pierwsi zaproponowali Garabedian i Spencer. Poczatkowo byty
problemy z realizacja tej idei w praktyce. Wiele waznych wynikéw zostato uzyskanych
przez Kohna. Wktad Hormandera do tej teorii polega na wprowadzeniu do rozwazan
przestrzeni z wagami. Okazuje sie bowiem, ze mozliwos¢ dobierania odpowiednich wag

w przestrzeniach L? stanowi klucz do rozwigzania wielu waznych probleméw.

Podstawa dalszych rozwazan jest nastepujacy lemat z [H].

Lemat 3.0.3 Niech T bedzie liniowym, domknietym i gesto okreslonym operatorem miedzy
przestrzeniami Hilberta Hy 1 Hy. Niech F' bedzie domknietq podprzestrzeniq Ho, zawiera-

jacg ImT'. Wtedy ImT = F wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje stata C taka, Ze dla kazdego

f € FnNDomT* zachodzi nierownosc

[z, < CNT"F

Dowdd: Jezeli obraz T réwna sie F, to z twierdzenia Banacha o odwzorowaniu odwrotnym
(zob. Twierdzenie 2.2.5) wynika, ze dla kazdego g € F znajdziemy u € DomT takie, ze
Tu = g i |Jullg, < C|lgllm,, dla jakiej$ uniwersalnej stalej C. Jedynym (drobnym)
problemem jest to, czy ImT jest przestrzenig Hilberta. Wynika to z domknietosci F'.
Odwrotnie, gdy f € F' N DomT™ dostajemy

[(frgrm| = [ Tuy | = (T fy w) | < ([Tl o, Cllgl s
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z nieréwnosci Schwarza (Twierdzenie 2.2.2). (Teraz wystarczy wstawié¢ f za g i dostajemy
konieczno$¢é warunku).
W drugg strone, jezeli g € F D ImT, to

g €ImT < Ju:Vf e DomT*, (u,T*f)u, = {9, [)u,-

Z danych w lemacie i z nieré6wnosci Schwarza dostajemy

[(f 9 as| < AT fl| e, Cllgl 12

jezeli f € F N DomT*. Z domknietoéci F' mamy przedstawienie Hy = F @ F1#2. Jezeli
h e Ft to (g,h)y, =01iT*h =0, co daje nam, ze nieréwnosé

(s 9 as| < AT f | Cllgl 12

jest trywialnie speliona réwniez dla f € DomT™* \ F' (rozkladamy f = f; + h,

f € F, h € F+m2). Ozancza to, ze odwzorowanie antyliniowe ImT* — C, zdefinowane na
elemencie T* f jako T*f — (g, f) m,, przedtuza sie, na mocy twierdzenia Hahna-Banacha
(Twierdzenie 2.2.3) do odwzorowania antyliniowego na calym Hi, a zatem z twierdzenia
Riesza (zobacz Twierdzenie 2.2.9) wynkia, ze istnieje element u taki, ze odwzorowanie to
ma postaé - — (u, )y, i

[ully = 1l = Cw, )il = (1T = (g, Fhall < Cllgllm,

przy czym na podprzestrzeni Im7™ mamy

(9, Y, = (w, T" fYp,, f € DomT™.

To oznacza, ze g =T f, a zatem mamy inkluzje F' C Im7T, a wiec zachodzi rownos¢.

W naszym przypadku F' bedzie przestrzenia (0,1)- form, zerowanych przez operator
0, (tzn. Ker0). Jest to podprzestrzen domknieta L%O,l)(D’ V), gdze ¢ jest gtadka, bo 0
jest przy tych zalozeniach operatorem domknigtym (zobacz Definicj¢ 2.2.1). Rozpatrzmy
sytuacje gdy dla kazdego elementu f € L?OJ)(D, ©9) , dla ktérego 0 f = 0 istnieje element
u € L*(D,¢),0u = f. Zgodnie z Lematem 3.0.3 jest to rownowazne z istnieniem statej
C takiej, ze

112

(0,1

(D) < CIT* fllz2pgr), | € DomT™: 9 f =0.

W istocie wykazemy nieréwnos$¢ mocniejsza

Hf“%? (D,p2) S C2<H5302Lp1 f“%Q(D,gOﬂ + H 5]0”%2 (D7<p3))7

(0,1) (0,2)

gdzie wagi 1, @9, (3 , beda ciggte. Bedzie to rdzeniem dowodu podstawowego twierdzenia
w tym rozdziale (3.0.5). Zanim przejdziemy do dowodu oszacowania Hérmandera doko-
namy pewnej redukcji.

Lemat 3.0.4 Jezeli istnieje cigg {Xj};?‘;l, X; € C°, funkcji o supporcie zwartym o wartos-
ciach w przedziale [0, 1] taki, ze dla kazdego zwartego zbioru K w D Fjo : Vi > jo, Xk =
1. Jezeli dodatkowo

e 0P < Ce®, e #|oyP<Ce?,j=1,2,.., (3.1)
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gdzie C' jest uniwersalng stalg, to (0,1)- formy gladkie o supporcie zwartym sq¢ geste w
Domd,,, NDom0, w topologii, zadanej przez nastepujacqg norme:

| llarap = 171122, Doy + 1D Flz2i + 13 Fllz2, , (Do

Dowod:Przede wszystkim zauwazmy, ze

n n

5;2¢1(Xjf) _ 2_6% 88 (xj fue ??) = Pt (%X;)fke @2+Z _emx.i(fke #2)

k=1 k=1 k=1

—eP1T2 0y - f—i—Xj oo - (3.2)

Niech f € Dom apwl NDom O i niech fi == x;f. Oczywiscie ze wzgledu na zwarty support
i ciagtos¢ wag, f; € Domgwp1 NDom d. Oczywiscie f; — f w topologii L%O 1)(D7 ©2), ze

wzgledu na cigglos$¢ catki wzgledem zbioru. Podobnie

ngf - 5f (WL%OQ)(D? 903)) i XJ P21 f - a%z% f (WL2<D> 901))

Konkretnie

105 =% 0 FlLa,, Dy = NOX) AL+ x50 = x50 fl3z, | (0.6
2.2.2 B (3.1)
< [ iape e 'S o [ 1gpe e,
b D
oraz

(3.2)

|| agpggol — Xj 84,02@1 f||L2 Dyp1) — H — e aX ' f + X 5@24p1 f — X 54,02g01 f”%Q(D,gm)

2oy e ean 'S o [ fperare
< | IF19xle < ¢ e :

Wyrazenia pod znakiem normy sa w obu przypadkach ograniczone niezaleznie od 7,
punktowo daza do 0, wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu
do granicy pod znakiem catki dostajemy

|| gf] X] 8f||L(0 2) 7(,03) - O’ || 5@2@1 f X] 8<pgg01 ‘]CHL2 7901) - O

Stad wynika, ze f; dazy do f we wszystkich trzech normach oddzielnie, a wigc takze
w normie ktora jest ich sumg. Forme f mozemy aproksymowaé formami o suppor-
cie zwartym, a te formy standardowo aproksymuje si¢ formami gtadkimi o supportach
zwartych (zobacz Twierdzenie 2.1.19).

Twierdzenie 3.0.5 (Oszacowanie Hormandera) Niech D bedzie obszarem pseudowy-
pukltym w C" i niech ¢ € C*(D), bedzie funkjq $cisle plurisubharmoniczng takqg, ze

2)> X7 < Z@z XXk,zeDXGC” (3.3)
j=1 30
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(D) i 0g = 0 w sensie
dystrybucyjnym, to istnieje u € L*(D,p),0u = g i zachodzi nastepujgca nierdunosé:

gdzie c jest dodatnig, cigglq funkjq na D. Jezeli g € L%0,1)

Jloc

2
_ g©- _
/ lu|?e~?dA\*" < —’ | e Pd\",
D D €
o ile prawa strona nierownosci jest skonczona.

Zauwazmy, ze twierdzenie to niesie dwie istotne treéci: ze problem O przy takich
zalozeniach zawsze ma rozwigzanie, oraz oszacowanie na norme rozwigzania.

Dowod: Pierwszym krokiem w dowodzie bedzie skonstruowanie odpowiednich ciggtych
wag 1, 9, w3 takich, aby spetniaty zatozenia Lematu 3.0.4.

7 pseudowypuktosci i Lematu 2.1.11 wynika istnienie gladkiej i Scidle plurisubharmo-
nicznej funkcji wyczerpujacej n. D, := {n < a}, jest podzbiorem relatywnie zwartym
w D. Stad, ustalajac a, mozemy wybraé¢ ¢ € C(D) : ¢\p,., = 01 e ¥c jest funkcja
ograniczong na D. Szukajac ciggu x;, spelniajacego zatozenia Lematu 3.0.4, zauwazmy,
ze skoro supporty funkcji x; — 1 maja wyczerpywac¢ D, to z géry mozemy zalozy¢, ze
Xi|Dy» = 15 Vj. Mozemy tez zalozy¢, ze

|0 x;|* < Ce, (3.4)

dla statej C' niezaleznej od j. Wybierzmy wypukla funkcje x > 0, klasy C*(R) taka, ze
K|(—o0,a) = 0 (dla naszego ustalonego a), k(1) > 2¢, oraz dla pewnego ustalonego ¢

) % N s
K ( )jklazjagk j k_< +8)|8¢| ;1! i, Vze D, vX €C (3.5)
Definiujemy

p1:=p+K(N) —2¢, pa:=p+KM) =Y, v3:=¢+kK0).
Ze wzgledu na ciaglto$¢ sktadnikéw w sumach, funkcje 1, @9, ¢35 sa ciagte. Mamy
(

4
e~ %2 ng‘Q 3§) e RMFY 1Y — o1
— (3.4)
e~ 3| an|2 < e~ PR eV = g—¥2,

Zatem przy tak wybranych wagach C5 ), sa geste w Dom 5%2@1 NDom d w normie ||-|| graph;
a wiec drugi krok, jakim bedzie wykazanie nieréwnosci

1712, Do) < C2U By FIepiony + 13512, 0))s | € DomT,,., MDom, (3.6)

sprowadza sie do wykazania tej nierownosci dla f € C?&l)o' Zauwazmy tez, ze warunek
k(n) > 21, nalozony na poczatku dowodu na funkcje x daje nam

pa—p—Y=p+kn)—Y—9p—1>0. (3.7)

21



Operator d,,, dziala wedlug wzoru:

7" r(n)— < d — —K
) f= PR =29 —(e o+ (n)fj)

Y2p1
Z .
=1 9%
(zobacz rozdziatl ,Oznaczenia i konwencje”). WprowadZmy pomocniczy operator

0
§.q = P _—_(ge—p—r0)
19 = e (ge )

Jest to analogon operatora ¢; wprowadzonego w Lemacie 2.4.1, z uwzglednieniem faktu,
ze mamy w tej sytuacji inne wagi. Odnotujmy wazng wlasno$¢ operatora 9;. Niech
u,v € L2(D, ¢ + k(n)), beda gtadkimi funkcjami o supportach zwartych. Wtedy

0

0
(05U, V) L2(Dyptw(n)) = / PR _Z (ye= R )ge e r g\ — / —— (ue™?7RM)GAN
' D 0 Zj D 0 Zj

21.20 om0 gy _ _/ O e _ gy — O
/Due 32»U Duaz‘ve <U7 85-U>L (Dp+r(m)-
(3.8)

J J J
Oczywiscie

€' Dy f=—00-F = _6if;.
j=1

Stad dostajemy, ze

/D‘]Z:éjfj

2 %
e N = /D €9 0y [+ O - fLPe 7 DaN =

- / (8,0 P20 97K @p20 4 / |04 fPe ¢ N>+
D D

—k JR—

+/ 2Re<€¢(a§02901 f)aw . f)efﬁpfﬁ(r])dAzn.
D

7Z nieréwnoéci Schwarza i elementarnej nieréwnoéci 2ab < ea? + §b2
< [ 18, sPe i s [ |00 ge iy
D D

_x 1
v [ (T SN+ 2 [ |00 fPe e i,
D €Jp
gdzie € jest tym samym ¢, ktore ustaliliémy przy definicji &.

— 1 <~ 10f Ofe
9P =32 |55 5%
i

2

07z 027
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Wspblezynnik % pojawia sie dlatego, ze sumujemy po wszystkich j i k, a nie tylko po

rosngcych wskaznikach
af] af] afk
_Zlazk‘ _Zﬁzkﬁz] (3.9)

82(90_’_’%( )) P K ( 2n 24) 0 d —p—k(n) 7\2n __
/D 0z; 0z fifxe ' /anjﬁzk 0z’ ]f])fke A" =

0 - 0
:/ [( P S fr — (a_zk(sjfj)fk} e PN = <5ja_zkfj7fk>L2(D,so+n(77))+

z

(38 , 0 0
( 5 i [ fr) L2(Dotn(m)) = (a—zkfj, e Je) 2D rm)) + (0515, Onfr) L2(Dptn(n)) =

— [ (5155 - gfﬂgf’“) ol gn

Sumujadc te nieréwnosci po j i po k dostajemy

2
/ 8 (¢ +k(n ))f]fk —p—k( d)\2n < /‘Z(gfj e PR g2 4 /]8f|26 e—r(n) 7)\2n
D

Pyt 0z; 0%

_x 1 Cor n _
< (1+¢)] Dy flle2(pypyy + (1 4+ g) /D |fI?| 0| (M gr2n 4 [ 8in§0’2)(D,@3)-

Scista plurisubharmonicznoéé ¢ (3.3) daje nam

101122, , Doy + (M Dy Fllrzipony = /D (c—(1+ >|a¢| )| fPe P r N4

— & k(n) —p—r(n) 7\ 2n
+/282382 f]fk Fremax?

Ostatnig catke mozemy oszacowaé od dotu

2
e PRI AT
J

"32() o — [ | S p 00
L g

" 9%y
/ p—r( 2n
+/;K(n) Z azjaz f]fk:e >\

W zalozeniach na funkcje x mamy (3.5)

n 827’] o 1 n
! XX, > (14 - 2 X2

po podstawieniu X; = f; i oszacowaniu dostajemy

n 2 B 1 n
/ Z 0 /‘f(n) fjfke—go—n(n)d)\Qn > / (1 + _>| a¢|2 Z |fj|2€—4p—n(n)d)\2n
jh=1 0 FTOEk D€ j=1
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Ostatecznie

/ | D[ f[2e PN = / (e = (14 D10wP + (14 )| 9w [fPeme 0 <
D D g £

< ||af||L2 D@3)+(1+6)Haip2§01 f”L2 7301)7

gdy f jest forma gladka o supporcie zwartym, a zatem z Lematu 3.0.4 dla kazdego

f € Dom d. _ NDomd.

p2$1

W zalozeniach na g mamy, ze

g€ L%O,l)loc(D>7 dg=0, g€ L%O,l)(Dv ¢ +log(c))
Stad mamy

(3.7) —p
/ lglPe?2d\" < / |g|2€—ce_wd)\2"
D D ¢

7 ograniczonosci ce ¥ iz g € L%o,n(Dv ¢ + log(c)) dostajemy, ze g € L%O,l)(D? ©2).

(g, )z

— — _ 2
P =] [ @R+l + ot g e ] <
D

L 1)(D

%)
_ _ _ e 2 2 Tw.2.2.2 e~ ®
<( / 91T g Tt gn ol S Ve e R ax ) S / g =A™ / c|f[Pem2e T edp
D Ve D ¢ D

Wage w drugiej catce mozemy oszacowac

(3.7)
2ptpo=—pr—po—kM)+V+e < —p—p—p—rn)++p=—p— k().

2
< / 9P Sdnn / o fPe PN <
D c D

_x e ¥ "
(” afHL2 (D,p3) + (1 + 8)” 8@2@1 f”%Q(D,cpl)) /D ’g|27d)‘2 :

(0,2)

Stad szacujac dalej

Gdy f € Domd.

o2y Udowodnimy, ze

6 n
9. 1123, iol” < (14N Do Aizioim [ 0P,

czyli, ze mozemy si¢ pozbyé czynnika || O f H2 Najpierw rozpatrzmy sytuacje

(Dyp3)”
2)

gdy f € Domd, 0f = 0. Jest to tredcia przed chwilg udowodnionego oszacowania.
Gdy f L Kerd, to (g, f) 2 L2 2)(D7¢3) = 0, poniewaz d g = 0, czym dokonaliémy przejécia z

Dom 8 ﬂKer 0 na Dom 8

P2p1°
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W trzecim kroku wykorzystamy stabg zbieznos¢. Z Lematu 3.0.3 istnieje wige element
u, € L*(D, ;) (rozwigzanie problemu du, = g), zalezny od a, ktére ustaliliémy na
poczatku dowodu, oraz od ¢ taki, ze

/\u 2e™#1d\*" < (1 +¢) / ]9]2 )\2”

©1 = ¢+ k(n) — 29, co z whasnosci funkeji k, oraz z zerowania sie ¢ na D, 1 daje nam
©1 Dt = = . 7Z twierdzenia Eberleina (zobacz Twierdzenie 2.2.13) mozemy wybraé ciagi
{1521, &5 \0i{a;}52,, a; / oo takie, Ze u,, jest stabo zbiezny w L*(D,), dla kazdego
a, do granicy u. (Istotne jest tu, ze waga jest ciagta, a wiec przy D, zwartym, zawartym
w D, zbiory L*(D,) i L*(D,, ¢) pokrywaja sie). Trescia rozdziatu 3.1 jest fakt, ze Ou = g
w caltym D. Dla kazdego a graniczna funkcja u bedzie spetnia¢ nieréwnosc

—p

/ |u|26_‘pd/\2”§/ 92— A,
a D ¢
—p

/|u|26—%0dwg/ g2 S— A,
D D c

Nieco prosciej dowodzi sie oszacowania stabszego niz oszacowanie Hormandera, w
ktorym dodatkowo prawa strona nieréwnosci jest pommnozona przez 2.

Istnieje wiele wersji oszacowania Hormandera. Szczegdlnie przydatna w zastosowa-
niach jest nastepujaca (zobacz [D1] lub [Be2]).

Stad tez

Twierdzenie 3.0.6 Niech ¢ bedzie Scisle plurisubharmoniczng funkcjg klasy C?% na ograni-
czonym obszarze pseudowypuktym D. Niech g € L(20 1 .10e(D) bedzie O zamknigtq formaq.

Wtedy istnieje u € L, (D) taka, ze Ou = g i

/|u|2 —<pdA2n /|g|2aa —<pdA2n

gdzie |g|§85w oznacza Y7 9" gigy, gdzie o** to macierz odwrotna do [

8% }
821' 82k j,k:l,..,n

Ogolniejsza wersje, bez dodatkowych zatozen na plurisubharmoniczng funkcje ¢ mozna
znalez¢ np. w [Bll] lub [BI2]. Wersja ta ma znaczenie np. w problemach zwiazanych
z metryka Bergmana (zobacz np. [BI2]), prawa strona nieréwnosci to norma formy g
wzgledem metryki kithlerowskiej i 00 .

Dowdd: |g|?65‘p jest najmniejsza funkcja h taka, ze ig A g < hi 90 ¢ jako nieréwnosé
pradéw. Stad oszacowanie sprowadza sie do wykazania, ze

[ peeaen < [ ppesae,
D D

dla kazdego h takiego, ze ig A g < hi 00 ¢. Dalej dowdéd w duzej mierze powtarza dowdd
Twierdzenia 3.0.5. Teraz funkcje k£ musimy wybraé tak, aby

K'(n)iddn > (1+ )|31p|2138|zl2

Reszta dowodu to mechaniczne powtérzenie rozumowan z uwzglednieniem nowej funkeji
K.
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Twierdzenie 3.0.7 Niech ¢ bedzie funkcjq gladkq. Jezeli g jest 0-zamkniegtym (0,1)-
pradem, zdefiniowanym w pewnym otoczeniu D i u jest L' funkcjg na D takq, ze

L/‘g-ae¢dA”l:t/‘u5;a£¢dA%1 (3.10)
D D

dla wszystkich gladkich, 0-zamknigtych (0,1)-form o na D, spetniajgcych warunki brzego-
we 0- Neumanna, to Ou = g w sensie dystrybucyjnym.

Dowd6d: Twierdzenie to sprowadza si¢ do sprawdzenia gestosci tych form. Wiemy, ze
geste sa formy gladkie o supporcie zwartym (poniewaz ¢ jest gladka, formy te naleza
do przestrzeni L?*(D,)), a wigc bazujac na informacji o tym, ze wzor zachodzi dla form
takich jak w twierdzeniu, wystarczy udowodnié¢, ze wzor ten zachodzi dla dowolnej gtad-
kiej formy o supporcie zwartym w D. Wezmy dowolna taka forme Oi Mozemy forme o
roztozy¢ jednoznacznie o = a' + o2, gdzie o' € Ker 0, a? € (Ker5>

(a? jest rozwigzaniem Kohna pewnego problemu d, poréwnaj Lemat 3.2.6). Z regu-
larnosci problemu 0 (patrz rozdzial 3.2, z zastrzezeniem, ze w tym przypadku mamy
formy a nie funkcje) wynika, ze a!, a zatem i o? sg gladkie.

90=0=Tmd C Kerd = o> 1Tmd = 0, 0> = 0

i a? spetnia brzegowe warunki -Neumanna. Prawa strona wzoru (3.10) zastosowana do
formy a? wynosi zero. Poniewaz g mozna aproksymowa¢ d-zamknigtymi formami (zobacz
Twierdzenie 2.1.19), po przejéciu do granicy otrzymujemy

/ g-ae Yd\" =0
D

Oczywiscie. ze zwartosci supportu a wynika natychmiast, ze brzegowe warunki 9-Neuman-
na spetnia tez forma o'. 7 zalozenn mamy, ze dla formy o' zachodzi réwnosé. Ostatecznie
dla formy o dostajemy

/ g-ae Yd\™" = / g-ae Vd\ 0 = / ugz, ale ™A\ +0 = / 115:; ae YA "
D D D D
Teraz z dowolnosci wyboru « i gestosci dostajemy wynik.

Twierdzenie 3.0.8 Jezeli g 1 D sq jak powyzej i nieréwnosé

‘/g-&e‘wd)\%
D

gdzie % jest catkowalng i niewjemng funkcjq, zachodzi dla wszystkich gtadkich, 0-zamknie-

2 % e_w
go/ﬁ%mk—@%
D T

tych form a, spelniajgcych brzegowe warunk: 0-Neumanna , wtedy istnieje u takie, ze
du = g (réwniez w sensie dystrybucyjnym) i

/ lul*re ¥ < C.
D
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Dowdd: Powtarzajac rozumowanie z Lematu 3.0.3 znajdziemy element v taki, ze

— ¥
/ g-ae?d " = / v, oze—d)\Zn,
D D T

dla wszystkich «, speliajacych zatozenia twierdzenia i
TN
|o|*——d\*" < C.
D T

Niech u := Z. Oczywiscie powyzszy wzor daje nam fD lul*r e¥d\ < C'i

/|u\d)\2” 2 /|u\2Te¢dA2"/ C N < o,
D

czyli u € L'(D). Z Twierdzenia 3.0.7 dostajemy du = g.

3.1 Stabilnoéé operatora 0 wzgledem przechodzenia do stabych
granic

Staba zbiezno$¢ w przestrzeniach L? z wagami charakteryzuje si¢ tym, Ze nie musimy
sprawdzaé zbieznosci dla wszystkich funkcjonatéow (zobacz Definicje 2.2.7), lecz jedynie
dla tych postaci f(u) = (u, f), gdzie f jest funkcja (forma) gtadka o supporcie zwartym.
Wynika to z gestosci tych ostatnich w wyjsciowej przestrzeni.

W tej czesci przedstawimy dowdd nastepujacego faktu

Twierdzenie 3.1.1 Jezeli {u;}32, jest ciggiem elementéw z L*(D,v) N Dom 0, stabo
zhieznym do elementu v € L*(D,v) (tzn. w topologii o(L*(D,), (L*(D,))") wprowa-
dzonej na zbiorze L?(D, ) , to 3uj dqzy stabo do Ou.

Zauwazmy, ze jest to specyficzna cecha operatora 0, bowiem oznacza to, ze operator ten
jest ciagowo stabo ciagly, a wiec wtasnos¢ ciagtosci w normie przechodzi na ciggltos¢ w
stabej topologii.

Dowdd: Gdy waga jest gtadka, jedynym problemem jest czy u € Domd. Jezeli tak
jest, to dla dowolnej formy gtadkiej o supporcie zwartym «

— o m — —k
/Da“j @A\ = <8Uj704>L§0’1)(D,¢) = (uj, 0y @) L2(D )

5#} a jest funkcja gtadka (tu istotna jest gtadkosé wagi) o supporcie zwartym, a wiec ze
stabej zbieznosci u; mamy

<Uj75; Q) L2(Dy) — <U75; Q) 12(Dy) = / “5; ae VAN = / T-ae?d\™,
D D

czyli guj dazy stabo do T, dla jakiego$ pradu 7. 0 jest operatorem domknietym wiec
jego wykres jest domkniety w L?(D, 1) x L2O 1)(D 1), a zatem stabo domkniety (jest to
fakt z analizy funkcjonalnej, dotyczacy stabego domkniecia zbioréw Wypuklych) Skoro
u; dazy stabo do u, u; jest stabo zbieiny, wiec u € Domd i T = lim; .o, du; = du.
Przypadek ogélny osiagamy poprzez regularyzacje wag (zobacz Twierdzenie 2.1.11).
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3.2 Regularnoéé problemu 0

Regularnoéé problemu 0 jest ciekawg wtasnoécia operatora 0, szeroko badang w litera-
turze. Dowody przedstawione w tej czesci bazuja na ksiazce [K] (zob. tez [F-K], gdzie
cze$¢ dowodow uzywa metod analizy Fouriera).

Lemat 3.2.1 Niech g € C2°(R™) bedzie gladkq funkcjg o supporcie zwartym. Wtedy

0" g( n
90 < [ |5 ix

Dowd6d: Dowdd przebiega indukeyjnie:

// / 090 gt // / " g(t)
8t18t2 8t nol-00 = Ot 0ts..0t, 11—

zwazywszy na fakt, ze mamy funkcje o supporcie zwartym, element pod catky brany w
punkcie —oo znika, a wigc dostajemy

-1t 1 Tp) 0 g(t1, o, 3, .0y Ty)
/ / / atlatz atn ;G100 = ‘/_oo ot dt = 9(@).

Zatem
“m e gl o)
- Y a0 - dty] < [ |2 8Y e,
2)l ’/_OO/_OO /_matlat2..atndt”dt" 1-dhy —/Rn‘atlatz..atnw

Lemat 3.2.2 Niech g : R" — C bedzie funkcjg o supporcie zwartym takq, ze

((%)ag € L% VYa—wielowskaznik : |a| < n+1, pochodne brane sqg w sensie dystrybucyjnym.
(Takie funkcje tworzq tak zwane przestrzenie Sobolewa). Wtedy g prawie wszedzie réwna
sie funkcyi ciggle;.

In

dtn 1- dth

Dowdéd: Regularyzujemy funkcje g. = g * ¢.. Prostym rachunkiem mozemy wykazaé

G2l ey =152 s

321 O\ (1,.,1,2,1.1)
H 0w, gEHLOO(R") (8_x> Ye

Wynika stad, ze funkcje g. tworza rodzine réwnociagla, a wiec mozemy sposréd nich
wybraé cigg zbiezny lokalnie jednostajnie. Granica jenostajnie zbieznego ciggu funkcji
ciggtych jest ciggla. Jednoczeénie g. — g w L?, a wiec g prawie wszedzie réwna sie
uzyskanej ciggtej funkcji graniczne;j.

L2(Rn)
stad

< Q.
L2(R™)

Twierdzenie 3.2.3 (Sobolew) Niech g : R" — C bedzie funkcjg o supporcie zwartym
takq, ze ( ~)*g € L? | dla wszystkich |a| < n+1+k, wtedy g prawie wszedzie réwna sig
funkcyi klasy CF(R™)
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Dowod: Twierdzenie to udowodnimy przez indukcje. Podstawa indukcji bedzie Lemat
3.2.2. Przypuéémy, ze udowodniliSmy juz twierdzenie dla wielowskaznikow do rzedu s.
Na mocy zalozenia indukcyjnego %g jest klasy C*~"~1(R"), Vi € {1,..,n}, przy czym
s—n—1> 0 czyli wszystkie pochodne czastkowe sa ciaglte. Stad g € C*7"(R"). Ostatecz-
nie dostajemy g € C*(R").

Lemat 3.2.4 Niech D C R" bedzie dowolnym zbiorem otwartym i niech g : D — R bedzie
taka, zZe ( ~)%g € L}, dla wszystkich a. Wtedy prawie wszedzie g réwna si¢ funkceji klasy
C™.

Dowdd: Oczywiscie dla funkcji o supporcie zwartym byltby to bezposredni wniosek z
twierdzenia Sobolewa. Niech n € C>° wtedy funkcja ng ma zwarty support, kazda
pochodna dalej nalezy do L? , bo wszytskie pochodne funkcji gtadkiej o supporcie zwartym
s3 ograniczone, a zatem na mocy twierdzenia Sobolewa 7g jest funkcja klasy C*°. Z dowol-
nosci n (mozemy te funkcje tak wybraé, aby byta réwna jedynce tozsamosciowo na dowol-
nym zbiorze zwartym, zawartym w D), dostajemy, ze g jest klasy C* na wnetrzu kazdego
takiego zbioru. Wyczerpujac zbiér D zbiorami zwartymi otrzymujemy, ze g € C*(D).

Mozemy teraz przystapi¢ do rozpatrzenia sytuacji zespolonej. Oczywiécie R?" = C", a
wiec powyzsze rozumowania przechodza bez zmian na obszary zespolone. Naturalniejsze

jednak w tej sytuacji jest rozpatrywanie pochodnych 5 %.

Lemat 3.2.5 Jezeli f € L*(C") jest funkcjq o nosniku zwartym (nie zakladamy glad-

kosci), oraz cf?Tf € L% dla j = 1,..,n to réwniei pochodne sprzeione % € L? oraz
Zj J

zachodzi réwnosc

L2(C™) Haz] L2 (cry

H(‘?z]

Dowod: Najpierw zatézmy, ze f jest gtadka. Poniewaz f ma support zwarty, to jej norma
w L? (i wszystkich jej pochodnych) jest réwna normie na kuli o dostatecznie duzym
promieniu B,,. Z twierdzenia o catkowaniu przez czesci (Twierdzenie 2.1.20) mamy

az] L2(B,) B, 6zjazj B, 82982]
af n
)\Zn )\Qn l
/ UPPrES azj a— T ) oz
Calka po brzegu znika, bo funkcja ma zwarty support. Jednoczesnie
H [ 0L OF jon [ OFOF yon
07, llL2®,) B, 82]87:] B, 8238%

of
2n —> 2n—1
/f(?z]az] AN f(?zj ax

i takze catka powierzchniowa znika, a pozostate skladmkl sg sobie rowne. Teraz z gestosci
funkcji gltadkich o supporcie zwartym w L?, mozemy aproksymowaé dowolng funkcje z
kontrola pochodnych. Zwartos¢ supportu funkcji aproksymowanej gwarantuje, ze cigg
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funkcji aproksymujgcych mozemy wybrac tak, aby miaty supporty wspoélnie ograniczone
(poréwnaj Twierdzenie 2.1.19).

0 0 0 0

5= f+_f,f(f—_)
X 0 Zj 0 Zj 0 Y; Z] 07%;

a wiec stosowne twierdzenia dla (%) przenosza sie na twierdzenia w ktérych mamy

a B
((%) (%) (nie ,omijamy” zadnej pochodnej czastkowej rzeczywistej).

Twierdzenie 3.2.6 Niech D C C" bedzie obszarem pseudowypuklym. Niech f bedzie O-

zamknietq (0,1) formaq, dla ktorej <a%> ( ) feLi Vol |a+|8] <s, dla pewnego
ustalonego s. Wtedy kazde rozwigzanie u, problemu 0u = f posiada wlasnosé
d\2r 0\P
(53) (57) weLievaBilal +[8] < s+1.

Dowod : Pierwsza obserwacja jest, ze jezeli jedno rozwigzanie posiada tg wtasnosé, to
kazde rozwiazanie ja posiada.
Niech u i v/, beda dwoma rozwigzaniami. Mamy wiec

Ou—u)=0u—0u =f—f=0.

Ustalmy n € C°(D)
O(u — u')n on _ 2
e Sl VA W)L e 12,
7z, =0+ (u—u )82] €

dla kazdego j. Z Lematu 3.2.5 to samo dotyczy pochodnych . Iterujac rozumowanie

0z 0z

(tzn. mozna znalezé funkcje klasy C*°, ktoéra prawie wszedzie réwna sie n(u — ') ), a
zatem powtarzajac rozumowanie z wyczerpywaniem dostajemy u—u' € C*°(D). Zatem z
u=u'+ (u—u') i nieréwnosci trojkata dla stosownych norm dostajemy teze. Oczywiscie
trywialnym wnioskiem z powyzszych rozwazan jest fakt , ze jezeli f € Li. (D)idf =0
(ta réwnosé traktujemy jako réwnos$¢ pradéw, w sensie dystrybucyjnym) to funkcja f
prawie wszedzie réwna sie funkcji holomorficznej. Wystarczy wiec wykazaé¢ wtasno$é
dla jednego rozwiazania. Niech u bedzie rozwigzaniem du = f, gdzie f ma wlasnosci
zalozone w twierdzeniu. Teraz zalézmy, ze wszystkie pochodne czastkowe u do rzedu
s' <s (tzn. |a| +|8| < &) naleza do L7 i niech n € C3°(D). Zatem

« B
dostajemy, ze (i) <i> n(u—u') € L?, Va,3. Stad z Lematu 3.2.4 n(u — u') € C*

loc

=/ 0N\¥/ ON\F dN\>r ON\P, = O\>s 0\P
M(5z) (52) m=(52) (72) win+(5z) (57) on
(az) \5z) ™ =15z) \57) won+5z) (5z) )
rozniczkowanie rozumiemy jako rézniczkowanie po wspoétezynnikach. Wszystkie pochodne
czastkowe 1 sa ograniczone, co wynika z gtadkosci i zwartosci supportu. W obu sktad-
nikach sumy, stosujac regute Leibniza dostajemy sume iloczynéw pewnej pochodnej wspot-

czynnika formy (pradu) f lub u, ktére z zalozenia nalezz% do L}, i pewnej pochod-
nej funkcji n. Stad wszystkie wspétezynniki O (%) (%) nu nalezg do L?, a skoro
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« Jé] « B
%(%) <%) nu € L* to na mocy Lematu 3.2.5 réwniez %(%) <%) nu € L2
Vj € {1,..,n} Czyli mamy wtasnos$¢ dla s’ + 1. W ten sposob indukcyjnie® dowodzimy
wtasnosci dla pochodnych nu do rzedu s + 1, zatem wyczerpywujac obszar dostajemy

oszacowania dla wszystkich pochodnych do rzedu s 4+ 1 dla .

Twierdzenie 3.2.7 (regularno$¢ problemu 0) Jezeli D C C" jest obszarem pseudo-
wypuktym, f jest O-zamknigtq (0,1) forma o wspdlczynnikach gladkich to kazda funkcja
u taka, Ze Ou = f, jest gladka na D

Dowod: Wybieramy u. f ma wspotezynniki gladkie, a wiec w szczegdlnosci nalezg one
(i wszystkie ich pochodne) do L? .. Rozpatrujac zestaw wszystkich pochodnych do rzedu
m—1, z Twierdzenia 3.2.6 dostajemy, ze wszystkie pochodne do rzedu m funkcji u naleza
do L? .. 7 Twierdzenia 3.2.3 dostajemy, ze u jest klasy C™ 2"~! . Przy m — oo zawsze
mozemy wybieraé¢ to samo rozwigzanie, wiec dostajemy u € C*, co razem z obserwacja w
Twierdzeniu 3.2.6 daje nam gladkos$¢ wszystkich rozwiazan (oczywiscie gtadko$¢ modulo
zmiana na zbiorze miary zero).

Teza Twierdzenia 3.2.7 jest prawdziwa wytacznie dla funkcji, dla form nadal prawdziwe
jest twierdzenie, ze istnieje rozwigzanie gladkie (takie jest rozwiazanie Kohna, patrz
ponizej), lecz nie wszystkie rozwiazania musza by¢ gladkie. Dowdd tych faktéw jest
jednak trudny.

Rozwiazania O u = f stanowia podprzestrzen afiniczna przestrzeni Hilberta L%p’ 2 (D, 1)

(waga i bistopieni nie sg tu istotne), postaci u’ + KergﬂL%p q)(D, 1), gdzie v jest jed-

nym, konkretnym rozwigzanienm. Mozemy zatem wybracé z tej przestrzeni jedyny element

u taki, ze u J_L? [(Dyp) Ker@ﬂL%p o(D:p1). Ten element u nazywamy rozwigzaniem
P,q ) )

Kohna (lub rozwigzaniem kanonicznym) du = f.

4 Dowdd twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego

W tej czesci przedstawimy dowodd Twierdzenia 1.0.2. Dowdd bedzie przebiegat w kilku
etapach. Najpierw, wykorzystujac wzor z Lematu 2.4.2, bedziemy dazyli do otrzymania
oszacowania, ktére gwarantuje istnienie odpowiedniego rozszerzenia (podobna techni-
ka zostata wykorzystana w Twierdzeniu 3.0.5). Przedstawione rozwazania w istocie sa
bardzo bliskie do metod uzytych w [Bel]. Na koniec, wykorzystujac procedure wyboru
stabo zbieznego podciggu i aproksymacje, wykazemy, ze twierdzenie zachodzi dla szerokiej
klasy obszarow.

Zanim rozpoczniemy wtasciwy dowod, wykazemy prosty fakt, ze Wniosek 1.0.3 wynika
z Twierdzenia 1.0.2. Wystarczy podstawi¢ 2(Gq(0, z1) — log |z1]) za ¢(z1,2"). Na mocy
klasycznych twierdzen o usuwaniu osobliwosci, jest to harmoniczna funkcja zmiennej z1, a
wiec plurisubharmoniczna jako funkcja zestawu zmiennych. Oszacowanie jest optymalne
pod wzgledem obszaru 2 (ale nie pod wzgledem stalej 47), poniewaz pojemnosé jest
niezerowa gdy {2 ma niepolarne dopelnienie w C (zobacz definicje pojemnosci 2.1.8), co w
jednowymiarowej sytuacji jest rownowazne istnieniu niezerowej, catkowalnej z kwadratem
funkcji holomorficzne;j.

2

podstawa indukcji jest fakt, ze u (pochodna rzedu zerowego) nalezy do L
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Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze przekréj DNH jest identyczny z {z; = 0}ND.
Przy tym zatozeniu log d(z, H) redukuje sie do log|z].

4.1 Przypadek gladki i ograniczony

Niech D bedzie ograniczonym obszarem, o gtadkim brzegu, zdefiniowanym jako podpo-
ziomica p < 0, C* i &cidle plurisubharmonicznej funkcji p. Oczywiscie D jest $cisle
pseudowypukty. Niech waga 1) bedzie plurisubharmoniczna i (tymczasowo) zat6zmy, ze
jest ona gtadka.

Niech

¢’ = sup{ip(z) + 2log |z}
zeD

Niech w = = (¢ + 2log |z |-¢'). Wspolezynnik £ pelni funkcje normalizujace. Oczywiscie
D C {w > 0}. Wtedy

_ _ijE(Z)

— 0510 z21= )
= 5101 fbfz =0} (2)

wj%(z)
gdzie fiy.,—o} 0znacza 2n — 2-wymiarowg miare Lebesgue’a skoncentrowang na {z = 0}.

Z nieujemnosci w, plurisubharmonicznodci ¢ i p, jak i z d-zamknietosci a, oraz warunkéw
brzegowych 0-Neumanna, wzor z Lematu 2.4.2 przybiera postac¢ nastepujacej nierownosci:

i T\ Z _x
/ |a1’26¢/fl{21_0}+/ Z Spjk‘( )ajakewdAZn_'_/ w]8¢a|2e*wd)\2”
b D jr=1 D

T

< 2Re/ wég; a-ae Yd ",
D

Pierwsze dwie catki pochodza z tego samego sktadnika wzoru. Sa to stosownie catki po
singularnej i regularnej czesci miary ktérg dostajemy. Dalej

= 2Re(w 55; Q)2 (pyy = 2(w 5:, 04,5; Q) 12(D) — 2R€<5; adw,a)s (Do)

(0,1) (0,1)
= 2/ w| 5; alfe™VdA\" — 2Re/ 5; adw - ae Yd\™".
D D

Z plurisubharmonicznosci ¢, otrzymujemy

/ oy |[Pe™ Y d A2 (4.1)
{Z1:0}ﬁD

- 21 -¢) =¥ = 21 ¢
</ o+ 2log ] C)lawaﬁewdv"m/ !a¢a|]8(‘p+ og|al-c ) ﬂ‘e*”d)?”.
D T D @

Teraz wybierzemy nowe w i powtérzymy powyzsze rozumowanie.
Niech w = 1 — ¢?¥F2loglzil-¢) (5§ domyélnie ma by¢ liczbg nieznacznie mniejszg niz 1).
82
0 Zi 0 Zj

<1 _ eawulogw-c’)) _9 [ _ Blpt2loglalc) (5%_ N 5&1‘5)]
@zi ! Z1
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ozt l-c 0,10 01,50
= — Hler2loslalke) [580zizj + ;101,50 f14z, =0} + (&Pzi + > )(5902j + _—J>]

1 Zj

sktadnik ze skoncentrowang miarg znika, bo ef(#+2leslzile) — 0 na {2 = 0} N D.

[ Pslh) 570 4 2logfa-c) -af e ax -
D

/Ze (¢+2log |z |-c )<5¢ +5215>(5%j+5215>a1% —¥ J)\2"

i,j=1 ! J

S/Deé<sa+2log|z1-c’> zn: [5%% (5%1 5@'215) (5%J_+52a5>]a1 e tdA

ij=1 ! J

Sktadnik pod suma to dokladnie 5= a*
nicznie powtorzy¢ rozumowanie dzieki ktéremu dostalismy wzér (4.1). Ostatecznie dosta-

jemy

(1 — eflpt2logla-c) )aﬂj. Stad mozemy mecha-

< / (1 — eflet2loglalc)y 5; al? eVd\" —|—2/ |8¢ af|9(1 — efletloglale)y G| g g A2
D

_ / (1 B eé(go+210g|z1|-c’))|5;a|2 6-wd>\2n+
D

+2/ |5; af flet2loglale) | 5 [5(90 +2log |z ]-¢)| - @l eV dN*.
D

Uzywamy elementarnej nieréwnosci zy < a2 + %lyQ w drugiej calce i przestawiajac sktad-
niki dostajemy

[ sk B w) af e (12)
D

2 5(o+2log |z |-¢ =" 2 - 2n 4 =* 2 - 2n
SE/D(HQ(W k)5 af? X < < 10, et dn.

Stosujac nierownosé zy < Lt + SEEEI 2 (o (4.1) i uzywajac (4.2), dosta-
jemy
/ oy |[Pe ™V d A2 (4.3)
{Z1ZO}QD

1 1 2 2
a(1 4 -1 2n
= /D | aw a| <7r log ep+2log|zil-¢’ + 7 ed(p+2loglal-¢’) + 7T62) ax™

co jest (znowu poprzez elementarng nieréwnosc log -5 + 2 + % < (24 &)=, dla z < 1)
majoryzowane przez

'w 2n
2+52 /|a 5 et (4.4)

S(p+2log \21 |-c

Jak zauwazono w [Bel], § gwarantuje, ze ostatnia calka jest skoriczona (zauwazmy, ze ¢
jest gtadka, a wiec lokalnie ograniczona).
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Niech g = f 5%. Jezeli a jest gladka, O-zamknietg forma spelniajaca brzegowe
warunki O-Neumanna, dostajemy

‘/g-@e'wd)\zn
D
Tw.2.2.2

< 7r2/ |a1|2€—w{zlo}md)\2n—2/ |f‘2€_w|{z1:0}ﬁDd)\2n_2
{z1=0}ND {z1=0}ND

2 2
=T

2
/ falefw\{z«,l:o}nDd/\?”*?
{leo}ﬂD

1

(4.4) 2 —x
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Teraz z Lematu 3.0.8 wynika, ze istnieje us taka, ze dus = g i

/ lug|? efP2loslaale) o gy2m < <2 I %)W/ | f|2eYita=0nn gA2n=2,

D 6 {Z1:0}ﬂD

Poprzez wrziecie stabej granicy w, co mozemy uczyni¢ na mocy twierdzenia Eberleina
(zobacz Twierdzenie 2._2.13), podciggu us gdy 6 — 1, dostajemy na mocy stabilnosci
(zobacz rozdziat 3.1), du =g i

/ uf?| 21 2697 eV dAP" < drr / |flPemVitm=ompda 2, (4.5)
D {Z1:0}ﬂD

Zauwazmy, ze uz; jest holomorficzna (i uz; = f na {z; = 0} N D), poniewaz

O(uz) =2 0u = zlfgi =01iuz =2z(u— %) + f, gdzie u — % jest holomorficzna.
Teraz wystarczy zaobserwowac, ze od samego poczatku mogliSmy wybrac

¥ =v+p—, conie psuje zatozen gtadkosci i plurisubharmonicznosci. Po lewej stronie

wzoru (4.5) dostajemy [, |ul?*|z1[*e"dA*", a po prawej

4rre” / 1 f(2) |2€_V\{z1:0}ﬁD_‘p\{Z1=0}”D AN
{z1=0}ND

4.2 Przypadek ogdélny

Zajmijmy sie teraz ogdlnym przypadkiem, gdy D jest tylko pseudowypukty (bez warunkéw
ograniczonosci i gtadkosci brzegu), oraz 1) niekoniecznie nalezy do klasy C*°. Wiadomo, ze
dla kazdego zbioru pseudowypuktego istnieje $cigle plurisubharmoniczna i gtadka funkcja
wyczerpujaca 1 (jest to tre$¢ Twierdzenia 2.1.11). Z twierdzenia Sarda (zobacz Twierdze-
nie 2.1.21) wynika, ze podpoziomice D, = {n < =z} , funkcji n sa ograniczone i o
gladkim brzegu dla prawie wszystkich rzeczywistych x (funkcja definiujaca jest poprostu
p = n—x). Mozemy wybra¢ rosnacy ciag {z,}>>, z-6w takich, ze D,, jest obszarem
ograniczonym, o gltadkim brzegu, oraz zbiory D, wyczerpuja D. Niech v, ., p., beda
e-regularyzacjami v|p, 1 ¢|p,, zdefiniowanymi jako splot z funkcja regularyzujaca (zobacz
Twierdzenie 2.1.19). Dla kazdego x: V., \, Vp,,Pez \ ¥|D,, PIzy € \, 0. Stosu-
jac metode przekatniowa, mozemy wybraé ciag {£,}°2,, €, \, 0 taki, ze v., := v, 4,

34



Oe = Penan, sa gladkie na Do := (D, )., = {z € D,, : dist(z,0D,,) > e,}, i
D, ,C DT

4dre’ / ’f’QG*V\{zlzo}nD*sﬂ\{zlzo}mDd)\%*?
{Z1:0}ﬂD

> e’ / |f|2e*V|{21:o}nD€n —|{z,=0}nDen d/\2n72,
{z1:0}ﬂD5n

gdzie " < ¢ to supremum ¢(-) + 2log |z1| na D

> dme”” / | f[2e” e e 00Dy T 0I D,y g) 2072,
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Tn—1

Teraz mozemy (stosujac Twierdzenie 1.0.2, ktore w tej sytuacji juz zostato wykazane)
znalez¢ rozszerzenie f dla D, . v., 1.,

Aed”

> T [ R e,
4men Jp

Tn—1

gdzie c_ oznacza supremum ¢, (-) + 2log 21| na D, ..

Czyli Ft, posiada podciag, stabo zbiezny na kazdym D,, , do granicy F' w L*(D,v.,),
dla kazdego v., i ta granica jest holomorficzna z twierdzenia o stabilnosci 0 . Oczywiscie
ame” 1. Teraz przechodzac do granicy, gdy n — oo, dostajemy Twierdzenie 1.0.2.
4meen

Otrzymalismy C; < 4me®

5 Pewne zastosowania

Wprowadzmy pojecie na potrzeby tylko i wytacznie tego rozdziatu.

Definicja 5.0.1 Jgdrem Bergmana bedziemy nazywaé

£ (2)]? o o
Kq(z) :=sup {—, f€e0Q), f nie rowna sie tozsamosciowo 0}.
B = T paef €O
Definicja 5.0.2 Jgdrem Bergmana z wagq bedziemy nazywac
£ (=)

K§(z) = Sup{ f€0(Q), f nie réwna si¢ tozsamosciowo 0}.

Jo lf(2)Pemedn>”

Jezeli {0;}32, jest baza ortonormalng przestrzeni O N L*(Q) (lub ogdlniej O N L*(9, ¢)),
to Ka(2) = 372, |oj(2)|* (albo w drugim przypadku K&(z) = 3272, |oj(2)[* ).
Przede wszystkim odnotujmy, ze twierdzenie Ohsawy-Takegoshiego daje nam nastepu-
jaca nier6wnosé
Kp(z) > CLKDQH(Z)a
0

"Wiadomo, ze D, , C D, . D, _, wprowadzamy po to aby zastapi¢ D». Chodzi nam o to aby
obszary na ktorych prowadzimy rozwazania byly pseudowypukte.
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(chodzi o wersje 1.0.1 twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego, stata Cy jest stata, ktora sie
pojawia w Twierdzeniu 1.0.1).
Dowd6d: Dla kazdej funkeji f, holomorficznej na D N H istnieje rozszerzenie F':

1 F 220y < Coll flle2(pnm), F(2) = f(2)

CQ 1nf ) ||f||L2(DﬁH) > mf ||F||L2(D)

fEL2NO(DNH T FeL2nO(D)
|F(2)[? 1f(2)? 1
Kp(z) =sup —5— > sup —————— = — Kpny(2).
HF”%Z’(D) COHfH%Q(DﬂH) Co

Nieréwnos¢ ta czesto wykorzystuje sie do wykazania, ze jadro Bergmana dazy do
nieskonczonosci blisko brzegu obszaru, w konkretnych sytuacjach (zobacz [J-P]). Podobne
nieréwnosci dostajemy dla jadra Bergmana z waga

Inng natychmiastowa konsekwencja jest oszacowanie na norme operatora minimalnego
rozszerzenia (zobacz [Be3|, [D-HJ).

Operator L*(DN H,v + ) > f — F € L*(D,v) zdefiniowany jako branie rozsze-
rzenia o minimalnej normie jest liniowy, a twierdzenie Ohsawy-Takegoshiego (wersja
1.0.2) gwarantuje nam, ze mamy uniwersalng stata, ograniczajaca norme tego operatora
od géry bez wzgledu na wybor D | H i v (Zauwazmy, ze moze sie zdazy¢, ze przestrzen
wyjsciowa jest trywialna. W takim razie mozemy formalnie zatozy¢, ze norma tego opera-
tora réwniez jest ograniczona przez ta stala).

Dowod: Zauwazmy, ze z prostych wtasnosci odlegtosci w przestrzeniach Hilberta,
rozszerzenie o minimalnej normie musi by¢ prostopadite do podprzestrzeni rozszerzen
funkcji zerowej. Stad otrzymujemy liniowos¢. Teraz wystarczy bezposrednio zastosowaé
twierdzenie Ohsawy-Takegoshiego.

5.1 Hipoteza Suity

W 1972 roku Suita (w [S]) postawil problem z teorii powierzchni Riemanna. Jego
szczegbdlna wersja (gdy powierzchnia Riemanna jest zbiér otwarty 2 na plaszczyznie)
brzmi:

Hipoteza 1 (Suita) Dia Q C C -otwartego mKq(z2) > (¢(£, 2))%

W Swietle dzisiejszych badan, problem sprowadza sie do optymalizacji statej po lewej
stronie nieréwnosci (przetomem w tej dziedzinie byta praca [02], gdzie wykazano po
raz pierwszy, ze sa to wielkosci poréwnywalne). Stalej m nie datoby sie zastapié zadna
mniejszg stala, gdyz w przypadku gdy €2 jest na przyklad kotem, a z jego srodkiem
zachodzi rownos¢, o czym tatwo mozna si¢ przekonaé¢ bezposrednio.

Whiosek 5.1.1 Dla Q C C-otwartego 47 Kq(z) > (c(9, 2))>.

Dowdd: Stosujac Wniosek 1.0.3 do jednowymiarowego przypadku, z v = 0 (wtedy oczywi-
Scie przekrdj {z; = 0} N D redukuje sie do punktu i zamiast caltki mamy wartosciowanie
po prawej stronie), dostajemy

4 Kq(0) > (c(€2,0))>.
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Ze wzgledu na fakt, ze rozwazania s niezalezne od przesunie¢ plaszczyzny zespolonej,
dostajemy nieréwnos¢ dla dowolnego z.

Aktualnie najlepszy wynik w tym kierunku (27) zostal uzyskany przez Z.Btockiego
([BI3]).

5.2 Aproksymacja Demailly’ego

W tej czescei przedstawimy wynik Demailly’ego dotyczacego aproksymacji funkeji plurisub-
harmonicznych logarytmami modutéw funkeji holomorficznych (zobacz [D2] lub [D3]).
Wprowadzmy definicje

Definicja 5.2.1 Niech @ bedzie funkcjq plurisubharmoniczng na obszarze pseudowypukiym
D. Liczbe Lelonga funkcji o w punkcie xo € D bedziemy nazywaé

SUD (oo o <
V(QO,IEO) ;= lim inf (’D(Z) — lim P{z:||z—zolcn < }90.
Z—xo log ||Z - xUHCn r—0+ log r

W szczegdlnoscei, gdy ¢ jest postacilog |f|, gdzie f € O(D) to v(p, xg) réwna si¢ krotnosci
zera funkcji f w punkcie xg.

Twierdzenie 5.2.2 Niech ¢ bedzie plurisubharmoniczng funkcjg na ograniczonym obsza-
rze pseudowypuklym D C C". Niech ¢, = 5-1log > 2 |oul?, gdzie {o1}72, jest pewng
bazq ortonormalng przestrzeni Hilberta O(D) N L?(D,2my). Wtedy istniejq stale
C1,Cy > 0, niezalezne od m takie, Ze

C 1 Cy

p(2) — — < pm(z) £ sup () + —log—,

m [¢—=2llcn <r m r
dla kazdego z € D ir < dist(z,0 D). W szczegdlnosci ¢, dezy punktowo do ¢, oraz w
topologii L, .(D), gdy m — oo. Ponadto

loc

n
V(SDVZ)_E SI/(QOTMZ) SV(SO7Z)7

dla wszystkich z € D.

Wybor ¢, nie jest przypadkowy. Jest to z doktadnoscia do statej logarytm z jadra
Bergmana z wagg e (5 log K™, poréwnaj z tozsamoscia po Definicji 5.0.2).

Dowdd: Szereg > 2, |oy|? jest zbiezny jednostajnie na D, skad wynika, ze jego suma
jest R-analityczna.

1 & 1 1
eml(2) =5 Sl =5 tog( s fE)P) = s loglf(2))

2m ; 2m {2 (D, 2y <1} (A2 pmgy <13 T
(5.1)

Funkcje | f|? sa plurisubharmoniczne, wiec zachodza dla nich nieréwnogci catkowe
1
)P < / QPN <
Vol{¢ : [|¢ — zllc» <7} Jjjc—z)jen<r
< 12n 62msup“g,zu(cn<r ©(¢) / |f|26—2m<pd>\2n’
i D

n!
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oczywiscie dla r < dist(z,0 D). Teraz biorac supremum we wzorze (5.1) dostajemy

1 1
< — log ——
pm(z) = sup @(Q) + 5 —log —5n

[¢—2llcn<r T

co dowodzi jednej z nieréwnosci z tezy. Twierdzenie Ohsawy-Takegoshiego (wersja 1.0.1),
mozemy iterowaé (zbiorem wyjsciowym jest D, catke po nim mozemy oszacowaé przez
catke po D N H, dalej ja mozemy oszacowac przez catke po D N H N Hy, gdzie H; jest
hiperplaszczyzng w C" ', przecinajaca DNH. W ten sposéb w kazdym kroku dostaniemy
zbior pseudowypukty i ograniczony, o coraz mniejszym wymiarze, a wiec dostaniemy
oszacowanie catki po D, przez ,catke” po DN H N...N H,_1, co redukuje si¢ do punktu
(poréwnaj Wniosek 5.1.1)). Zastosowane do naszego przypadku ziterowane twierdzenie
Ohsawy-Takegoshiego daje nam, ze dla kazdego a € C, istnieje funkcja holomorficzna f
na D taka, ze f(z) =a i

/ |f|26—2m<pd/\2n < C«3|a|2e—2m<p(z)’
D

gdzie C5 zalezy tylko od n (ilosci krokéw iteracyjnych) i srednicy D (formalnie tez od
srednic DNH, DNHNH;,....DNHN...NH,_4, ale wszystkie te érednice sg majoryzowane
przez $rednice D). Mozemy wybraé¢ takie a aby prawa strona wzoru byla réwna 1. Stad
mamy nierownosé

G1) 1

1 log C'5
> —
Som(z) < o log |f(Z)| o log |a’ = 90(2)

om

Powyzsza nieréwnosé implikuje v(ppm,2) < v(p,2). Nieréwnos$¢ z tezy dla ¢,, wyko-
rzystujemy do

1 O,

lz—z[lcn<r =]l <21 o .

Stad wynika, ze
SUD|\y ol <r P (2
V(om, ) = lim Pjjo—zfjcn<r Pm(Z) .
r—0+ 1Og7“
SUD||¢—g|on <2r + Llog &2 1502

> fim SWPleslen <2 #(C) + 5 log T2 log2r oy
r—0+ log 2r log 7 -

Ciag ¢,, ma nastepujaca ciekawa wlasnosé (zobacz [DPS])

Twierdzenie 5.2.3 Niech {¢,,}5°_, bedzie ciggiem funkcji zdefiniowanych w Twierdze-
niw 5.2.2. Przy zachowaniu reszty zatozen z tego twierdzenia, istnieje stata C' taka, ze

cigg {2 + £}, jest malejgcy.

Dowéd: Niech f € L*(D,2(m;+ms)p) bedzie funkeja taka, ze || f]| 12(p.2(my+ma)e) < 1.
D mozemy rozpatrywaé jako przekatna {(z,z) : z € D} zbioru D x D. Ze ziterowanego
twierdzenia Ohsawy-Takegoshiego (tym razem iterujemy ze zbioru o wymiarze rzeczy-
wistym 4n (D x D) do zbioru o wymiarze 2n) istnieje funkcja

u€ ONL*D x D,2myp(2) + 2myp(w))
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taka, ze w|{(z,2)zepy=p = f 1

/ |u(27w)‘2€f2m1g0(z)72m2g0(w)d)\2n(Z)dA2n(w) < CO/ ’f|2672(m1+m2)4pd)\2n < Co.
DxD D

(5.2)
Niech {0} }32 1 {0}.}32, beda bazami ortogonalnymi przestrzeni L?(D, 2my¢) i L*(D, 2ma ).
W takim razie tatwo sprawdzic¢, ze {0; ® 0.}%5._,, gdzie 0; ® 0} (2, w) = 0j(2)0,(w), jest
bazg ortonormalng przestrzeni O N L*(D x D, 2myp(2) + 2mop(w)). Rozpisujemy u w
tej bazie

u(z,w) =) ¢juoi(2)oh(w)

k=1
Ponadto
- 2 2 (5:2)
Z lcjl” = ”u||LQ(DXD,lego(z)Jerw(w)) < Co.
k=1
A wiec
> | Tw222 ¢ & ) 0 0 s
> ] (2 lel?) (3 I Plenl?) (53)
Ji,k=1 j,k=1 j.k=1

(5.3) 00 o'}
FEE = luz ) < Co( 3o lo()) (Do 107(2)I2) = Coetmem @ emaen (@),
j=1 k=1
Po zlogarytmowaniu dostajemy

2log | f(2)| < log Co + 2m1om, (2) + 2maem, (2),

dla dowolnego f takiego, ze || f|L2(pD.2(m;+ma)p) < 1. Wzér (5.1) daje nam, ze

1
= ogf(a)
1+ma2 f:||f||L2(D,2(m1+m2)Lp)§1 my + Mo

A wiec przechodzac do supremum dostajemy
2(m1 + m2)90m1+m2(z) < log Co + 2m1%0m1 (Z) + 2m290m2 (Z)

Wstawiajac m; = msy = 2° dostajemy

C
(1028+1 (Z) S 28+1 + (1023 <Z>
Ostatecznie

C C
pas+1(2) + 371 = pas(2) + 5
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5.3 Twierdzenie Siu

W tej czesci przedstawimy dowdd pewnej wersji twierdzenia Siu (zobacz [Siu]), autorstwa
J.P.Demailly. Do tego celu wykorzystamy Twierdzenie 5.2.2.

Twierdzenie 5.3.1 (Siu) Niech ¢ bedzie plurisubharmoniczng funkcjg na zbiorze otwar-
tym D. Wtedy dla kazdego ¢ > 0, zbior

Eulp) = {z € D v(p,2) = c}
jest analitycznym podzbiorem D.

Dowdd: Analitycznosé zbioru jest wtasnoscia lokalng. Stad mozemy zatozyé¢, ze D jest
ograniczony (i pseudowypukty). Nieréwnosci dotyczace liczb Lelonga w Twierdzeniu 5.2.2
daja nam

E.(om) jest zbiorem analitycznym, poniewaz jest on dany jako

{z€D: (%)aal(z) =0, VI, Yo : |a| < mc}.

Stad wynika, ze F.(¢) jest przecieciem przeliczalnej iloci zbioréw analitycznych, a
zatem jest zbiorem analitycznym (zobacz Definicje 2.1.23).
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